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1. Введение

В теории тригонометрических рядов важное место занимает вопрос об абсолютной сходи-
мости этих рядов. Пусть 2π-периодическая интегрируемая на периоде функция f(x) (f ∈ L1

2π)
имеет ряд Фурье a0(f)/2+

∑∞
n=1(an(f) cosnx+bn(f) sinnx). А. Зигмундом [1] была установлена

Теорема А. Пусть f ∈ L1
2π является функцией ограниченной вариации на [0, 2π] и |f(x)−

f(y)| ≤ C|x− y|α для всех x, y ∈ R, где α > 0 (т. е. f ∈ Lip(α)). Тогда сходится ряд

∞∑

n=1

(|an(f)|+ |bn(f)|). (1)

Также А. Зигмундом было отмечено, что условие |f(x)−f(y)| ≤ C ln−2−η(2+1/|x−y|) для
η > 0, x, y ∈ R, x 6= y, вместе с ограниченностью вариации также достаточно для сходимости
ряда (1). Р. Салем [2] указал, что вместо условия f ∈ Lip(α) в теореме A можно взять условие

∞∑

n=1

n−1ω1/2(f, 1/n) <∞, (2)

где ω(f, δ) — равномерный модуль непрерывности, и что обоснование этого факта повторяет
рассуждение А. Зигмунда [1].

1Работа первого автора выполнена при поддержке Минобрнауки России в рамках выполнения го-
сударственного задания (проект FSRR-2020-0006).
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Пусть 1 ≤ p < ∞. Назовем ограниченную измеримую 2π-периодическую функцию f(x)
функцией ограниченной p-вариации, если найдется M > 0 такое, что для любого разбиения
{xi}

∞
i=0 отрезка [0, 2π] верно неравенство

∑n
i=1 |f(xi) − f(xi−1)|

p ≤ Mp (будем писать в этом
случае f ∈ Vp). Для измеримой 2π-периодической функции f такой, что |f |p ∈ L1

2π, введем
интегральный модуль непрерывности

ωp(f, δ) = sup
0≤h≤δ

( 2π∫

0

|f(x+ h)− f(x)|p dx

)1/p

, δ ∈ [0, 2π].

М. Изуми и Ш. Изуми [3] установили, что верна

Теорема B. Пусть 1 < r <∞, 1/r + 1/s = 1 и 1 ≤ p < 2r. Если f ∈ Vp и сходится ряд

∞∑

n=1

n1/(2s)−1(ωp+(2−p)s(f, π/n))
1−p/2r,

то ряд (1) также сходится.

Кроме сходимости ряда (1) изучалась также сходимость рядов

∞∑

n=1

(|an(f)|
β + |bn(f)|

β),

∞∑

n=1

nα(|an(f)|
β + |bn(f)|

β),

∞∑

n=1

γn(|an(f)|
β + |bn(f)|

β),

где {γn}
∞
n=1 удовлетворяет условиям Гоголадзе — Месхиа (см. ниже). Условия обобщенной аб-

солютной сходимости тригонометрических рядов или рядов по другим ортонормированным
системам являются либо развитием результата А. Зигмунда либо аналогом и обобщением ре-
зультата М. Изуми и Ш. Изуми. В качестве результата первого типа для системы Уолша, яв-
ляющейся частным случаем мультипликативных систем, изучаемых в данной работе, можно
указать теорему 3 из [4]. Важным утверждением второго типа является результат М. Шрам-
ма и Д. Ватермана для тригонометрических рядов, заменивших условие ограниченности r-
вариации на условие ограниченности Φ–Λ-вариации, где Φ(x) — выпуклая N -функция (см.
ниже), а Λ = {λk}

∞
k=1 ⊂ (0,+∞) удовлетворяет условию

∑∞
k=1 λ

−1
k = ∞.

К сожалению, исследования неулучшаемости подобных условий являются довольно слож-
ными. Так, Р. Салем доказал, что если

∑∞
n=1 n

−1[ω(f, n−1)]1/2+δ = ∞, δ > 0, то резуль-
тат Зигмунда перестает быть верным. В полной мере неулучшаемость условия (2) установил
С.В.Бочкарев [6]. Авторам неизвестны подобные исследования, касающиеся теоремы B.

Для мультипликативных систем первый результат типа теоремы B для функций ограни-
ченной r-вариации доказан в [7, теорема 3]. Мы приведем далее в качестве следствий некоторые
более ранние и менее общие результаты. Перейдем к необходимым определениям.

Пусть P = {pj}
∞
j=1 ⊂ N такова, что 2 ≤ pj при всех j ∈ N, supj pj < ∞ и Zj = {0, 1, . . . ,

pj − 1}. Определим последовательность {mj}
∞
j=0 следующим образом: m0 = 1, mn = mn−1pn

при n ∈ N. Тогда любое число x ∈ [0, 1) представимо в виде

x =

∞∑

j=1

xjm
−1
j , xj ∈ Zj. (3)

Разложение (3) однозначно, если при x = s/mn, 0 < s < mn, s ∈ Z, брать xj = [xmj] (mod pj).
В этом случае получается конечное число ненулевых xj. Каждое k ∈ Z+ = {0, 1, . . . } одно-
значно представимо в виде

k =
∞∑

j=1

kjmj−1, kj ∈ Zj. (4)
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Для чисел x ∈ [0, 1) и k ∈ Z+ с разложениями (3), (4) положим по определению

χk(x) = exp
(
2πi

( ∞∑

j=1

xjkj/pj

))
.

Система функций {χk(x)}
∞
k=0 называется мультипликативной системой. Известно, что она

ортонормирована и полна в L1[0, 1) (см. [8, гл. 1, § 1.5]). Легко видеть, что при 0 ≤ n < mk

функция χn(x) постоянна на Ikj = [(j − 1)/mk, j/mk), 1 ≤ j ≤ mk, k ∈ Z+, а при n ≥ mk верно,

что
∫

Ikj

χn(x) dx = 0. Для f ∈ L1[0, 1) зададим коэффициенты Фурье равенством

f̂(j) =

1∫

0

f(t)χj(t) dt, j ∈ Z+.

Пусть x, y ∈ [0, 1) имеют разложение (3) и zj = xj + yj (mod pj), zj ∈ Zj. Если равенство
zj = pj − 1 неверно для бесконечного числа j ∈ Z+, то полагаем x⊕ y = z, где z =

∑∞
j=1 zj/mj .

Известно, что при фиксированном y величина x ⊕ y определена для всех x, кроме счетного
числа, и что интеграл Лебега инвариантен относительно введенного обобщенного сдвига

1∫

0

f(x⊕ y) dx =

1∫

0

f(x) dx, f ∈ L1[0, 1), y ∈ [0, 1)

(см. [8, §§ 1.5,2.1]). Отметим, что элемент x⊕s/mn определен при всех x ∈ [0, 1), s ∈ [0,mn)∩Z,
n ∈ Z+. Известно также, что χj(x ⊕ y) = χj(x)χj(y) в случае, когда j ∈ Z+ и сумма x ⊕ y
определена. В частности,

χj(x⊕ 1/mk+1) = χj(x)χj(1/mk+1), x ∈ [0, 1), k ∈ Z+. (5)

Как обычно, пространство Lp[0, 1), 1 ≤ p < ∞, снабжено нормой ‖f‖p =

(∫ 1

0
|f(t)|p dt

)1/p

.

Для f ∈ Lp[0, 1), 1 ≤ p <∞, введем дискретный модуль непрерывности

ωk(f)p = sup{‖f(· ⊕ h)− f(·)‖p : h ∈ Ik1 = [0, 1/mk)}, k ∈ Z+.

Пусть osc(f, Ikj ) = sup{|f(x) − f(y)| : x, y ∈ Ikj }. Рассмотрим выпуклую строго возрастаю-
щую на R+ = [0,+∞) функцию Φ(x), такую что

Φ(0) = 0, lim
x→+0

Φ(x)

x
= 0, lim

x→+∞

Φ(x)

x
= +∞.

Тогда Φ(x) называется N -функцией (см. [9, § 1]). Пусть Φ(x) является N -функцией или
Φ(x) = x, Λ = {λj}

∞
j=1 — неубывающая последовательность положительных чисел, такая что

limn→∞ Λn = +∞, где Λn =
∑n

j=1 λ
−1
j . Для каждого n ∈ Z+ рассмотрим

æn(f,Λ,Φ) = sup
{αi}

mn∑

i=1

Φ(osc(f, Inαi
))

λi
,

где {αi} = {αi}
mn

i=1 — перестановка множества {1, 2, . . . ,mn}. Если f(x) измерима на [0, 1) и зна-
чение VΛ,Φ(f, [0, 1)) = supn∈Z+

æn(f,Λ,Φ) конечно, то f(x) называется функцией ограниченной

Λ–Φ-флуктуации на [0, 1) (обозначение f ∈ ΛF lΦ[0, 1)). Легко показать, что f ∈ ΛFlΦ[0, 1)
ограничена (см. [10]). Понятие функции обобщенной ограниченной флуктуации при λi ≡ 1
и Φ(x) = x, Φ(x) = xp, 1 < p < ∞, и в более общем случае N -функции Φ было предложено
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К. Онневиром и Д. Ватерманом [11]. Оно применялось к проблемам равномерной и абсолютной
сходимости рядов по системам характеров компактных групп Н.Я.Виленкина. Понятие функ-
ций ограниченной Λ–Φ-вариации для периодических функций было введено М. Шраммом и
Д. Ватерманом [5], тогда как определение f ∈ ΛFlΦ[0, 1) предложено Б.Л. Гходадрой [10].

Далее ниже через C (возможно, с индексами) обозначим некоторые положительные кон-
станты.

Пусть α ≥ 1. Будем говорить, что последовательность γ = {γk}
∞
k=0 принадлежит классу

A(α) = A(P, α), если γk > 0 при всех k и

(mn+1−1∑

k=mn

γαk

)1/α
≤ Cm(1−α)/α

n

mn−1∑

k=mn−1

γk =: Cm(1−α)/α
n Γn, n ∈ N.

При n = 0 предполагаем, что аналогичное неравенство верно для Γ0 = γ0. Данное определение
введено в работе Л. Гоголадзе и Р. Месхиа [12] при mn = 2n. Отметим, что A(α1) ⊂ A(α2) при
α1 > α2.

Система {χi(x)χj(y)}
∞
i,j=0 также ортонормирована и полна в L1[0, 1)2, что позволяет опре-

делить для f ∈ L1[0, 1)2 коэффициенты Фурье

f̂(i, j) =

1∫

0

1∫

0

f(x, y)χi(x)χj(y) dx dy, i, j ∈ Z+.

Через Lp[0, 1)2 обозначим множество измеримых на [0, 1)2 функций, для которых норма

‖f‖p =

(∫ 1

0

∫ 1

0
|f(x, y)|p dx dy

)1/p

конечна. Пусть ∆uvf(x, y) = f(x⊕ u, y ⊕ v)− f(x⊕ u, y)−

f(x, y ⊕ v) + f(x, y). Ясно, что из условия f ∈ Lp[0, 1)2 следует, что ‖∆uvf(·, ·)‖p → 0 при
min(u, v) → 0. Поэтому мы можем ввести дискретный модуль непрерывности функции f ∈
Lp[0, 1)2, 1 ≤ p <∞, в виде двойной последовательности

ωkl(f)p = sup{‖∆uvf(·, ·)‖p : u ∈ Ik1 , v ∈ I l1}, 1 ≤ p <∞, k, l ∈ Z+.

Пусть f(x, y) измерима и ограничена на [0, 1)2, k, l ∈ Z+, i ∈ [1,mk] ∩ Z, j ∈ [1,ml] ∩ Z,
Iklij = Iki × I lj. Тогда

osc(f, Iklij ) = sup
{
|f(x, y)− f(u, y)− f(x, v) + f(u, v)| : x, u ∈ Iki , y, v ∈ I lj

}
.

Пусть Φ является N -функцией или Φ(x) = x и Λ = {λi}
∞
i=1, Ψ = {ψj}

∞
j=1 — две неубыва-

ющие последовательности положительных чисел, такие что Λn =
∑n

i=1 λ
−1
i и Ψn =

∑n
i=1 ψ

−1
i

стремятся к бесконечности при n→ ∞. Рассмотрим

ækl(f,Φ,Λ,Ψ) = sup

mk∑

i=1

ml∑

j=1

Φ(osc(f, Iklαi,βj
))

λiψj
,

где точная верхняя грань берется по всем перестановкам {αi}
mk

i=1 и {βj}
ml

j=1 множеств индек-
сов {1, 2, . . . ,mk} и {1, 2, . . . ,ml}. Если VΛ,Ψ,Φ(f) = sup{ækl(f, p,Λ,Ψ): k, l ∈ Z+} < ∞, то f
является функцией ограниченной (Λ,Ψ)–Φ-флуктуации (обозначение f ∈ (Λ,Ψ)F lΦ[0, 1)

2).
Это определение аналогично определению функций ограниченной (Λ,Ψ)–Φ-вариации, данно-
му Б.Л. Гходадрой (см. [13]).

Наконец, рассмотрим понятие обобщенной ограниченной флуктуации смешанного типа.

Пусть Φ1, Φ2 являются N -функциями, Λ = {λi}
∞
i=1, Ψ = {ψj}

∞
j=1 — такие же последователь-

ности, как и выше. Для измеримой и ограниченной на [0, 1)2 функции f рассмотрим

ækl(f,Φ1,Φ2,Λ,Ψ) = sup

ml∑

j=1

ψ−1
j Φ2

[ mk∑

i=1

Φ1(osc(f, I
kl
αi,βj

)

λi

]
,
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где точная верхняя грань берется по всем перестановкам {αi}
mk

i=1 и {βj}
ml

j=1 множеств индексов
{1, 2, . . . ,mk} и {1, 2, . . . ,ml}. Если

VΛ,Ψ,Φ1,Φ2
(f) = sup{ækl(f,Φ1,Φ2,Λ,Ψ): k, l ∈ Z+} <∞,

то f принадлежит пространству (Λ,Ψ)F lΦ1,Φ2
[0, 1)2. Это определение является аналогом опре-

деления функций (Φ,Ψ)– (Λ1,Λ2)-ограниченной вариации, данного К.Н.Даржи и Р. Г.Вья-
сом [14].

Пусть {γij}
∞
i,j=1 — двойная последовательность положительных чисел, α ≥ 1. Если для

любых k, l ∈ N справедливо неравенство

(mk+1−1∑

i=mk

ml+1−1∑

j=ml

γαij

)1/α

≤ C(mkml)
(1−α)/α

mk−1∑

i=mk−1

ml−1∑

j=ml−1

γij =: C(mkml)
(1−α)/αΓkl,

то {γij}
∞
i,j=1 принадлежит классу A∗(α, 2) = A∗(α, 2,P). Это определение предложено Ф. Мо-

рицем и А. Верешем [15] в случае mk = 2k.
Целью нашей работы является изучение сходимости рядов

∞∑

k=0

γk|f̂(k)|
β (6)

и
∞∑

i=0

∞∑

j=0

γij |f̂(i, j)|
β , (7)

где f принадлежит одному из введенных выше классов обобщенной ограниченной флуктуации
на [0, 1) или на [0, 1)2, а {γi}

∞
i=1 или {γij}

∞
i,j=1 удовлетворяют одному из условий типа Гого-

ладзе — Месхиа. Мы получим обобщения аналогов теоремы B для простых и кратных рядов
по мультипликативным системам. Отметим, что аналог теоремы A в одномерном случае при
pi ≡ 2, т. е. для системы Уолша, см. в [8, гл. 2, теорема 2.7.10], а в многомерном случае — в [16].
Упомянем также работу Ю.В.Малыхина, С.А.Теляковского и Н.Н.Холщевниковой [17], где
рассматривалась задача исследования суммы модулей блоков ряда Фурье — Уолша, что яв-
ляется естественным обобщением задачи об абсолютной сходимости такого ряда (когда блоки
состоят из одного элемента).

2. Одномерный случай

Теорема 1. Пусть Φ(x) является N -функцией и удовлетворяет ∆2-условию Φ(2t) ≤
CΦ(t), t ≥ 0, или Φ(x) = x, а Λ = {λj}

∞
j=1 — неубывающая последовательность положи-

тельных чисел такая, что limn→∞Λn = +∞, где Λn =
∑n

i=1 λ
−1
i . Пусть также

1 < r <∞, 1 ≤ p < 2r, 1/r + 1/s = 1,

0 < β < 2, γ ∈ A(2/(2 − β)), Φ1(x) = Φ(xp), f ∈ ΛF lΦ1
[0, 1)

и сходится ряд
∞∑

n=1

m−β/2
n ΓnΩ

β/(2r)
n (f), (8)

где Ωn(f) = Φ−1(ω2r−p
n (f)p+(2−p)s/Λmn). Тогда сходится ряд (6).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения выпуклости и равенства Φ(0) = 0 вытекает
неравенство

Φ(αx) = Φ(αx+ (1− α)0) ≤ αΦ(x), α ∈ [0, 1]. (9)

Ясно, что из сходимости ряда (8) вытекает сходимость такого же ряда для f1 = f/C, где
C ≥ 1. С другой стороны, сходимость ряда (6) для f равносильна сходимости такого же ряда
для f1. Как уже отмечалось, функция f ∈ ΛF lΦ[0, 1) ограничена (см. [10]), поэтому можно
добиться неравенства |f1(x)| ≤ 1/2, x ∈ [0, 1), при достаточно большом C ≥ 1. Для простоты
считаем, что |f(x)| ≤ 1/2 на [0, 1). Согласно [9, § 1, разд. 6] композиция N -функций есть снова
N -функция, поэтому Φ(tp) является N -функцией при p ≥ 1 и удовлетворяет ∆2-условию, если
Φ удовлетворяет этим двум условиям.

В силу ограниченности последовательности P = {pj}
∞
j=1 для j ∈ [mk,mk+1) справедливо

неравенство |χj(1/mk+1)− 1| ≥ C1 > 0 (см. подробности в [7]), в силу (5) функция
f(x⊕ 1/mk+1)− f(x) имеет ряд Фурье

∞∑

j=0

(χj(1/mk+1)− 1)f̂(j)χj(x),

а в силу инвариантности интеграла Лебега относительно обобщенного сдвига для

fl,k(x) = f(x⊕ (l − 1)/mk ⊕ 1/mk+1)− f(x⊕ (l − 1)/mk), k ∈ Z+, l = 1, 2, . . . ,mk,

имеем равенство ‖fl,k‖2 = ‖f(·⊕1/mk+1)−f(·)‖2 для f ∈ L2[0, 1). В результате в силу равенства
Парсеваля получаем

Rk :=

mk+1−1∑

j=mk

|f̂(j)|2 ≤ C−2
1

mk+1−1∑

j=mk

|f̂(j)|2|χj(1/mk+1)− 1|2

≤ C−2
1

∞∑

j=0

|f̂(j)|2|χj(1/mk+1)− 1|2 = C−2
1 ‖fl,k‖

2
2, l = 1, 2, . . . ,mk.

Пусть r > 1 и 1/r + 1/s = 1. Записывая 2 = (p + (2 − p)s)/s + p/r и применяя неравенство
Гёльдера с показателями s и r, находим

‖fl,k‖
2
2 =

1∫

0

|fl,k(x)|
2 dx ≤

( 1∫

0

|fl,k(x)|
p+(2−p)s dx

)1/s( 1∫

0

|fl,k(x)|
p dx

)1/r

≤ (ωk(f)p+(2−p)s)
(p+(2−p)s)/s

( 1∫

0

|fl,k(x)|
p dx

)1/r

.

Отметим, что p/s+ (2− p)s/s = p/s+ 2− p = (2r − p)/r, поэтому

Rr
k ≤ C2‖fl,k‖

2r ≤ C2ω
2r−p
k (f)p+(2−p)s

1∫

0

|fl,k(x)|
p dx. (10)

При фиксированном x ∈ [0, 1) элементы x ⊕ (l − 1)/mk ⊕ 1/mk+1 и x ⊕ (l − 1)/mk при-
надлежат одному множеству вида Ikl1 и |fl,k(x)| ≤ osc(f, Ikl1). При этом разным l соответ-
ствуют разные l1. Кроме того, мы считаем, что |f(x)| ≤ 1/2, значит, верно неравенство
Bk := ω2r−p

k (f)p+(2−p)s ≤ 1. В силу (10), (9), ∆2-условия на Φ и интегрального неравенства
Йенсена имеем

Φ(Rr
k) ≤ C3Φ

(
Bk

1∫

0

|fl,k(x)|
p dx

)
≤ C3BkΦ

( 1∫

0

|fl,k(x)|
p dx

)
≤ C3Bk

1∫

0

Φ1(|fl,k(x)|) dx.
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Умножая последнее неравенство на λ−1
l и суммируя полученные неравенства по l = 1, 2, . . . ,mk,

находим, что

Λmk
Φ(Rr

k) ≤ C3Bk

1∫

0

mk∑

l=1

Φ1(|fl,k(x)|)

λl
dx ≤ C3BkVΛ,Φ1

(f, [0, 1)).

Для любой N -функции Φ выполнено ∆2-условие на функцию Φ−1 (см. [9, формула (1.20)]).
Поэтому

Rr
k ≤ Φ−1

(
C3VΛ,Φ1

(f, [0, 1))
Bk

Λmk

)
≤ C4Φ

−1
( Bk

Λmk

)
, k ∈ Z+.

Применяя неравенство Гёльдера и условие γ ∈ A(2/(2 − β)), мы имеем

mk+1−1∑

j=mk

γj|f̂(j)|
β ≤

(mk+1−1∑

j=mk

|f̂(j)|2
)β/2(mk+1−1∑

j=mk

γ
2/(2−β)
j

)1−β/2

≤ R
β/2
k C5m

−β/2
k Γk ≤ C6

(
Φ−1(Bk/Λmk

)
)β/2r

m
−β/2
k Γk. (11)

Суммируя (11) по k ∈ Z+, доказываем утверждение теоремы. �

В случае Φ(u) = up, 1 ≤ p < ∞, будем писать f ∈ ΛF l(p)[0, 1) вместо f ∈ ΛF lΦ[0, 1). Если
вдобавок λk ≡ 1, то пишем f ∈ F l(p)[0, 1) вместо f ∈ ΛF l(p)[0, 1).

Следствие 1. Пусть 1 < r < ∞, 1 ≤ p < 2r, 1/r + 1/s = 1, 0 < β < 2, γ = {γk}
∞
k=1 ∈

A(2/(2 − β)), f ∈ ΛF l(p)[0, 1) и сходится ряд

∞∑

n=1

m−β/2
n Γn(Λ

−1
mn
ω2r−p
n (f)p+(2−p)s)))

β/(2r).

Тогда ряд (6) также сходится.

Следствие 1 установлено М.А.Кузнецовой [19, теорема 2]. Для доказательства надо поло-
жить Φ(x) = x и воспользоваться теоремой 1.

Следствие 2. Пусть 1 < r < ∞, 1 ≤ p < 2r, 1/r + 1/s = 1, 0 < β < 2, f ∈ F l(p)[0, 1) и

γ ∈ A(2/(2 − β)). Если сходится ряд

∞∑

k=0

m
−β/2−β/2p
k (ωk(f)p+(2−p)s)

β−βr/2p Γk,

то сходится ряд (6).

Следствие 2 установлено Б.И. Голубовым и первым из автором в [7, теорема 3]. Для дока-
зательства надо положить Λmk

= mk в неравенстве следствия 1.

3. Двумерный случай

Теорема 2. Пусть Φ(x) — выпуклая N -функция, удовлетворяющая ∆2-условию на R+,

Λ = {λi}
∞
i=1 и Ψ = {ψj}

∞
j=1 — две неубывающие последовательности положительных чисел,

такие что limn→∞Λn = +∞, limn→∞Ψn = +∞, где Λn =
∑n

i=1 λ
−1
i и Ψn =

∑n
i=1 ψ

−1
i . Если

1 < r <∞, 1 ≤ p < 2r, 1/r + 1/s = 1, 0 < β < 2,

Φ1(x) = Φ(xp), f ∈ (Λ,Ψ)F lΦ1
[0, 1)2, γ ∈ A∗(2/(2 − β), 2)
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и сходится ряд
∞∑

i,j=0

(mimj)
−β/2ΓijΩ

β/(2r)
ij ,

где Ωij = Φ−1(Λ−1
mi

Ψ−1
mj
ωij(f)p+(2−p)s), то ряд (7) тоже сходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как для f1(x, y) = Cf(x, y), f ∈ L1[0, 1)2, верно, что
|f̂1(k, l)| = |C||f̂(k, l)|, k, l ∈ Z+, то достаточно доказать теорему 2 для такой функции, что
|f(x, y)| ≤ 1/4 при x, y ∈ [0, 1). Рассмотрим функции

fk,l(x, y) = f(xk,M ⊕m−1
M+1, yl,Q ⊕m−1

Q+1)− f(xk,M , yl,Q ⊕m−1
Q+1)

− f(xk,M ⊕m−1
M+1, yl,Q) + f(xk,M , yl,Q), (12)

где xk,M = x⊕ (k− 1)m−1
M и yl,Q = y⊕ (l− 1)m−1

Q , k = 1, 2, . . . ,mM , l = 1, 2, . . . ,mQ, M,Q ∈ Z+.

Если x, y ∈ [0, 1) фиксированы, то xk,M ⊕m−1
M+1 и xk,M принадлежат некоторому множеству

IMk1 , а yl,Q ⊕ m−1
Q+1 и yl,Q принадлежат некоторому множеству IQl1 и |fk,l(x, y)| ≤ osc(f, IMQ

k1,l1
).

При этом разным парам (k, l) соответствуют разные пары (k1, l1). Ясно, что |fk,l(x, y)| ≤ 1.
Рассмотрим

RM,Q =

mM+1−1∑

i=mM

mQ+1−1∑

j=mQ

|f̂(i, j)|2.

Тогда аналогично доказательству теоремы 1 справедливо неравенство RM,Q ≤ C1‖fk,l‖
2
2, и в

силу неравенства Гёльдера имеем

‖fk,l‖
2
2 ≤

( ∫

[0,1)2

|fk,l(x, y)|
p+(2−p)s dx dy

)1/s( ∫

[0,1)2

|fk,l(x, y)|
p dx dy

)1/r

≤ (ωM,Q(f)p+(2−p)s)
(2r−p)/r

( ∫

[0,1)2

|fk,l(x, y)|
p dx dy

)1/r

.

В итоге получаем

Rr
M,Q ≤ Cr

1‖fk,l‖
2r
2 ≤ Cr

1ω
2r−p
M,Q (f)p+(2−p)s

∫

[0,1)2

|fk,l(x, y)|
p dx dy, (13)

поскольку |fk,l(x, y)| ≤ 1 на [0, 1)2. Заметим, что величина BMQ := ω2r−p
M,Q (f)p+(2−p)s не превос-

ходит 1. В силу неравенства Йенсена и (13) находим, что

Φ(Rr
M,Q) ≤ C2Φ

(
BMQ

∫

[0,1)2

|fk,l(x, y)|
p dx dy

)
≤ C2BMQ

∫

[0,1)2

Φ1(|fk,l(x, y)|) dx dy. (14)

Здесь Φ(Cr
1x) ≤ C2Φ(x) и C2 существует в силу ∆2-условия. Умножая неравенства (14) на

λ−1
k ψ−1

l и суммируя полученные неравенства по k = 1, 2, . . . ,mM , l = 1, 2, . . . ,mQ, мы получаем

ΛmM
ΨmQ

Φ(Rr
MQ) ≤ C2BMQ

∫

[0,1)2

mM∑

k=1

mQ∑

l=1

Φ1(|fk,l(x, y)|)

λkψl
dx dy ≤ C2BMQVΛ,Ψ,Φ1

(f, [0, 1)2).

Как показано при доказательстве теоремы 1 Φ−1(x) удовлетворяет ∆2-условию Φ−1(2x) ≤
C3Φ

−1(x), x ≥ 0. Поэтому

Rr
MQ ≤ Φ−1

(
C2VΛ,Ψ,Φ1

(f, [0, 1)2)
BMQ

ΛmM
ΨmQ

)
≤ C4(f)Φ

−1
( BMQ

ΛmM
ΨmQ

)
.
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Применяя неравенство Гёльдера и условие γ ∈ A∗(2/(2 − β), 2), имеем

mM+1−1∑

i=mM

mQ+1−1∑

j=mQ

γij|f̂(i, j)|
β ≤ R

β/2
MQ

(mM+1−1∑

i=mM

mQ+1−1∑

j=mQ

γ
2/(2−β)
ij

)1−β/2
≤

≤ C5(mMmQ)
−β/2ΓMQ

(
Φ−1

( BMQ

ΛmM
ΨmQ

))β/(2r)
(15)

Здесь использован тот факт, что для α = 2/(2−β) верно равенство (1−α)/α = −β/2. Суммируя
соотношение (15) по M,Q ∈ Z+, получаем утверждение теоремы. �

Следствие 3. Пусть Φ, Λ, Ψ, p, r, s, β, γ и функция f удовлетворяют условиям тео-

ремы 2, а функции

f1(x) =

1∫

0

f(x, y) dy и f2(y) =

1∫

0

f(x, y) dxy

принадлежат соответственно ΛF lΦ1
[0, 1) и ΨF lΦ1

[0, 1), причем сходятся ряды

∞∑

n=1

Γnm
−β2

n (Ω(1)
n (f1))

β/2r и

∞∑

n=1

Γnm
−β2

n (Ω(2)
n (f2))

β/2r,

где

Ω(1)
n (f1) = Φ−1

(ω2r−p
n (f1)p+(2−p)s

Λmn

)
, Ω(2)

n (f2) = Φ−1
(ω2r−p

n (f2)p+(2−p)s

Ψmn

)
.

Если {γi0}
∞
i=1 и {γ0j}

∞
j=1 удовлетворяют условию A(2/(2 − β)), то сходится ряд

∞∑

i=0

∞∑

j=0

γij |f̂(i, j)|
β .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства следствия отметим, что

f̂(i, 0) =

1∫

0

1∫

0

f(x, y)χi(x) dy dx =

1∫

0

f1(x)χi(x) dx = f̂1(i), i ∈ Z+,

и аналогично f̂(0, j) = f̂2(j), j ∈ Z+. Из теоремы 2 вытекает сходимость ряда (7), а из теоре-
мы 1 и условий следствия мы выводим сходимость рядов

∑∞
i=1 γi0|f̂(i, 0)|

β и
∑∞

j=1 γ0j |f̂(0, j)|
β . �

Снова при Φ(u) = up, 1 < p <∞, пишем f ∈ (Λ,Ψ)F l(p)[0, 1)2 вместо f ∈ (Λ,Ψ)F lΦ[0, 1)
2.

Следствие 4. Пусть r, s > 1, 1/r + 1/s = 1, 1 ≤ p < 2r, f ∈ (Λ,Ψ)F l(p)[0, 1)2, 0 < β < 2,
γ = {γij}

∞
i,j=1 ∈ A∗(2/(2 − β), 2). Если сходится ряд

∞∑

k=0

∞∑

l=0

((ωkl(f)(2−p)s+p)
2r−p

Λmk
Ψml

)β/2r
(mkml)

−β/2Γ∗
kl,

то ряд (7) также сходится.

Следствие 4 получено первым из авторов и М.А.Кузнецовой [18, теорема 6]. Оно выводится
из теоремы 2 при Φ(x) = x.
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Теорема 3. Пусть Φ1, Φ2 — выпуклые N -функции, удовлетворяющие ∆2-условию, Λ =
{λi}

∞
i=1 и Ψ = {ψj}

∞
j=1 — неубывающие последовательности положительных чисел такие,

что limn→∞Λn = +∞, limn→∞Ψn = +∞. Если

1 < r <∞, 1 ≤ p < 2r, Φ∗
1(x) = Φ1(x

p), 1/r + 1/s = 1,

0 < β < 2, f ∈ (Λ,Ψ)F lΦ∗

1 ,Φ
∗

2
[0, 1)2, γ ∈ A∗(2/(2 − β), 2)

и сходится ряд
∞∑

i,j=0

(mimj)
−β/2ΓijΩ

β/(2r)
ij ,

где Ωij = Φ−1
1 (Λ−1

mi
Φ−1
2 (Ψ−1

mj
ω2r−p
ij (f)p+(2−p)s)), то ряд (7) тоже сходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Снова имеем неравенство (13) и считаем, что выполнены нера-
венства |f(x, y)| ≤ 1/4, BMQ ≤ 1, где BMQ = ω2r−p

MQ (f)p+(2−p)s. В силу неравенства Йенсена и
соотношения (9) находим, что

Φ1(R
r
MQ) ≤ C1Φ1

(
BMQ

∫

[0,1)2

|fk,l(x, y)|
p dx dy

)
≤ C1BMQ

∫

[0,1)2

Φ∗
1(|fk,l(x, y)|) dx dy, (16)

где функция fk,l(x, y) определена в (12). Умножая неравенства (16) на λ−1
k и суммируя полу-

ченные неравенства по k = 1, 2, . . . ,mM , получаем

ΛmM
Φ1(R

r
MQ) ≤ C1BMQ

∫

[0,1)2

mM∑

k=1

Φ1(|fk,l(x, y)|
p)

λk
dx dy.

С помощью неравенства Йенсена и формулы (9) имеем

Φ2(ΛmM
Φ1(R

r
MQ)) ≤ C2BMQΦ2

( ∫

[0,1)2

mM∑

k=1

Φ∗
1(|fk,l(x, y)|)

λk
dx dy

)

≤ C2BMQ

∫

[0,1)2

Φ2

(mM∑

k=1

Φ∗
1(|fk,l(x, y)|)

λk

)
dx dy. (17)

Наконец,

ΨmQ
Φ2(ΛmM

Φ1(R
r
MQ)) ≤ C2BMQ

∫

[0,1)2

mQ∑

l=1

ψ−1
l Φ2

(mM∑

k=1

Φ∗
1(|fk,l(x, y)|)

λk

)
dx dy ≤ C3BMQ,

где C3 = C2VΛ,Ψ,Φ∗

1
,Φ2

(f, [0, 1)2). Из оценок выше выводим неравенства

ΛmM
Φ1(R

r
MQ) ≤ C4Φ

−1
2 (Ψ−1

mQ
BMQ)

и
Rr

MQ ≤ C5Φ
−1
1 (Λ−1

mM
Φ−1
2 (BMQ/ΨmQ

)),

поскольку Φ−1
1 и Φ−1

2 удовлетворяют ∆2-условию. Далее аналогично доказательству теоремы 2
с помощью неравенства Гёльдера и условия γ ∈ A∗(2/(2 − β), 2) имеем

mM+1−1∑

i=mM

mQ+1−1∑

j=mQ

γij|f̂(i, j)|
β ≤ R

β/2
MQ

(mM+1−1∑

i=mM

mQ+1−1∑

j=mQ

γ
2/(2−β)
ij

)1−β/2

≤ C6(mMmQ)
−β/2ΓMQ(Φ

−1
1 (Λ−1

mM
Φ−1
2 (BMQ/ΨmQ

)))β/(2r). (18)

Суммируя неравенства (18) по M,Q ∈ Z+, получаем утверждение теоремы 3. �

Методом доказательства теоремы 3 можно установить следующий результат.
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Следствие 5. Пусть выполнены условия теоремы 3 и сходится ряд

∞∑

i,j=0

(mimj)
−β/2Γij(Ω

∗
ij)

β/(2r),

где Ω∗
ij = Φ−1

1 (Λ−1
mi

Φ−1
2 (Ψ−1

mj
)ω2r−p

ij (f)p+(2−p)s). Тогда сходится ряд (7).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Снова используем обозначение BMQ = ω2r−p
MQ (f)p+(2−p)s. Вместо

неравенства (17) можно записать при BMQ > 0

Φ2

(ΛmM

BMQ
Φ1(B

r
MQ)

)
≤ C1Φ2

( ∫

[0,1)2

mM∑

k=1

Φ∗
1(|fk,l(x, y)|)

λk
dx dy

)

≤ C1

∫

[0,1)2

Φ2

(mM∑

k=1

Φ∗
1(|fk,l(x, y)|)

λk

)
dx dy.

Умножая последнее неравенство на ψ−1
l и суммируя по l = 1, 2, . . . ,mQ, получаем

ΨmQ
Φ2

(ΛmM

BMQ
Φ1(B

r
MQ)

)

≤ C2

∫

[0,1)2

mQ∑

l=1

ψ−1
l Φ2

(mM∑

k=1

Φ∗
1(|fk,l(x, y)|)

λk

)
dx dy ≤ C2VΛ,Ψ,Φ∗

1
,Φ2

(f, [0, 1)2) = C3. (19)

Из (19) с помощью ∆2-условия для функций Φ−1
1 и Φ−1

2 выводятся неравенства

ΛmM

BMQ
Φ1(R

r
MQ) ≤ Φ−1

2

( C3

ΨmQ

)
≤ C4Φ

−1
2

( 1

ΨmQ

)

и Rr
MQ ≤ C5Φ

−1(Λ−1
mM

BMQΦ
−1
2 (Ψ−1

mQ
)). Ясно, что последнее неравенство верно также в случае

BMQ = 0. Далее аналогично доказательству теорем 2 и 3 получаем результат следствия 3. �

Авторы выражают признательность рецензенту за замечания, которые помогли уточнить
формулировки результатов и улучшить их представление.
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