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В данной работе обсуждаются свойства оператора обобщенного сдвига, порожденного системой функ-

ций
{

cos
(

(2k−1)π
2

t
)}

∞

k=1
, в пространствах Lp(0, 1), p ≥ 1. Оператор сдвига применяется к исследованию

неравенства Никольского между равномерной и Lp-нормами полиномов по этой системе.

Ключевые слова: оператор обобщенного сдвига, тригонометрический полином, неравенство разных

метрик.

V.V. Arestov, M.V.Deikalova. On one generalized translation and the corresponding inequality

of different metrics.

In this paper, we discuss the properties of the generalized translation operator generated by the system of
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of Nikol’skii’s inequality between the uniform norm and the Lp-norm of polynomials in this system.

Keywords: generalized translation operator, trigonometric polynomial, inequality of different metrics.

MSC: 41A17

DOI: 10.21538/0134-4889-2022-28-4-40-53
Памяти Юрия Николаевича Субботина

и Сергея Александровича Теляковского

Введение

Обозначения и некоторые предварительные сведения. В дальнейшем будут рас-
сматриваться следующие комплексные пространства комплекснозначных функций на отрез-
ке [0, 1]. При 1 ≤ p <∞ пространство Lp = Lp(0, 1) состоит из комплекснозначных, измеримых
по Лебегу на [0, 1] функций f таких, что функция |f(x)|p суммируема на (0, 1); это простран-
ство наделено нормой

‖f‖Lp = ‖f‖Lp(0,1) =

(

1
∫

0

|f(x)|pdx
)1/p

, f ∈ Lp.

Пространство L2 = L2(0, 1) (здесь p = 2) является гильбертовым со скалярным произведением

〈f, g〉 =
1

∫

0

f(x)g(x) dx, f, g ∈ L2. (0.1)

Стандартно через C = C[0, 1] обозначено пространство функций, непрерывных, ограниченных
на отрезке [0, 1], с равномерной нормой

‖f‖C[0,1] = max{|f(x)| : x ∈ [0, 1]}.
1Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом центре при

финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (номер
соглашения 075-02-2022-874).
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Пространство C = C[0, 1] содержит подпространство C0 = C[0, 1]0 функций f , зануляющихся
в правой концевой точке отрезка: f(1) = 0. В дальнейшем, если не оговорено иное, под L∞ =
L∞(0, 1) понимается именно пространство C0 = C[0, 1]0.

В данной статье обсуждаются некоторые свойства оператора обобщенного сдвига (корот-
ко — оператор сдвига), порожденного системой функций

{

cos
((2k − 1)π

2
x
)}∞

k=1
, (0.2)

в пространствах Lp(0, 1). Оператор сдвига применен к исследованию неравенства Никольского
между равномерной и Lp-нормами полиномов по системе (0.2).

Особенность системы (0.2) состоит в том, что, с одной стороны, она является частью три-
гонометрической системы, а с другой — порождена функцией Бесселя

J−1/2(x) =

√

2

πx
cosx

(с индексом ν = −1/2) или, что то же самое, соответствующей нормированной функцией
Бесселя

j−1/2(x) = jν(x) = Γ(1/2)
( 2

x

)−1/2
J−1/2(x) = cos x; (0.3)

свойства функций Бесселя см., например, в [1, гл. III, § 3.1, (8); 2, гл. 7, § 7.2, (2); 3, гл. V, § 23].

На полуоси (0,∞) функция (0.3) имеет простые нули λk = λ
−1/2
k = (2k−1)π/2, k ≥ 1. Cистема

функций j−1/2(λkx), k ≥ 1, как раз и есть система (0.2). Свойствам систем функций, построен-
ных подобным образом по функциям Бесселя произвольного индекса ν > −1 в пространствах
Лебега на интервале (0, 1) с соответствующим весом, посвящена обширная литература; см.,
в частности, [3, гл. V, § 23]. В силу этого факта для системы (0.2) применимы результаты и
методы теории функций Бесселя.

Ортогональность. Система (0.2) относительно скалярного произведения (0.1) является
ортогональной; этот факт известен (см., например, [3, гл. V, § 23, п. 2]). Тем не менее обосно-
вание этого мы сейчас приведем. Примем для функций системы (0.2) короткое обозначение

ηk(x) = cos
2k − 1

2
πx, x ∈ [0, 1]. (0.4)

Имеем

δk,m = 〈ηk, ηm〉 =
1

∫

0

ηk(x)ηm(x)dx =
[

x =
2

π
t
]

=
2

π

π/2
∫

0

cos(2k − 1)t cos(2m− 1)t dt.

Применяя формулу 2 cos a cos b = cos(a+ b) + cos(a− b), получаем

δk,m =
1

π

π/2
∫

0

(

cos(2(k +m)− 2)t+ cos(2(k −m))t
)

dt.

При k 6= m имеем

δk,m =
1

π

(sin(2(k +m)− 2)t

2(k +m)− 2
+

sin(2(k −m))t

2(k −m)

)

∣

∣

∣

∣

π/2

0

= 0;

ортогональность системы проверена. В случае же m = k ≥ 1 имеем

δk,k = 〈ηk, ηk〉 =
1

π

(sin(4k − 2)t

4k − 2
+ t

)

∣

∣

∣

∣

π/2

0

=
1

2
.
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Ряды Фурье по системе (0.2). Система функций (0.2) полна в пространстве L2(0, 1).
Этот факт известен (см., например, [3, гл. V, § 23, п. 7]); впрочем, его нетрудно доказать,
исходя из соответствующего свойства тригонометрической системы (см. лемму 2 и следствие
из нее ниже).

Итак, система функций {ηm} в пространстве L2 полна и ортогональна, а следовательно,
образует ортогональный базис. Таким образом, произвольная функция f ∈ L2 разлагается (в
пространстве L2) в ряд Фурье

f(x) =

∞
∑

k=1

fkηk(x), fk =
〈f, ηk〉
σk

, (0.5)

σk = δk,k = 〈ηk, ηk〉 =
1

∫

0

|ηk(x)|2 dx =
1

2
, k = 1, 2, 3, . . . .

Для пары функций f, g ∈ L2 имеет место обобщенный вариант равенства Парсеваля

〈f, g〉 =
∞
∑

k=1

σkfkgk.

В частности, норма функции f ∈ L2 выражается через ее коэффициенты Фурье {fk} равен-
ством Парсеваля

‖f‖2L2 =
∞
∑

k=1

σk |fk|2. (0.6)

1. Оператор сдвига, порожденный системой (0.2)

1.1. Оператор сдвига в пространстве L2

Оператором (обобщенного) сдвига (порожденным системой (0.2)) с шагом t ∈ [0, 1] назы-
вают линейный оператор Tt, который определен на функциях f ∈ L2 с рядом Фурье (0.5)
соотношением

Ttf(x) =
∞
∑

k=1

fkηk(t)ηk(x); (1.1)

см., к примеру, [4, формула (0.5); 5–7] и приведенную там библиографию. На функциях f = ηk
для оператора (1.1) имеет место формула, называемая формулой умножения,

Ttηk(x) = ηk(t)ηk(x), t, x ≥ 0. (1.2)

Применяя дважды равенство Парсеваля (0.6), получаем

‖Ttf‖2L2 =

∞
∑

k=1

σk |fk|2|ηk(t)|2 ≤ A2(t)

∞
∑

k=1

σk |fk|2 = A2(t)‖f‖2L2 ,

где
A(t) = sup{|ηk(t)| : k ≥ 1}.

Отсюда, как нетрудно понять, следует, что при любом t ∈ [0, 1] имеет место равенство
‖Tt‖L2→L2 = A(t). В силу свойства 0 ≤ ηk(t) ≤ 1, t ∈ [0, 1], имеем A(t) ≤ 1. Итак,

‖Tt‖L2→L2 = A(t) ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1. (1.3)

Очевидно, A(0) = 1, A(1) = 0. Следующее утверждение описывает значения величины (1.3)
для значений t ∈ (0, 1).
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Лемма 1. Для значений величины (1.3) нормы оператора сдвига в пространстве L2 спра-

ведливы следующие два утверждения.

(1) Если t ∈ (0, 1) есть рациональное число: t = a/b, a, b ∈ N, 0 < a < b, то

A(a/b) = max

{

∣

∣

∣
cos

( (2d− 1)a

2b
π
)
∣

∣

∣
: d ∈ Z, 0 ≤ d < b

}

, (1.4)

в частности A(1/2) =
√
2/2.

(2) Если t ∈ (0, 1) есть иррациональное число, то

A(t) = 1. (1.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) Пусть вначале t есть рациональное число: t = a/b, a, b ∈ N,
0 < a < b. Представим число k в виде k = bm+ d, d ∈ Z, 0 ≤ d < b. В этом случае имеем

cos
(2k − 1

2
πt
)

= cos
((2k − 1)a

2b
π
)

= cos
( (2(bm+ d)− 1)a

2b
π
)

= cos
(

maπ +
(2d− 1)a

2b
π
)

= (−1)ma cos
((2d− 1)a

2b
π
)

.

Отсюда следует утверждение (1.4).
В частности, для t = 1/2 имеем a = 1, b = 2, и остаток d может принимать два значения:

0 и 1. Поэтому из (1.4) заключаем, что A(1/2) = cos(π/4) =
√
2/2.

(2) Докажем второе утверждение леммы. Воспользуемся известной идеей, которая приве-
дена, в частности, в учебнике С.М.Никольского по математическому анализу [8, гл. 3, § 3.7],
где показано, что для иррационального числа λ > 0 множество частичных пределов последо-
вательности (sin kπλ)k≥1 есть отрезок [−1, 1].

Итак, пусть t — иррациональное число. Старший коэффициент t многочлена (а точнее, ли-
нейной функции) F (k) = (k − 1/2) t иррациональный. Поэтому множество ({F (k)})k≥1 дроб-
ных долей последовательности F (k) = (k − 1/2) t плотно в отрезке [0, 1] (см., например, [9, за-
дача 16.60]). Следовательно, множество ({F (k)}π)k≥1 плотно в отрезке [0, π]. Имеем

2k − 1

2
πt = F (k)π = [F (k)]π + {F (k)}π,

и потому

cos
(2k − 1

2
πt
)

= cos(F (k)π) = (−1)[F (k)] cos ({F (k)}π) .

В силу монотонности (и непрерывности) функции косинус на отрезке [0, π] отсюда следует,

что множество
(∣

∣ cos
2k − 1

2
πt
∣

∣

)

k≥1
плотно в отрезке [0, 1]. Как следствие справедливо равен-

ство (1.5).
Лемма полностью доказана.

1.2. Оператор сдвига в пространстве Lp, 1 ≤ p < ∞

Обозначим через Pn множество функций вида

̺n(x) =
n
∑

k=1

akηk(x), ηk(x) = cos
2k − 1

2
πx (1.6)

с комплексными коэффициентами, которые мы будем называть полиномами (порядка n).
Пусть P =

⋃∞
n=1Pn есть множество всех полиномов. Позже мы увидим, что при любом

1 ≤ p ≤ ∞ множество P плотно в пространстве Lp, 1 ≤ p ≤ ∞; напомним, что под L∞

понимается пространство C[0, 1]0.
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Оператор сдвига Tt формулой (1.1) определен в пространстве L2, в частности на мно-
жестве P. Ниже будет доказано, что при любом 1 ≤ p ≤ ∞ оператор Tt продолжается по
непрерывности с множества P до линейного ограниченного оператора в пространстве Lp. Это
продолжение и называют оператором сдвига Tt в пространстве Lp. Для этого оператора спра-
ведливо следующее утверждение.

Теорема 1. Оператор сдвига Бесселя Tt, t ∈ [0, 1], является линейным ограниченным

оператором в пространстве Lp(0, 1), 1 ≤ p ≤ ∞, и

‖Tt‖Lp→Lp ≤ 1.

Более того, если t = 0 или t есть число иррациональное, то

‖Tt‖Lp→Lp = 1.

Теорема 1 содержится в теореме 3, приведенной и доказанной ниже в п. 1.2.2.

1.2.1. Пространства периодических функций, изоморфные пространствам Lp,

1 ≤ p ≤ ∞. Каждая из функций (0.4) четная относительно точки 0, нечетная относительно
точки 1 и 4-периодическая. Поэтому и функция f ∈ L2 формулой (0.5) определена не только
(почти всюду) на отрезке [0, 1], а на самом деле (почти всюду) на всей числовой прямой;
она 4-периодическая, четная (относительно точки 0) и нечетная относительно точки 1. Из
определения (1.1) видно, что функция Ttf обладает теми же свойствами.

Обозначим через Lp = Lp
4, 1 ≤ p < ∞, пространство (комплекснозначных, измеримых)

4-периодических, четных (относительно нуля), нечетных относительно точки 1 (а значит,
нечетных относительно всех нечетных точек 2k − 1, k ∈ Z) функций, у которых суммируе-
ма функция |f |p или, что то же самое, конечна норма

‖f‖Lp =

(

1

4

4
∫

0

|f(x)|p dx
)1/p

. (1.7)

Определим пространство C = C4 непрерывных 4-периодических функций на оси с подобны-
ми свойствами симметрии, наделенное равномерной нормой; это пространство будет иногда
обозначаться L∞. Пространства Lp и Lp при всех 1 ≤ p ≤ ∞ изометричны.

Система функций (0.4) лежит в пространстве Lp, 1 ≤ p ≤ ∞. Более того, как нетрудно
понять, тригонометрический ряд Фурье функций f ∈ Lp имеет вид

f ∼

∞
∑

k=1

fkηk(x), ηk(x) = cos
2k − 1

2
πx. (1.8)

Это есть следствие того факта, что коэффициенты Фурье функций f ∈ Lp по функциям
тригонометрической системы

{

cos
ℓπx

2

}∞

ℓ=0
,

{

sin
ℓπx

2

}∞

ℓ=1
,

отличным от (0.4), будут равны нулю. При p = 2 соотношение (1.8) превращается в равенство;
точнее, для функций f ∈ L2 ряд Фурье (1.8) сходится в пространстве L2, и имеет место
равенство

f(x) =

∞
∑

k=1

fkηk(x).

Оператор сдвига по системе функций (0.2), по крайней мере, для функций f ∈ L2 опреде-
лим той же самой формулой (1.1)

Ttf(x) =
∞
∑

k=1

fkηk(t)ηk(x) (1.9)
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и уже для всех x, t ∈ R. Для этого оператора имеет место формула умножения

(Ttηk)(x) = ηk(t)ηk(x), t, x ≥ 0. (1.10)

При всех t ∈ R оператор сдвига Tt есть линейный ограниченный оператор в пространстве L2

и для его нормы имеет место равенство (1.3), а значит, и утверждение леммы 1

‖Ttf‖2L2→L2 = sup
{
∣

∣

∣
cos

2k − 1

2
πt
∣

∣

∣
: k ≥ 1

}

≤ 1.

В пространстве Lp при p 6= 2 в основе построения оператора сдвига лежит опять же фор-
мула (1.9). Аккуратное построение и изучение оператора сдвига будут осуществлены ниже.

Пусть L p = L
p
4 , 1 ≤ p <∞, есть пространство измеримых 4-периодических функций f с

суммируемым на любом конечном отрезке с p-й степенью модулем функции |f |p, наделенное
стандартной интегральной нормой (1.7)

‖f‖L p =

(

1

4

4
∫

0

|f(x)|p dx
)1/p

.

Под L ∞ будем понимать пространство C = C4 непрерывных 4-периодических функций на
оси с равномерной нормой.

Лемма 2. Множество P полиномов (1.6) плотно в пространстве Lp при всех p,
1 ≤ p ≤ ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся двумя операторами

(Uϕ)(x) =
ϕ(x) + ϕ(−x)

2
, (V ϕ)(x) =

ϕ(x)− ϕ(2 − x)

2

в пространстве L p, 1 ≤ p ≤ ∞. Оператор U функции f ∈ L p, 1 ≤ p ≤ ∞, сопоставляет
ее четную (относительно нуля) компоненту. Оператор V функции f ∈ L p сопоставляет ее
компоненту, нечетную относительно точки 1. Суперпозиция V U = V ◦U операторов функции
ϕ ∈ L p сопоставляет функцию V Uϕ ∈ Lp. Оба оператора U, V имеют в L p единичную норму.

Согласно известной теореме Вейерштрасса для любой функции f ∈ L p и любого ǫ > 0
существует тригонометрический полином

ϑ(x) = ϑN (x) =
a0
2

+

N
∑

k=1

(

ak cos
kπ

2
x+ bk sin

kπ

2
x
)

такой, что ‖f − ϑ‖L p < ǫ.

Для полинома ϑ суперпозиция ̺ = V Uϑ есть полином из P (порядка n = [(N − 1)/2]).
Функцию f ∈ Lp оператор V U оставляет неподвижной: V Uf = f. Таким образом, справедливо
соотношение f − ̺ = V U(f − ϑ). Отсюда следует, что ‖f − ̺‖Lp ≤ ‖f − ϑ‖L p < ǫ.

Лемма доказана.

Как очевидное следствие леммы 2 справедливо следующее утверждение.

Следствие 1. Множество P полиномов (1.6) плотно в пространстве Lp на отрезке [0, 1]
при всех p, 1 ≤ p ≤ ∞.

Относительно сдвига Tt в пространствах Lp справедливо следующее утверждение.
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Теорема 2. Справедливы следующие утверждения.

(1) При любых t, t ≥ 0, и p, 1 ≤ p ≤ ∞, оператор сдвига (1.9) продолжается с множества

полиномов P по непрерывности до линейного ограниченного оператора в пространстве Lp;
этот оператор удобно обозначить тем же символом Tt.

(2) Для нормы оператора сдвига в пространствах Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, справедлива оценка

‖Tt‖Lp→Lp ≤ 1, (1.11)

причем

‖Tt‖Lp→Lp = 1 (1.12)

для t = 0 и иррациональных значений t ∈ (0, 1).

(3) Для оператора сдвига Tt в пространствах Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, при всех t имеет место

формула

Ttf(x) =
1

2

{

f(x+ t) + f(|x− t|)
}

. (1.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обсудим вначале свойства оператора (1.13) в пространстве Lp,
1 ≤ p ≤ ∞. Довольно очевидно, что если f ∈ Lp, то Ttf ∈ Lp при любом t и, более того,
‖Ttf‖Lp ≤ ‖f‖Lp . Так что оператор (1.13) ограничен в Lp, и для его нормы справедлива оцен-
ка (1.11).

Предположим, что f ∈ P или даже, более обще, f ∈ Lp и ее ряд Фурье (1.8) сходится к
ней в Lp:

f(x) =

∞
∑

k=1

fkηk(x), ηk(x) = cos
2k − 1

2
πx.

Применив к этому соотношению оператор (1.13), получаем

Ttf =

∞
∑

k=1

fk(Ttηk)(x), ηk(x) = cos
2k − 1

2
πx.

Как следствие формулы умножения (1.10) в рассматриваемой ситуации для оператора (1.13)
справедлива формула (1.9).

В частности, формула (1.9) справедлива для множества полиномов P. Согласно лемме 2
множество P полиномов плотно в пространстве Lp. Следовательно, оператор (1.9) продолжа-
ется с множества P на все пространство Lp единственным образом, причем с сохранением
нормы.

Формулы (1.10) влекут, что ‖Tt‖Lp→Lp ≥ |ηk(t)| при любом k ≥ 1. Следовательно,

‖Tt‖Lp→Lp ≥ A(t) = sup{|ηk(t)| : k ≥ 1}.

Воспользовавшись теперь утверждением леммы 1, получаем (1.12).

Теорема доказана.

1.2.2. Конструкция оператора сдвига в пространстве Lp, 1 ≤ p ≤ ∞. Обозначим
через I оператор, который функцию f ∈ Lp продолжает (с [0, 1]) до функции F = If ∈ Lp.
Следующее утверждение является одним из основных в данной работе.
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Теорема 3. Справедливы следующие два утверждения.

(1) При любых t, 0 ≤ t ≤ 1, и p, 1 ≤ p ≤ ∞, оператор сдвига (1.1) продолжается с

множества полиномов P по непрерывности до линейного ограниченного оператора в про-

странстве Lp; этот оператор удобно обозначить тем же символом Tt. Для оператора Tt
имеет место формула

Ttf = Tt(If), f ∈ Lp. (1.14)

(2) Для нормы оператора сдвига в пространствах Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, справедлива оценка

‖Tt‖Lp→Lp ≤ 1. (1.15)

Для t = 0 и иррациональных значений t ∈ (0, 1) имеет место равенство

‖Tt‖Lp→Lp = 1. (1.16)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу формул умножения (1.2) и (1.10) равенство (1.14) име-
ет место на функциях {ηk}k≥1, а значит, и на множестве P полиномов. Правая часть ра-
венства (1.14) есть линейный ограниченный оператор в пространстве Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, норма
которого согласно теореме 2 не превосходит 1.

Согласно следствию 1 множество P полиномов плотно в пространстве Lp при любом p,
1 ≤ p ≤ ∞. Следовательно, оператор Tt продолжается по непрерывности с P на простран-
ство Lp с сохранением нормы; в силу единственности такого продолжения для него имеет
место (1.14). Это соотношение влечет равенство норм операторов ||Tt‖Lp→Lp = ‖Tt‖Lp→Lp.
Применяя теперь теорему 2, получаем оставшуюся часть утверждений теоремы 3.

З а м е ч а н и е 1. В дополнение к утверждениям (1.15) и (1.16) отметим, что при
1 < p <∞ для рациональных значений параметра t ∈ (0, 1) имеет место строгое неравенство

‖Tt‖Lp→Lp < 1. (1.17)

В самом деле, при p = 2 неравенство (1.17) содержится в (1.4). При 1 < p < 2 и 2 < p < ∞
для обоснования (1.17) следует воспользоваться теоремой Рисса о выпуклости, см., например,
[10, гл. V, § 1, теорема 1.3], уже доказанным неравенством (1.17) при p = 2 и неравенством (1.15)
соответственно при p = 1 и p = ∞.

З а м е ч а н и е 2. Оператор (1.13) в пространстве L p, 1 ≤ p ≤ ∞, периодических функ-
ций является, очевидно, положительным. Доказанная же теорема 3 позволяет сделать вывод,
что оператор сдвига Tt не является положительным в пространствах Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, при
любом t ∈ (0, 1). В самом деле, рассмотрим на [0, 1) (неотрицательную) функцию ϕ(x) = x2.
Соответствующая функция ψ = Iϕ будет иметь следующие значения:

ψ(x) =

{

x2, x ∈ (−1, 1),
−(x− 2)2, x ∈ (1, 3).

Рассмотрим значения функции

(Ttϕ)(x) = (Ttψ)(x) =
1

2

{

ψ(x+ t) + ψ(|x − t|)
}

на интервале x ∈ (1− t, 1). Имеем 1 < x+ t < 2, |x− t| < 1. Поэтому

(Ttϕ)(x) =
1

2

{

(x− t)2 − (x+ t− 2)2
}

= 2(1 − t)(x− 1) < 0, x ∈ (1− t, 1).

Таким образом, действительно оператор сдвига Tt не является положительным при любом
t ∈ (0, 1). Построенная функция ϕ не принадлежит пространству C[0, 1]0. Однако при доста-
точно малом положительном δ функцию ϕ можно переопределить на отрезке [1 − δ, 1] до
функции ϕδ ∈ C[0, 1]0 такой, что ϕδ(x) > 0, x ∈ (0, 1), но Ttϕδ(x) < 0 на некотором интервале
из (1− t, 1).
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2. Неравенство Никольского между равномерной

и Lp-нормами полиномов на отрезке

2.1. Описание неравенств

Основная задача данного раздела состоит в изучении точного неравенства

‖̺n‖C[0,1] ≤M(n)p‖̺n‖Lp(0,1), ̺n ∈ Pn, (2.1)

на множестве Pn полиномов

̺n(x) =

n
∑

k=1

akηk(x), ηk(x) = cos
2k − 1

2
πx, x ∈ [0, 1]. (2.2)

Обратим внимание, что все функции (2.2) зануляются в точке x = 1: ̺n(1) = 0. В частности,
это влечет, что f(x) ≡ 1 6∈ Pn при любом n ∈ N.

Конечно, представляет интерес точное поточечное неравенство

|̺n(t)| ≤ D(n; t)p‖̺n‖Lp(0,1), ̺n ∈ Pn, (2.3)

для точек t ∈ [0, 1]. Наиболее важным для нас является частный случай неравенства (2.3) в
концевой точке t = 0:

|̺n(0)| ≤ D(n)p‖̺n‖Lp(0,1), ̺n ∈ Pn, (2.4)

в котором D(n)p = D(n; 0)p. Задачи отыскания наилучших констант в неравенствах (2.1), (2.3),
(2.4) являются задачами отыскания нормы линейного оператора (в (2.1)) и норм линейных
функционалов (в (2.3), (2.4)) на конечномерном пространстве, поэтому в этих трех задачах
существуют экстремальные полиномы, на которых эти неравенства (с наилучшими констан-
тами) обращаются в равенства. Исследование таких неравенств — весьма распространенная
задача математики, в частности, см. [11].

2.2. Один из основных результатов работы

Одним из основных в данной работе авторы считают следующее утверждение.

Теорема 4. При 1 ≤ p <∞, n ≥ 1 справедливы следующие утверждения.

(1) Наилучшие константы в неравенствах (2.1) и (2.4) совпадают:

M(n)p = D(n)p. (2.5)

(2) Многочлен ̺∗n, экстремальный в неравенстве (2.4), достигает равномерной нормы в

точке 0 и является экстремальным и в неравенстве (2.1).

В обосновании теоремы будет использоваться оператор сдвига Tt. Впервые авторы при-
менили соответствующий оператор (обобщенного) сдвига в исследовании неравенства разных
метрик типа (2.1) в работе [12], затем такой метод использовался в ряде других работ авторов
и с участием авторов (см. [6; 13–15]).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4. Неравенство D(n)p ≤ M(n)p для наилучших кон-
стант в неравенствах (2.1) и (2.4) очевидно. Докажем обратное неравенство. Воспользуемся
оператором сдвига (1.1). Пусть f ∈ Pn и равномерная норма f достигается в некоторой точке
t ∈ [0, 1]. Из определения (1.1) видно, что функция g(x) = (Ttf)(x) также является полино-
мом порядка n и обладает свойством g(0) = f(t). Применяя неравенство (2.4) и теорему 1,
получаем

‖f‖C = |f(t)| = |g(0)| ≤ D(n)p‖g‖Lp ≤ D(n)p‖f‖Lp .
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В силу произвольности f ∈ Pn отсюда следует неравенство M(n)p ≤ D(n)p. Равенство (2.5)
проверено.

Докажем второе утверждение теоремы. Пусть ̺∗n — экстремальный полином неравен-
ства (2.4). Имеем D(n)p ‖̺∗n‖Lp = |̺∗n(0)| ≤ ‖̺∗n‖C ≤ M(n)p ‖̺∗n‖Lp . Отсюда с учетом равен-
ства (2.5) следует, что полином ̺∗n является экстремальным в неравенстве (2.1) и имеет место
равенство ‖̺∗n‖C = |̺∗n(0)|.

Теорема доказана.

2.3. О неравенствах (2.1) и (2.4) для двух конкретных значений

параметра p

2.3.1. Случай p = 2. Как следствие (0.5) на множестве Pn имеет место формула Кри-
стофеля— Дарбу

̺n(x) =

1
∫

0

Kn(x, u)̺n(u)du, Kn(x, u) = 2
n
∑

ℓ=1

ηℓ(x)ηℓ(u). (2.6)

В точке x = 0 эта формула принимает вид

̺n(0) =

1
∫

0

Kn(u)̺n(u)du,

здесь (см., например, [16, отдел 6, § 3, задача 16])

Kn(u) = Kn(0, u) = 2

n
∑

ℓ=1

ηℓ(u) = 2

n
∑

ℓ=1

cos
2ℓ− 1

2
πx =

sin 2nθ

sin θ
, θ =

πx

2
.

Применяя неравенство Коши— Буняковского, получаем

|̺n(0)| ≤ ‖Kn‖L2‖̺n‖L2 , ̺n ∈ P.

Последнее неравенство точное и обращается в равенство лишь на полиномах ̺∗n = cKn, c ∈ C.
В силу равенства Парсеваля (0.6) имеем ‖Kn‖2L2 = 2n. Таким образом, при p = 2 наилучшие
константы в неравенствах (2.1) и (2.4) имеют следующие значения:

M(n)2 = D(n)2 =
√
2n.

2.3.2. Случай p = 1. При p = 1 нами будут даны здесь лишь двусторонние оценки наи-
лучших констант в неравенствах (2.1) и (2.4), причем достаточно грубые. Их полезно сравнить
с результатами о наилучшей константе в (C,L)-неравенстве Никольского для классической
тригонометрической системы (см. работы [17–23] и приведенную в них библиографию).

Оценка сверху. Представление (2.6) влечет оценку |̺n(x)| ≤ 2n

∫ 1

0
|̺n(u)|du. Это дает оцен-

ку сверху
M(n)1 = D(n)1 ≤ 2n. (2.7)

Оценка снизу. Будем исходить из классического ядра Фейера порядка 2n

F2n(θ) =
2n+ 1

2
+

2n
∑

k=1

(2n+ 1− k) cos kθ; (2.8)

оно неотрицательное (см., например, [16, отдел 6, § 3, задача 18]). Исходя из этого ядра, опре-
делим тригонометрический полином (порядка 2n)

Φ2n(θ) = ΥF2n(θ), где Υf(θ) = (f(θ)− f(π − θ))/2. (2.9)
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Имеем Υcos kθ = (cos kθ − cos k(π − θ))/2 =
(

(1− (−1)k) cos kθ
)

/2. Следовательно,

Φ2n(θ) =

n−1
∑

k=0

(2n+ 1− (2k + 1)) cos(2k + 1)θ = 2

n−1
∑

k=0

(n− k) cos(2k + 1)θ.

Сейчас видно, что функция

ϕn(x) = Φ2n(θ), θ =
πx

2
,

имеет вид (2.2), т. е. ϕn ∈ Pn.

Для этого полинома имеем ϕn(0) = Φ2n(0) = 2
n−1
∑

k=0

(n− k) = n(n+ 1). Оценим норму ‖ϕn‖L
сверху:

‖ϕn‖L =

1
∫

0

|ϕn(x)|dx =
[

x =
2θ

π

]

=
2

π

π/2
∫

0

|Φ2n(θ)|dθ =
1

2π

2π
∫

0

|Φ2n(θ)|dθ.

Определение (2.9) и представление (2.8) влекут

1

2π

2π
∫

0

|Φ2n(θ)|dθ ≤
1

2π

2π
∫

0

|F2n(θ)|dθ ≤
2n+ 1

2
.

Следовательно,

‖ϕn‖L ≤ 2n+ 1

2
. (2.10)

В силу (2.10) имеем для константы D(n)1 в (2.4) оценку снизу

D(n)1 ≥
2n(n+ 1)

2n+ 1
. (2.11)

Объединяя (2.7) и (2.11), получаем двусторонние оценки

2n(n+ 1)

2n + 1
≤M(n)1 = D(n)1 ≤ 2n. (2.12)

Оценки (2.12) являются довольно далекими. Авторы предполагают в ближайшее время
исследовать неравенства (2.1), (2.4) более обстоятельно.

Благодарность. Авторы выражают благодарность рецензенту статьи, который внима-
тельно прочитал рукопись и сделал ряд полезных замечаний.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Ватсон Г.Н. Теория бесселевых функций. Часть первая. М.: ИЛ, 1949. 798 с.

2. Бейтмен Г., Эрдейи А.И. Высшие трансцендентные функции. Т. 2: Функции Бесселя. М.: Наука,
1966. 295 с.

3. Владимиров В.С. Уравнения математической физики. М.: Наука, 1981. 512 с.

4. Бабенко А.Г. Точное неравенство Джексона — Стечкина в пространстве L2(Rm) // Тр. Ин-та
математики и механики УрО РАН. 1998. Т. 5. С. 183–198.

5. Абилов В.А., Абилова Ф.В., Керимов М.К. Некоторые вопросы приближения функций сум-
мами Фурье — Бесселя // Журн. вычисл. математики и мат. физики. 2013. Т. 53, № 7. С. 1051–1057.
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