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СПЕКТР ОДНОМЕРНЫХ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ
ДВУХФАЗНЫХ СЛОИСТЫХ СРЕД С ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СТРУКТУРОЙ1

В.В.Шумилова

В работе исследуется спектр одномерных собственных колебаний вдоль оси Ox1 двухфазных слои-
стых сред с периодической структурой, занимающих полосу 0 < x1 < L. Их периодом является полоса
0 < x1 < ε, содержащая 2M чередующихся слоев изотропного упругого или вязкоупругого материа-
ла (первой фазы) и вязкой несжимаемой жидкости (второй фазы). Предполагается, что число периодов
N = L/ε — целое число, а слои параллельны плоскости Ox2x3. Указанный спектр обозначается через Sε

и определяется как множество собственных значений краевой задачи для однородной системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений с условиями сопряжения на границах раздела твердых и жидких
слоев. Эти условия непосредственно выводятся из исходного предположения о непрерывности переме-
щений и нормальных напряжений на границах раздела слоев. Показано, что спектр Sε состоит из кор-
ней трансцендентных уравнений, число которых равно числу периодов N , содержащихся внутри полосы
0 < x1 < L. За исключением одного частного случая, корни этих уравнений могут быть найдены только
численно. Для многослойных сред при N ≫ 1 в качестве начальных приближений к точкам спектра Sε

предложено использовать конечные пределы последовательностей λ(ε) ∈ Sε при ε → 0. Установлено, что
множество всех конечных пределов совпадает с множеством корней рациональных уравнений, обознача-
емым через S. Коэффициенты этих уравнений, а значит, и точки множества S зависят от объемной доли
жидкости в слоистой среде и не зависят от числа M жидких слоев внутри периода. Доказано, что при
любом M ≥ 1 спектр Sε сходится по Хаусдорфу к множеству S при ε → 0.

Ключевые слова: спектр собственных колебаний, слоистая среда, двухфазная среда, упругий материал,
вязкоупругий материал, вязкая несжимаемая жидкость.

V. V. Shumilova. The spectrum of one-dimensional eigenoscillations of two-phase layered media

with periodic structure.

We study the spectrum of one-dimensional eigenoscillations along the Ox1 axis of two-phase layered media
with periodic structure occupying the band 0 < x1 < L. The period of the media is a band 0 < x1 < ε
composed of 2M alternating layers of an isotropic elastic or viscoelastic material (the first phase) and a viscous
incompressible fluid (the second phase). It is assumed that the number of periods N = L/ε is an integer, and the
layers are parallel to the Ox2x3 plane. The spectrum is denoted by Sε and is defined as the set of eigenvalues
of a boundary value problem for a homogeneous system of ordinary differential equations with conjugation
conditions at the interfaces between the solid and fluid layers. These conditions are derived directly from the
initial assumption on the continuity of displacements and normal stresses at the interfaces between the layers. It
is shown that the spectrum Sε consists of the roots of transcendental equations, the number of which is equal to
the number of periods N contained within the band 0 < x1 < L. The roots of these equations can only be found
numerically, except for one particular case. In the case of multi-layered media with N ≫ 1, the finite limits of
the sequences λ(ε) ∈ Sε as ε → 0 are proposed to be used as initial approximations. It is established that the
set of all finite limits coincides with the set of roots of rational equations, denoted by S. The coefficients of
these equations, and hence the points of the set S depend on the volume fraction of the fluid within the layered
medium and do not depend on the number M of the fluid layers within the period. It is proved that for any
M ≥ 1 the spectrum Sε converges in the sense of Hausdorff to the set S as ε → 0.
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Введение

Исследование динамического поведения микронеоднородных двухфазных сред, состоящих
из твердого материала и жидкости, относится к числу основных направлений механики гетеро-

1Работа выполнена по теме государственного задания (номер госрегистрации АААА-А20-
120011690138-6) .
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генных сред. При построении математических моделей, описывающих колебания таких сред,
часто используется предположение о периодичности чередования их фаз. Благодаря этому
предположению изучение спектра собственных колебаний двухфазных сред можно свести к
спектральному анализу краевых задач для однородных систем дифференциальных уравнений,
коэффициенты которых — периодические быстро осциллирующие функции. Исследованию
спектров краевых задач, возникающих при изучении различных задач механики микронеод-
нородных сред, посвящены работы [1–9].

При изучении поведения двухфазных сред, состоящих из твердого материала и вязкой
жидкости, большой интерес вызывает тот факт, что их динамические характеристики могут
качественно отличаться от динамических характеристик твердого матерала даже в том случае,
когда доля жидкости очень мала. Так, например, в работе [10] было обнаружено явление
исчезновения собственных частот колебаний при попадании в поры мраморного стержня очень
малого количества вазелинового масла.

Из всевозможных моделей двухфазных сред следует отдельно выделить слоистые среды,
состоящие из чередующихся плоских слоев двух изотропных компонент, например, изотроп-
ного твердого материала и вязкой жидкости. При подходящем выборе декартовой системы
координат динамические свойства слоистых сред зависят только от одной пространственной
переменной и времени. Очевидно, что это позволяет более тщательно и всесторонне иссле-
довать динамические процессы, происходящие в слоистых средах, по сравнению с другими
моделями двухфазных сред (см., например, [11–16]). В частности, в работе [14] именно на
примере слоистой среды, состоящей из твердого материала и вязкой сжимаемой жидкости,
было дано возможное теоретическое обоснование упомянутого выше явления исчезновения
собственных частот колебаний.

Исследованию спектра Sε одномерных собственных колебаний слоистых сред, имеющих
ε-периодическую структуру и состоящих из изотропного твердого материала и вязкой жидко-
сти, посвящены работы [14–16]. В этих работах предполагалось, что период среды содержит
один жидкий слой толщины εh, где ε — толщина периода, а 0 < h < 1. На основе матричного
подхода были выведены трансцендентные уравнения, из корней которых состоит спектр Sε,
а также исследовано асимптотическое поведение точек спектра при ε → 0. Было также доказа-
но, что в случае вязкой несжимаемой жидкости имеет место сходимость по Хаусдорфу Sε → S
при ε → 0, где S — спектр одномерных собственных колебаний соответствующей усредненной
(эффективной) среды. Следует напомнить, что согласно определению эта сходимость означает
выполнение двух условий [2, с. 65]: 1) для любого s ∈ S найдется последовательность sε ∈ Sε

такая, что sε → s при ε → 0; 2) если sε ∈ Sε и sε → s < ∞ при ε → 0, то s ∈ S. Целью данной
работы — распространение результатов перечисленных работ на более общий случай, когда
период содержит M жидких слоев произвольной конечной толщины.

1. Математическое описание двухфазной слоистой среды

Пусть Ω = (0, L)3 — ограниченная область в пространстве R
3, заполненная двухфазной

средой с ε-периодической структурой (0 < ε < L). Периодом этой среды является полоса
Yε = (0, ε) × (0, L)2, состоящая из 2M взаимно чередующихся слоев изотропного твердого
материала и вязкой несжимаемой жидкости. Дополнительно предполагаем, что слои парал-
лельны плоскости Ox2x3, а область Ω содержит целое число N периодов. Последнее означает,
что L = Nε, и, следовательно, общее число слоев, содержащихся в Ω, равно 2MN .

Для более ясного представления о геометрическом положении твердых и жидких слоев
внутри Ω введем обозначения

I1ε =
N−1
⋃

n=0

M−1
⋃

m=0

(εn + εh2m, εn + εh2m+1),
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I2ε =

N−1
⋃

n=0

M−1
⋃

m=0

(εn + εh2m+1, εn + εh2m+2),

0 = h0 < h1 < h2 < . . . < h2M = 1,

и в дальнейшем считаем, что множество Ω1ε = I1ε × (0, L)2 занято первой (твердой) фазой, а
множество Ω2ε = I2ε × (0, L)2 — второй (жидкой) фазой. Суммарную объемную долю жидкой
фазы внутри Ω обозначим через h, т. е.

h =
|Ω2ε|
L3

=
Nε

L

M−1
∑

m=0

(h2m+2 − h2m+1) =

M−1
∑

m=0

(h2m+2 − h2m+1).

Определяющие соотношения, связывающие компоненты тензоров напряжений и малых
деформаций в твердой фазе, имеют вид

σε
ij = aijkhekh(u

ε) + bijkhekh

(∂uε

∂t

)

− dijkh(t) ∗ ekh(uε), x ∈ Ω1ε. (1.1)

Здесь uε(x, t) — вектор перемещений; σε — тензор напряжений; e(uε) — тензор малых дефор-
маций; символ “∗” обозначает операцию свертки по переменной t; a, b и d(t) — тензоры модулей
упругости, коэффициентов вязкости и регулярных частей ядер релаксации соответственно,

ekh(u
ε) = exkh(u

ε) =
1

2

(∂uεk
∂xh

+
∂uεh
∂xk

)

, g1(t) ∗ g2(t) =
t
∫

0

g1(t− s)g2(s) ds.

Отметим, что в (1.1), как и везде ниже, предполагается суммирование по повторяющимся
индексам, а индексы i, j, k, h, если не оговорено противное, принимают значения от 1 до 3.

Тензор a является положительно определенным, и его компоненты заданы в виде

aijkh = λ0δijδkh + µ0(δikδjh + δihδjk),

где λ0 и µ0 — параметры Ламе, а δij — символ Кронекера.
Что касается тензоров b и d(t), то мы будем рассматривать следующие четыре случая:

1) b = 0, d(t) ≡ 0; 2) b 6= 0, d(t) ≡ 0; 3) b = 0, d(t) 6≡ 0; 4) b 6= 0, d(t) 6≡ 0.
В первом случае твердая фаза состоит из упругого материала, а в остальных случаях — из
вязкоупругого материала. В частности, второй случай соответствует вязкоупругому материалу
Кельвина — Фойгта.

В дальнейшем предполагается, что если b 6= 0, то тензор b является положительно опреде-
ленным и

bijkh = ζ0δijδkh + η0(δikδjh + δihδjk),

где ζ0 and η0 — коэффициенты вязкости, а если d(t) 6≡ 0, то

dijkh(t) =
(

G1(t)−
1

3
G(t)

)

δijδkh +
1

2
G(t)(δikδjh + δihδjk),

где G(t) и G1(t) — регулярные части ядер сдвиговой и объемной релаксации [17, гл. 1, § 2],
удовлетворяющие условиям

G1(t) = k1G(t), G(t) =
N
∑

n=1

vne
−γnt,

N
∑

n=1

vn
γn

≤ K1,

k1 ∈ R
+ ∪ {0}, vn, γn ∈ R

+, γi 6= γj при i 6= j,

K1 = 2µ0 при k1 = 0, K1 = min
{

2µ0,
3λ0 + 2µ0

3k1

}

при k1 > 0.
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Определяющие соотношения в жидкой фазе имеют вид

σε
ij = −pεδij + 2ηeij

(∂uε

∂t

)

, x ∈ Ω2ε,

где pε(x, t) — давление в жидкости, а η — динамический коэффициент вязкости жидкости.
Математическая модель, описывающая колебания слоистой среды в области Ω, имеет вид

ρs
∂2uεi
∂t2

=
∂σε

ij

∂xj
+ fi(x, t), x ∈ Ωsε, s = 1, 2,

div
∂uε

∂t
= 0, x ∈ Ω2ε, [uε]|Γε

= 0, [σε
i1]|Γε

= 0,

uε(x, t)|∂Ω = 0, uε(x, 0) =
∂uε

∂t
(x, 0) = 0.

(1.2)

Здесь ρs = const > 0 — плотность s-й фазы, f(x, t) — вектор объемной силы, а квадратные
скобки [·]|Γε

обозначают скачок заключенной в них величины при переходе через границы
слоев Γε = ∂Ω1ε ∩ ∂Ω2ε.

2. Спектр одномерных собственных колебаний вдоль оси Ox1

Начиная с этого момента, мы считаем, что слоистая среда занимает неограниченную по-
лосу 0 < x1 < L, а колебания распространяются вдоль оси Ox1, т. е. перпендикулярно слоям.
Для таких колебаний uε(x, t) = (uε1(x1, t), 0, 0), pε(x, t) = pε(x1, t) и f(x, t) = (f1(x1, t), 0, 0).
Следовательно, задача (1.2) принимает вид

ρ1
∂2uε1
∂t2

= a1
∂2uε1
∂x21

+ b1
∂3uε1
∂x21∂t

−G2(t) ∗
∂2uε1
∂x21

+ f1(x1, t), x1 ∈ I1ε,

ρ2
∂2uε1
∂t2

= −∂pε

∂x1
+ f1(x1, t),

∂2uε1
∂x1∂t

= 0, x1 ∈ I2ε,

uε1(εn+ εhk − 0, t) = uε1(εn+ εhk + 0, t), n+ k 6= 0,

(

a1
∂uε1
∂x1

+ b1
∂2uε1
∂x1∂t

−G2(t) ∗
∂uε1
∂x1

)∣

∣

∣

x1=εn+εh2m+0
= −pε(εn + εh2m − 0, t), n+m 6= 0,

(

a1
∂uε1
∂x1

+ b1
∂2uε1
∂x1∂t

−G2(t) ∗
∂uε1
∂x1

)∣

∣

∣

x1=εn+εh2m+1−0
= −pε(εn + εh2m+1 + 0, t),

uε1(0, t) = uε1(L, t) = 0, t > 0; uε1(x1, 0) =
∂uε1
∂t

(x1, 0) = 0, x1 ∈ (0, L),

n = 0, . . . , N − 1; k = 0, . . . , 2M − 1; m = 0, . . . ,M − 1,

где a1 = a1111 = λ0 + 2µ0, b1 = b1111 = ζ0 + 2η0, G2(t) = d1111(t) = (k1 + 2/3)G(t).
Применяя преобразование Лапласа по времени uε1(x1, t) → uε1λ(x1), p

ε(x1, t) → pελ(x1), за-
пишем последнюю задачу при f1(x1, t) ≡ 0 в изображениях Лапласа:

Aλ
d2uε1λ
dx21

− ρ1λ
2uε1λ = 0, x1 ∈ I1ε, (2.1)

dpελ
dx1

+ ρ2λ
2uε1λ = 0,

duε1λ
dx1

= 0, x1 ∈ I2ε, (2.2)

uε1λ(εn + εhk − 0) = uε1λ(εn+ εhk + 0), n+ k 6= 0, (2.3)

Aλ
duε1λ
dx1

(εn+ εh2m + 0) = −pελ(εn+ εh2m − 0), n+m 6= 0, (2.4)
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Aλ
duε1λ
dx1

(εn + εh2m+1 − 0) = −pελ(εn + εh2m+1 + 0), (2.5)

uε1λ(0) = uε1λ(L) = 0, n = 0, . . . , N − 1, k = 0, . . . , 2M − 1, m = 0, . . . ,M − 1, (2.6)

где

Aλ = a1 + b1λ−R
(

k1 +
2

3

)

N
∑

n=1

vn
λ+ γn

.

Здесь мы полагаем b1 = 0 при b = 0, R = 0 при d(t) ≡ 0 и R = 1 при d(t) 6≡ 0.
В дальнейшем λ рассматривается в качестве спектрального параметра, а под спектром

одномерных собственных колебаний среды вдоль оси Ox1 понимается множество собственных
значений задачи (2.1)–(2.6), т. е. множество Sε всех комплексных значений λ, при которых она
имеет нетривиальные решения uε1λ(x1) и pελ(x1).

Чтобы описать множество Sε, мы сначала найдем квадратную матрицу P ε
λ такую, что

(

uε1λ(ε+ nε− 0)

−pελ(ε+ nε− 0)

)

= P ε
λ





uε1λ(nε+ 0)

Aλ
duε1λ
dx1

(nε+ 0)



 , n = 0, . . . , N − 1.

Отметим, что в силу периодичности по x1 матрица P ε
λ не зависит от n. Следовательно,

нам достаточно ее найти при n = 0. Для этого выпишем общие решения дифференциальных
уравнений (2.1) и (2.2) на интервале (0, ε):

uε1λ(x1) = C
(1)
λme−Bλx1 + C

(2)
λmeBλx1 , x1 ∈ (εh2m, εh2m+1),

uε1λ(x1) = C
(3)
λm, pελ(x1) = −ρ2λ

2C
(3)
λmx1 + C

(4)
λm, x1 ∈ (εh2m+1, εh2m+2),

где Bλ = λ
√

ρ1/Aλ и m = 0, . . . ,M − 1.
Нетрудно убедиться, что

C
(1)
λm =

exp(εBλh2m)

2Bλ

(

Bλu
ε
1λ(εh2m + 0)− duε1λ

dx1
(εh2m + 0)

)

,

C
(2)
λm =

exp(−εBλh2m)

2Bλ

(

Bλu
ε
1λ(εh2m + 0) +

duε1λ
dx1

(εh2m + 0)
)

,

C
(4)
λm = pελ(εh2m+1 + 0) + εh2m+1ρ2λ

2C
(3)
λm,

поэтому

uε1λ(x1) =
exp(Bλ(−x1 + εh2m))

2Bλ

(

Bλu
ε
1λ(εh2m + 0)− duε1λ

dx1
(εh2m + 0)

)

+
exp(Bλ(x1 − εh2m))

2Bλ

(

Bλu
ε
1λ(εh2m + 0) +

duε1λ
dx1

(εh2m + 0)
)

при x1 ∈ (εh2m, εh2m+1) и

uε1λ(x1) = C
(3)
λm, pελ(x1) = −ρ2λ

2C
(3)
λmx1 + εh2m+1ρ2λ

2C
(3)
λm + pελ(εh2m+1 + 0)

при x1 ∈ (εh2m+1, εh2m+2). Отсюда следует, что





uε1λ(εh2m+1 − 0)

Aλ
duε1λ
dx1

(εh2m+1 − 0)



 = P 1ε
λm





uε1λ(εh2m + 0)

Aλ
duε1λ
dx1

(εh2m + 0)



 , m = 0, . . . ,M − 1, (2.7)

(

uε1λ(εh2m+2 − 0)

−pελ(εh2m+2 − 0)

)

= P 2ε
λm

(

uε1λ(εh2m+1 + 0)

−pελ(εh2m+1 + 0)

)

, m = 0, . . . ,M − 1, (2.8)
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где

(P 1ε
λm)11 = (P 1ε

λm)22 = cosh(εBλd1m), (P 1ε
λm)12 =

sinh(εBλd1m)

λ
√
ρ1Aλ

,

(P 1ε
λm)21 = λ

√

ρ1Aλ sinh(εBλd1m), (P 2ε
λm)11 = (P 2ε

λm)22 = 1, (P 2ε
λm)12 = 0,

(P 2ε
λm)21 = ελ2ρ2d2m, d1m = h2m+1 − h2m, d2m = h2m+2 − h2m+1.

Учитывая условия (2.3)–(2.5) на границах раздела слоев, из (2.7) и (2.8) получаем

(

uε1λ(εh2m+2 − 0)

−pελ(εh2m+2 − 0)

)

= P ε
λm





uε1λ(εh2m + 0)

Aλ
duε1λ
dx1

(εh2m + 0)



 , m = 0, . . . ,M − 1, (2.9)

где P ε
λm = P 2ε

λm · P 1ε
λm. Вычисляя элементы матрицы P ε

λm, находим

(P ε
λm)11 = cosh(εBλd1m), (P ε

λm)12 =
sinh(εBλd1m)

λ
√
ρ1Aλ

, (2.10)

(P ε
λm)21 = ελ2ρ2d2m cosh(εBλd1m) + λ

√

ρ1Aλ sinh(εBλd1m), (2.11)

(P ε
λm)22 = cosh(εBλd1m) +

ελρ2d2m√
ρ1Aλ

sinh(εBλd1m). (2.12)

Последовательное применение (2.9) при m = M − 1, . . . , 1, 0 приводит к соотношению

(

uε1λ(ε− 0)

−pελ(ε− 0)

)

= P ε
λ(M−1) · . . . · P ε

λ1 · P ε
λ0





uε1λ(+0)

A1λ
duε1λ
dx

(+0)



 ,

которое означает, что P ε
λ = P ε

λ(M−1) · . . . ·P ε
λ1 ·P ε

λ0. Вычисляя элементы матрицы P ε
λ , получаем

(P ε
λ)ij =

2
∑

j1=1

(P ε
λ1)ij1(P

ε
λ0)j1j

при M = 2 и

(P ε
λ)ij =

2
∑

jM−1=1

. . .

2
∑

j2=1

2
∑

j1=1

(P ε
λ(M−1))ijM−1

(P ε
λ(M−2))jM−1jM−2

. . . (P ε
λ1)j2j1(P

ε
λ0)j1j

при M ≥ 3.
Так как по нашему предположению полоса 0 < x1 < L содержит ровно N периодов и

uε1λ(lε− 0) = uε1λ(lε+ 0), A1λ
duε1λ
dx1

(lε+ 0) = −pελ(lε− 0), l = 1, . . . , N − 1,

то мы приходим к матричному равенству

(

uε1λ(L− 0)

−pελ(L− 0)

)

= (P ε
λ)

N





uε1λ(+0)

A1λ
duε1λ
dx

(+0)



 ,

которое в силу граничных условий (2.6) принимает вид

(

0

−pελ(L− 0)

)

= (P ε
λ)

N





0

A1λ
duε1λ
dx

(+0)



 .
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Отсюда мы видим, что точками спектра Sε являются корни уравнения

(P ε
λ)

N
12 = 0. (2.13)

Нетрудно проверить, что

detP 1ε
λm = detP 2ε

λm = detP ε
λm = detP ε

λ = 1, m = 0, . . . ,M − 1,

поэтому, используя те же рассуждения, что и в [18, с. 224, 225], мы можем показать, что (2.13)
разбивается на N уравнений

(P ε
λ)12 = 0, (P ε

λ)11 + (P ε
λ)22 = 2cos

πk

N
, k = 1, . . . , N − 1.

Резюмируя полученные в данном разделе результаты, мы приходим к следующей теореме.

Теорема 1. Если M = 1, то спектр Sε состоит из корней уравнений

1

λ
sinh

(

ε(1− h)Bλ

)

= 0, (2.14)

cosh
(

ε(1 − h)Bλ

)

+
ελρ2h

2
√
ρ1Aλ

sinh
(

ε(1− h)Bλ

)

= cos
πk

N
, k = 1, . . . , N − 1, (2.15)

а если M ≥ 2, то он состоит из корней уравнений

2
∑

j1=1

. . .

2
∑

jM−1=1

M
∏

m=1

(P ε
λ(M−m))jM−m+1jM−m

= 0, jM = 1, j0 = 2, (2.16)

2
∑

i1=1

. . .

2
∑

iM−1=1

M
∏

m=1

(P ε
λ(M−m))iM−m+1iM−m

+

2
∑

j1=1

. . .

2
∑

jM−1=1

M
∏

m=1

(P ε
λ(M−m))jM−m+1jM−m

= 2cos
πk

N
, k = 1, . . . , N − 1, i0 = iM = 1, j0 = jM = 2,

(2.17)

где элементы матриц P ε
λm заданы формулами (2.10)–(2.12).

Заметим, что корни трансцендентного уравнения (2.14) можно легко найти численно, а в
случае d(t) ≡ 0 даже выписать в явном виде. Действительно, нетрудно проверить, что они
совпадают с корнями рациональных уравнений

ε2ρ1(1− h)2λ2 + π2l2b1λ+ π2l2a1 = π2l2
(

k1 +
2

3

)

N
∑

n=1

vn
λ+ γn

, l = 1, 2, . . . ,

которые, в свою очередь, равносильны алгебраическим уравнениям степени N+2. В частности,
если d(t) ≡ 0, то корни уравнения (2.14) имеют вид

λ1l,2l =
π2l2

2ε2ρ1(1− h)2

(

− b1 ±
√

b21 −
4ε2a1ρ1(1− h)2

π2l2

)

, l = 1, 2, . . . ,

а если еще дополнительно b = 0, то

λ1l,2l = ± iπl

ε(1− h)

√

a1
ρ1

, i2 = −1, l = 1, 2, . . . .
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3. Асимптотическое поведение точек спектра при ε → 0

В отличие от уравнения (2.14), для трансцендентных уравнений (2.15)–(2.17) не представ-
ляется возможным найти равносильные им рациональные уравнения, в том числе для отдель-
ных частных случаев. Кроме того, непосредственный анализ и локализация их корней также
являются чрезвычайно трудоемкой и затруднительной задачей. В этой связи при численном
решении этих уравнений, например, с помощью принципа аргумента, возникает проблема вы-
бора начальных приближений. Для многослойных сред при N ≫ 1 наиболее естественными
претендентами на эту роль выглядят конечные пределы последовательностей корней выше-
упомянутых уравнений при ε → 0. Таким образом, нашей следующей целью является описание
множества всех конечных пределов последовательностей λ(ε) ∈ Sε при ε → 0.

Воспользовавшись разложениями

cosh(εBλd1m) =
∞
∑

n=0

ε2n(Bλd1m)2n

(2n)!
, sinh(εBλd1m) =

∞
∑

n=0

ε2n+1(Bλd1m)2n+1

(2n+ 1)!
,

представим элементы матриц P ε
λm в виде

(P ε
λm)11 = 1 +

ε2

2
B2

λd
2
1m + ε4Q1ε

λm, (P ε
λm)12 =

εBλd1m
λ
√
ρ1Aλ

+ ε3Q2ε
λm, (3.1)

(P ε
λm)21 = ελ

(

λρ2d2m +Bλd1m
√

ρ1Aλ

)

+ ε3Q3ε
λm, (3.2)

(P ε
λm)22 = 1 +

ε2

2

(

B2
λd

2
1m +

2λρ2Bλd1md2m√
ρ1Aλ

)

+ ε4Q4ε
λm, (3.3)

где мы обозначили

Q1ε
λm =

∞
∑

n=2

ε2n−4(Bλd1m)2n

(2n)!
, Q2ε

λm =
1

λ
√
ρ1Aλ

∞
∑

n=1

ε2n−2(Bλd1m)2n+1

(2n+ 1)!
,

Q3ε
λm = λ

∞
∑

n=1

(

λρ2d2m +
Bλd1m

√
ρ1Aλ

2n+ 1

)

ε2n−2(Bλd1m)2n

(2n)!
,

Q4ε
λm =

∞
∑

n=2

ε2n−4(Bλd1m)2n

(2n)!
+

λρ2d2m√
ρ1Aλ

∞
∑

n=1

ε2n−2(Bλd1m)2n+1

(2n + 1)!
.

Подставляя (3.1)–(3.3) в (2.16) и полагая i = 1, j = 2, нетрудно показать, что

(P ε
λ)12 =

ε

λ

M−1
∑

m=0

Bλd1m√
ρ1Aλ

+ ε3P ε
1λ,

где limε→0 P
ε
1λ < ∞, если limε→0 λ(ε) < ∞. Отсюда следует, что после деления на ε уравне-

ние (2.16) принимает вид
1− h

Aλ
+ ε2P ε

1λ = 0,

где мы учли, что
M−1
∑

m=0

d1m = 1− h,
Bλ√
ρ1Aλ

=
λ

Aλ
.

Перейдем здесь к пределу при ε → 0, считая, что последовательность корней λ(ε) ограни-
чена и λ(ε) → λ1. Тогда λ1 есть корень уравнения 1/Aλ = 0, что невозможно. Это означает, что
не существует конечных пределов последовательностей корней уравнения (2.16) при ε → 0.
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Далее, подставляя (3.1)–(3.3) в (2.17) и полагая сначала i = j = 1, а затем i = j = 2,
получаем

(P ε
λ)11 = 1 +

ε2B2
λ

2

M−1
∑

m=0

d21m +
ε2Bλ√
ρ1Aλ

M−2
∑

m=0

M−1
∑

n=m+1

(

λρ2d2m +Bλd1m
√

ρ1Aλ

)

d1n + ε4P ε
2λ,

(P ε
λ)22 = 1 +

ε2

2

M−1
∑

m=0

(

B2
λd

2
1m +

2λρ2Bλd1md2m√
ρ1Aλ

)

+
ε2Bλ√
ρ1Aλ

M−2
∑

m=0

M−1
∑

n=m+1

d1m

(

λρ2d2n +Bλd1n
√

ρ1Aλ

)

+ ε4P ε
3λ,

где limε→0 P
ε
2λ < ∞ и limε→0 P

ε
3λ < ∞, если limε→0 λ(ε) < ∞. Тогда

(P ε
λ)11 + (P ε

λ)22 = 2 + ε2B2
λ

(

M−1
∑

m=0

d21m + 2

M−2
∑

m=0

M−1
∑

n=m+1

d1md1n

)

+
ε2λρ2Bλ√

ρ1Aλ

(M−1
∑

m=0

d1md2m +

M−2
∑

m=0

M−1
∑

n=m+1

(d1md2n + d1nd2m)

)

+ ε4P ε
4λ

= 2 + ε2
(

B2
λ(1− h)2 +

λρ2Bλh(1− h)√
ρ1Aλ

)

+ ε4P ε
4λ, P ε

4λ = P ε
2λ + P ε

3λ.

Подставим

cos
πk

N
= cos

πkε

L
=

∞
∑

n=0

(−1)nε2n

(2n)!

(πk

L

)2n

и полученное выше разложение для (P ε
λ)11 + (P ε

λ)22 в уравнение (2.17), а затем разделим обе
его части на ε2. В результате получаем

B2
λ(1− h)2 +

λρ2Bλh(1− h)√
ρ1Aλ

+
(πk

L

)2
+ ε2

(

P ε
4λ − 2

∞
∑

n=2

ε2n−4

(2n)!

(πk

L

)2n
)

= 0, k = 1, . . . , N − 1.

Теперь при фиксированном k перейдем здесь к пределу при ε → 0, считая, что последова-
тельность корней λk(ε) сходится к конечному пределу λk. Тогда λk есть корень уравнения

B2
λ(1− h)2 +

λρ2Bλh(1− h)√
ρ1Aλ

+
(πk

L

)2
= 0,

которое можно переписать как

(1− h)λ2

Aλ
(ρ1(1− h) + ρ2h) +

(πk

L

)2
= 0.

Последнее уравнение, в свою очередь, равносильно рациональному уравнению

λ2 +
b1π

2k2

ρ0L2(1− h)
λ+

a1π
2k2

ρ0L2(1− h)
=

π2k2

ρ0L2(1− h)

(

k1 +
2

3

)

N
∑

n=1

vn
λ+ γn

, (3.4)

где ρ0 = ρ1(1− h) + ρ2h.
Предельное поведение корней уравнений (2.15) при ε → 0 исследуется аналогично и ре-

зультат совпадает с только что полученным результатом, а именно: все конечные предельные
точки последовательностей корней k-го уравнения (2.15) являются корнями рационального
уравнения (3.4).
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Обозначим через S множество корней уравнений (3.4) при k ∈ N. Множество S имеет
следующую структуру:

S =
N+2
⋃

j=1

{λjk}∞k=1, λ1k, . . . , λNk ∈ R, λ(N+1)k, λ(N+2)k ∈ C,

где мы полагаем N = 0, если d(t) ≡ 0. Отметим, что число невещественных точек множества S
зависит от того, является ли тензор b нулевым или нет. А именно, если b = 0, то найдется
номер M1 ≥ 1 такой, что λ(N+1)k, λ(N+2)k ∈ C \R для всех k ≥ M1. В этом случае S содержит
бесконечное число как вещественных, так и комплексно-сопряженных точек. Если же b 6= 0,
то найдется номер M2 ≥ 1 такой, что λ(N+1)k, λ(N+2)k ∈ R для всех k ≥ M2. Это означает,
что точки множества S вещественны, кроме, возможно, их конечного числа. Более подробно
о корнях уравнений вида (3.4), в том числе об их локализации и поведении при k → ∞ можно
узнать, например, из работ [19; 20].

Как мы видим из (3.4), для вычисления точек множества S нам требуется знать компо-
ненты тензоров a, b и d(t), плотности фаз ρ1 и ρ2, а также объемную долю жидкости h внутри
полосы 0 < x1 < L. В то же время они не зависят от коэффициента вязкости жидкости η,
числа M жидких слоев внутри периода и расстояний между слоями.

Согласно вышеизложенному, если λk(ε) — корень уравнения (2.15) или (2.17) и при этом
λ(ε) → λk < ∞, то λk = λjk при некотором j = 1, . . . , N + 2. Это означает, в частности, что
все конечные точки последовательностей λ(ε) ∈ Sε принадлежат множеству S. Из теоремы
Руше следует и обратное утверждение, а именно: для каждого корня λjk уравнения (3.4)
существует последовательность корней k-го уравнения (2.15) или (2.17), сходящаяся к λjk

при ε → 0. Таким образом, для любой точки λ ∈ S найдется сходящаяся к ней при ε → 0
последовательность λ(ε) ∈ Sε. Учитывая приведенное ранее определение сходимости множеств
по Хаусдорфу, мы приходим к следующему результату.

Теорема 2. Спектр Sε сходится по Хаусдорфу при ε → 0 к множеству корней S рацио-

нальных уравнений (3.4).

В заключение следует отметить, что множество S представляет собой в точности спектр
одномерных собственных колебаний усредненной среды, описывающей предельное поведение
при ε → 0 слоистой среды в случае, когда ее период содержит только один жидкий слой
толщины εh (см. [15; 16]). Таким образом, для слоистых сред с любым числом жидких слоев
M ≥ 1 предел их спектров по Хаусдорфу зависит не от M , а от общей доли жидкости h и
совпадает с “усредненным” спектром, соответствующим среде с M = 1.
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