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В статье рассматриваются пространства периодических функций многих переменных, а именно, про-

странство Лоренца Lp,τ (Tm), пространство Никольского — Бесова Sr̄
p,τ,θ

B и изучается порядок линейных

поперечников класса Sr̄
p,τ,θ

B. Статья состоит из введения и двух разделов. Во введении даны определе-

ния, обозначения, которые используются в статье, и краткая информация о предшествующих результатах

по рассматриваемому вопросу. В первом разделе приведены два известных утверждения, которые часто

используются в доказательстве основных результатов. Во втором разделе установлены точные по порядку

оценки линейных поперечников класса Никольского — Бесова Sr̄
p,τ1,θ

B по норме пространства Lq,τ2 (T
m)

при различных соотношениях между параметрами p, q, τ1, τ2, θ.
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We consider spaces of periodic multivariate functions, namely, the Lorentz space Lp,τ (Tm) and the Nikol’skii–

Besov space Sr̄
p,τ,θ

B, and study the order of linear widths of the class Sr̄
p,τ,θ

B. The paper consists of the

introduction and two sections. The introduction gives definitions, the notation used in the paper, and brief

information on previous results on the issue under consideration. The first section contains two well-known

statements that are often used in the proof of the main results. In the second section, order-exact estimates are

established for the linear widths of the Nikol’skii–Besov class Sr̄
p,τ1,θ

B in the norm of the space Lq,τ2 (T
m) for

different ratios of the parameters p, q, τ1, τ2, and θ.
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Введение

В статье будем пользоваться следующими обозначениями: N, Z, R — множества натураль-
ных, целых, вещественных чисел соответственно и Z+ = N ∪ {0}, R

m — m-мерное евкли-
дово пространство точек x = (x1, . . . , xm) с вещественными координатами; T

m = {x ∈ R
m;

0 ≤ xj < 2π; j = 1, . . . ,m} и I
m = [0, 1)m. Далее Z

m и Z
m
+ — m-кратные декартовы произведе-

ния множеств Z и Z+ соответственно.
Через Lp,τ (T

m) обозначим пространство Лоренца всех вещественнозначных измеримых по
Лебегу функций f(x), которые имеют 2π-период по каждой переменной и для которых вели-
чина

‖f‖p,τ =

[

τ

p

1
∫

0

(

f∗(t)
)τ
t
τ
p
−1

dt

]1/τ

, 1 6 p < ∞, 1 6 τ < ∞,

конечна, где f∗(y) — невозрастающая перестановка функции |f(2πx)|, x ∈ I
m (см. [1; 2, гл. 1,

разд. 3, с. 213–216]).

1Работа выполнена в рамках грантового финансирования Министерства образования и науки РК
(Проект AP08855579 ).
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Известно, что Lp,τ (T
m) является банаховым пространством с нормой

‖f‖∗p,τ =

[

τ

p

1
∫

0

(
∫ t

0
f∗(y)dy

)τ

tτ(
1
p
−1)−1dt

]1/τ

< +∞, 1 < p < ∞, 1 6 τ < ∞,

и эта норма эквивалентна величине ‖f‖p,τ (см. [2, гл. 1, разд. 3, теорема 3.21]), т. е. существуют
положительные числа C1, C2 такие, что

C1‖f‖p,τ 6 ‖f‖∗p,τ 6 C2‖f‖p,τ .

В случае τ = p пространство Лоренца Lp,τ (T
m) совпадает с пространством Лебега Lp(T

m)
с нормой ‖f‖p = ‖f‖p,p (см. [3, гл. 1, разд. 1.1, с. 11; 2, гл. 5, разд. 3, с. 216]).

Введем следующие обозначения: an(f) — коэффициенты Фурье функции f ∈ L1(T
m) по

системе {ei〈n,x〉}n∈Zm и 〈y, x〉 =
∑m

j=1 yjxj ;

δs(f, x) =
∑

n∈ρ(s)

an(f)e
i〈n,x〉,

где
ρ(s) =

{

k = (k1, . . . , km) ∈ Z
m : [2sj−1] 6 |kj | < 2sj , j = 1, . . . ,m

}

,

[a] — целая часть числа a, s = (s1, . . . , sm), sj = 0, 1, 2, . . . , L̊p,τ (T
m) — множество всех функций

f ∈ Lp,τ (T
m) таких, что

∫ 2π

0
f (x) dxj = 0, j = 1, . . . ,m.

Пусть lmp обозначает пространство R
m с нормой

‖x‖lmp =
(

m
∑

j=1

|xj |
p
)1/p

, 1 6 p < ∞,

и ‖x‖lmp = maxj=1,...,m |xj|, p = ∞ и Bm
p — единичный шар в lmp .

Для чисел 1 6 p, q 6 ∞, n,m ∈ N в пространстве R
mn вводится норма

‖x‖ln,m
p,q

=
(

m
∑

s=1

(

∑

k∈∆s

|xk|
p
)q/p)1/p

,

если 1 6 p, q < ∞, и

‖x‖ln,m
p,q

= max
s=1,...,m

(

∑

k∈∆s

|xk|
p
)1/p

для q = ∞, где ∆s = {k ∈ N : (s − 1)n < k 6 sn}, s = 1, . . . ,m. Это пространство ln,mp,q

будет нормированным пространством, и единичный шар в нем обозначается символом Bn,m
p,q .

Отметим, что ‖x‖ln,m
p,p

= ‖x‖lnm
p

.
Для заданного p ∈ [1,∞) числовая последовательность {an}n∈Zm принадлежит простран-

ству lp, если
∥

∥{an}n∈Zm

∥

∥

lp
=

[

∑

n∈Zm

|an|
p
]1/p

< ∞, 1 6 p < ∞,

и для p = ∞
∥

∥{an}n∈Zm

∥

∥

l∞
= supn∈Zm |an| < ∞.

Рассмотрим аналог класса Никольского— Бесова

S
r
p,τ,θB =

{

f ∈ L̊p,τ (T
m) :

∥

∥{2〈s,r〉‖δs(f)‖p,τ}s∈Zm
+

∥

∥

lθ
6 1

}

, 1 6 θ 6 ∞.

В случае τ = p класс S
r
p,τ,θB совпадает с хорошо изученным классом Никольского— Бесова

Sr
p,θB в пространстве Lp(T

m) (см., например, [4;5]), и этот класс в случае θ = ∞ обозначается
через Sr

pH.
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Для данного вектора γ = (γ1, . . . , γm) с положительными координатами γj положим Q
(γ)
n =

∪
〈s,γ〉<n

ρ(s) и S
(γ)
n (f, x) =

∑

k∈Q
(γ)
n

ak(f)e
i〈k,x〉 — частичная сумма ряда Фурье функции f по

ступенчатому гиперболическому кресту. Множество тригонометрических полиномов Tn,γ(x) =
∑

k∈Q
(γ)
n

bke
i〈k,x〉 обозначается символом Fn.

Через C(p, q, r, y) обозначим положительные величины, зависящие от указанных в скоб-
ках параметров, вообще говоря, различные в разных формулах. Для положительных величин
A(y), B(y) запись A (y) ≍ B (y) означает, что существуют положительные величины C1, C2,
не зависящие от y, такие, что C1 · A (y) ≤ B (y) ≤ C2 · A (y). Для краткости записи в случае
выполнения неравенств B ≥ C1A или B ≤ C2A часто будем писать B >> A или B << A
соответственно.

Напомним определение линейного поперечника множества, который был введен В. М. Ти-
хомировым [6].

О п р е д е л е н и е. Пусть W — множество в банаховом пространстве X. Тогда линейным
поперечником множества W в пространстве X (обозначается λM (W,X)) называется величина

λM (W,X) = inf
A

sup
f∈W

‖f −Af‖X ,

где inf берется по всем действующим в X линейным операторам A, размерность области зна-
чений которых не превышает M ∈ N.

Оценкам и в некоторых случаях вычислению линейного поперечника класса Соболева W r
p

функций одной переменной посвящены работы В.М.Тихомирова [6], Р.С.Исмагилова [7],
В. Е.Майорова [8], К.Хеллиг [9] и др.

В многомерном случае оценки линейных поперечников для классов Соболева W r
p , Ни-

кольского S
r
pH, Бесова S

r
p,θB в пространстве Lq(T

m) при различных соотношениях между
параметрами 1 ≤ p, q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ получили В.Н.Темляков [10], Э.М. Галеев [11; 12],
А.Д.Изаак [13], А.С.Романюк [14–18], Д.Б.Базарханов [19], Ю.В.Малыхин и К.С.Рютин [20]
(более подробную библиографию см. в [21; 22]).

По-видимому, оценки поперечников Колмогорова, Гельфанда и линейного поперечника
изотропных классов Бесова Bλ

p,θ(Ω), определенного в пространстве Лебега Lp(Ω), в метри-
ке пространства Лоренца впервые установил Г. Кёниг [23], где Ω — некоторая область в R

m.
В частности, в [23, теорема 1] для линейного поперечника класса Bλ

p,θ(Ω) в пространстве Ло-
ренца Lq,τ (Ω) получены следующие оценки:

λM (Bλ
p,θ(Ω), Lq,τ (Ω)) << M− λ

m
+ 1

p
− 1

q

при 1 < p < q < ∞, 1 < τ < ∞, λ > m(1p − 1
q ), 1 ≤ θ ≤ ∞;

λM (Bλ
p,θ(Ω), Lq,τ (Ω)) ≍ M− λ

m (lnM)
1
τ
− 1

p

для 1 < τ ≤ p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞.

Цель настоящей статьи найти оценки линейного поперечника класса S
r
p,τ1,θ

B в простран-
стве Lq,τ2(T

m).

В первом разделе сформулированы некоторые известные утверждения, необходимые для
доказательства основных результатов. Основные результаты статьи сформулированы и до-
казаны во втором разделе (см. теоремы 2.1, 2.2 и 2.5). В частности, при τ1 = p и τ2 = q
теоремы 2.1–2.3 и 2.5 совпадают при θ = ∞ с утверждениями 3–6 теоремы Э.М.Галеева [12], а
для 1 6 θ < ∞ — с результатами А.С.Романюка [14, теорема 1; 15, теоремы 3, 4; 18, теоремы 8,
9], и в общем случае их распространяют на пространства Лоренца.
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1. Вспомогательные утверждения

В этом разделе приведем некоторые известные утверждения, которые мы часто будем
использовать в доказательстве основных результатов.

Пусть s ∈ Z
m
+ и ℑ(ρ(s)) — множество функций вида f(x) =

∑

n∈ρ(s)

ane
i〈n,x〉.

Лемма 1.1 [11, лемма 4; 12, лемма 1]. Пусть s ∈ N
m, f ∈ ℑ(ρ(s)), Ms ∈ Z+, Ms 6 2〈s,1〉 =

∏m
j=1 2

sj . Тогда при 1 < p, q < +∞ существует линейный оператор ΛMs̄ : ℑ(ρ(s)) → ℑ(ρ(s)),
размерность области значений которого не превышает Ms, и такой, что

‖f − ΛMs
f‖q ≍ λMs

(

B2〈s,1〉
p , l2

〈s,1〉

q

)

2
〈s,1〉( 1

p
− 1

q
)
‖f‖p.

Лемма 1.2 [11, лемма 3; 12, теорема 3]. Между пространством тригонометрических

полиномов вида f(x) =
∑

k∈ρ(s) cke
i〈k,x〉 и пространством R

2〈s,1〉 существует изоморфизм,

сопоставляющий функции f вектор δsf
j =

{

fn(τ j)
}

∈ R
2〈s,1〉 ,

fn(x) =
∑

sign kl =signnl

cke
i〈k,x〉, l = 1, . . . ,m,

τ j = (π22−s1j1, . . . , π2
2−smjm), ji = 1, . . . , 2si−1, и при этом имеет место соотношение

‖δs(f)‖p ≍
(

2−〈s,1〉
2〈s,1〉
∑

j=1

|δsf
j|p

)1/p
, p ∈ (1,∞).

2. Основные результаты

Теорема 2.1. Пусть

1 < p < 2 6 q < p
′
=

p

p− 1
, 1 < τ1, τ2 < ∞, 1 6 θ 6 ∞,

r1 = . . . = rν < rν+1 6 . . . 6 rm и r1 >
1

p
.

Тогда

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

≍
( logν−1M

M

)r1+
1
2
− 1

p
(logM)

(ν−1)( 1
2
− 1

θ )+ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем обозначения γj =
(

rj −
1

p

)

/
(

r1 −
1

p

)

, j = 1, . . . ,m.

Тогда γ1 = . . . = γν < γν+1 6 . . . 6 γm. Вектору γ = (γ1, . . . , γm) сопоставим вектор γ
′
=

(γ
′

1, . . . , γ
′

m) такой, что γ
′

j = γj для j = 1, . . . , ν и 1 < γ
′

j < γj при j = ν + 1, . . . ,m.

Пусть f ∈ S
r
p,τ1,θ

B. Так как по условию теоремы q < p
′
=

p

p− 1
, выберем число q0 ∈ (q, p

′
).

Известно, что Lq0(T
m) ⊂ Lq,τ2(T

m) и ‖f‖q,τ2 << ‖f‖q0 (см. [1]). Так как rj >
1

p
>

1

p
−

1

q0
,

j = 1, . . . ,m, то S
r
p,τ1,θ

B ⊂ Lq0(T
m) (см. [24]).

Для натурального числа M выберем число n ∈ N такое, что M ≍ 2nnν−1, и для каждого
s ∈ Z

m
+ поставим в соответствие число Ms = 2〈s,1〉, если 〈s, γ ′〉 6 n, и Ms = [2n+α(n−〈s,γ〉)],

если 〈s, γ′〉 > n, где α — некоторое положительное число, которое будет выбрано в процессе
доказательства, и [a] — целая часть числа a.

Пользуясь леммами В и Г из [10], нетрудно убедиться, что
∑

s∈Zm
+

Ms 6
∑

〈s,γ′〉6n

2〈s,1〉 + 2n(1+α)
∑

〈s,γ′〉>n

2−α〈s,γ〉
6 C2nnν−1

6 CM.
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Для функции f ∈ S
r
p,τ1,θ

B рассмотрим линейный оператор, действующий по формуле

(ΛMf)(x) =
∑

s∈Zm
+

ΛMs
δs(f, x),

где операторы ΛMs
построены согласно лемме 1.1.

Теперь, применяя к функции f −ΛMf ∈ Lq0(T
m) неравенство ‖f‖q,τ2 << ‖f‖q0 и пользуясь

теоремой Литтлвуда — Пэли в пространстве Лебега Lq0(T
m) (см. [3, гл. 1, п. 1.5.2]), имеем

‖f − ΛMf‖q,τ2 << ‖f − ΛMf‖q0 6 C

∥

∥

∥

∥

(

∑

〈s,γ
′
〉>n

|δs(f)− ΛMs
δs(f)|

2
)1/2

∥

∥

∥

∥

q0

, (2.1)

где положительное число C не зависит от чисел M,n. Так как 2 < q0, то в силу неравенства
Минковского и (2.1) справедливо соотношение

‖f − ΛMf‖q,τ2 <<
(

∑

〈s̄,γ′〉>n

‖δs(f)− ΛMs
δs(f)‖

2
q0

)1/2
. (2.2)

Так как 1 < p 6 2 < q < q0 < p
′
, то выберем число p

′

0 ∈ (q0, p
′
). Тогда число p0 =

p
′

0

p
′

0 − 1
> p.

Поэтому согласно лемме 1.1 из (2.2) получим

‖f − ΛMf‖q,τ2 <<
(

∑

〈s,γ
′
〉>n

λ2
Ms

(

B2〈s,1〉

p0 , l2
〈s,1〉

q0

)

2
2〈s,1〉( 1

p0
− 1

q0
)
‖δs(f)‖

2
p0

)1/2
. (2.3)

Поскольку q0 < p
′

0 и p0 =
p
′

0

p
′

0 − 1
, то

1

p0
+

1

q0
> 1. Поэтому ввиду теоремы 2 [25] (см. также [26])

имеем
λMs̄

(

B2〈s̄,1̄〉

p0 , l2
〈s̄,1̄〉

q0

)

<< 2
〈s̄,1̄〉 1

q0 M
−1/2
s̄ . (2.4)

Теперь из неравенств (2.3) и (2.4) получим

‖f − ΛMf‖q,τ2 <<
(

∑

〈s,γ
′
〉>n

2
〈s,1〉 2

p0 M−1
s ‖δs(f)‖

2
p0

)1/2
.

Так как p < p0, то, применяя неравенство разных метрик Никольского для тригонометриче-
ских полиномов в пространстве Лоренца (см. [27, лемма 6]), отсюда выводим

‖f − ΛMf‖q,τ2 <<
(

∑

〈s,γ
′
〉>n

2〈s,1〉
2
pM−1

s ‖δs(f)‖
2
p,τ1

)1/2
. (2.5)

Учитывая значения чисел Ms = [2n+α(n−〈s,γ〉)] для 〈s, γ ′〉 > n, будем иметь

J1(n) :=
(

∑

〈s,γ
′
〉>n

2〈s,1〉
2
pM−1

s ‖δs(f)‖
2
p,τ1

)1/2
6 2 · 2−

n
2
(1+α)

(

∑

〈s,γ
′
〉>n

2〈s,1〉
2
p 2α〈s,γ〉‖δs(f)‖

2
p,τ1

)1/2

6 2 · 2−
n
2
(1+α)

(

∑

〈s,γ
′
〉>n

2−〈s,γ〉(r1−
1
p
−α

2
)2(2〈s,r〉‖δs(f)‖p,τ1)

2
)1/2

. (2.6)

Пусть 1 6 θ 6 2. Выберем положительное число α удовлетворяющее неравенству r1 −
1

p
−

α

2
> 0. Тогда, применяя неравенство Йенсена (см. [3, гл. 3, п. 3.3]) и учитывая, что γ

′

j 6 γj ,

j = 1, . . . ,m, из (2.6) получим

J1(n) 6 2 · 2−
n
2
(1+α)

(

∑

〈s,γ
′
〉>n

2
−〈s,γ〉(r1−

1
p
−α

2
)θ
(2〈s,r〉‖δs(f)‖p,τ1)

θ
)1/θ
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6 2 · 2
−n(r1−

1
p
+ 1

2
)
(

∑

〈s,γ
′
〉>n

2〈s,r〉θ‖δs(f)‖
θ
p,τ1

)1/θ
. (2.7)

Теперь из (2.5) и (2.7) следует, что ‖f − ΛMf‖q,τ2 << 2−n(r1+
1
2
− 1

p
) для любой функции f ∈

S
r
p,τ1,θ

B в случае 1 6 θ 6 2. Значит, учитывая, что M ≍ 2nnν−1, отсюда выводим

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

<< 2−n(r1+
1
2
− 1

p
) ≍ M−(r1+

1
2
− 1

p
)(logM)(ν−1)(r1−

1
p
+ 1

2
)

в случае 1 6 θ 6 2.

Пусть 2 < θ 6 ∞. Тогда, применяя неравенство Гельдера при η =
θ

2
и

1

η
+

1

η′ = 1, из (2.6)

имеем

J1(n) 6 2 · 2−
n
2
(1+α)

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ‖δs(f)‖
θ
p,τ1

)1/θ( ∑

〈s,γ
′
〉>n

2
−〈s,γ〉(r1−

1
p
−α

2
)2η

′)1/(2η
′
)
.

Так как r1−
1

p
−

α

2
> 0 и γ

′

j = γj для j = 1, . . . , ν, а γ
′

j < γj для j = ν+1, . . . ,m, то по лемме В

из [10] отсюда получим

J1(n) << 2−
n
2
(1+α)2

−n(r1−
1
p
−α

2
)
n(ν−1)/(2η

′
)
(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ‖δs(f)‖
θ
p,τ1

)1/θ

= C2
−n(r1+

1
2
− 1

p
)
n(ν−1)( 1

2
− 1

θ
)
(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ‖δs(f)‖
θ
p,τ1

)1/θ
(2.8)

в случае 2 < θ 6 ∞.

Теперь из (2.5) и (2.8) следует, что ‖f − ΛMf‖q,τ2 << 2
−n(r1+

1
2
− 1

p
)
n(ν−1)( 1

2
− 1

θ
) для любой

функции f ∈ S
r
p,τ1,θ

B в случае 2 < θ 6 ∞. Значит, учитывая, что M ≍ 2nnν−1, отсюда имеем

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

<< 2−n(r1+
1
2
− 1

p
)n(ν−1)( 1

2
− 1

θ
)

≍ M
−
(

r1+
1
2
− 1

p

)

(logM)
(ν−1)

(

r1−
1
p
+ 1

2

)

(

logM
)(ν−1)( 1

2
− 1

θ
)

в случае 2 < θ 6 ∞.
Этим оценка сверху доказана.

Докажем оценку снизу. Так как 1 < p 6 2 < q < ∞, то существуют числа p0, q0 такие,
что 1 < p0 < p 6 2 < q0 < q < ∞. Известно, что Lq,τ2(T

m) ⊂ Lq0(T
m) и ‖f‖q0 << ‖f‖q,τ2 для

функции f ∈ Lq,τ2(T
m) (см. [1]). Поэтому

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

>> λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq0

)

(2.9)

для 1 < p 6 2 < q0 < q < ∞, 1 < τ1, τ2 < ∞, 1 6 θ 6 ∞.
Так как 1 < p0 < p < ∞, то согласно неравенству разных метрик Никольского для триго-

нометрических полиномов в пространстве Лоренца (см. [27, лемма 6]) получим

‖δs(f)‖p,τ1 <<
m
∏

j=1

2
sj(

1
p0

− 1
p
)
‖δs(f)‖p0 , 1 < τ1 < ∞.

Следовательно,

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ‖δs(f)‖
θ
p,τ1 <<

∑

s∈Zm
+

m
∏

j=1

2
sj(rj+

1
p0

− 1
p
)θ
‖δs(f)‖

θ
p0 .
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Таким образом, C0S
ρ
p0,θ

B ⊂ S
r
p,τ1,θ

B для некоторого положительного числа C0, где ρ =

(ρ1, . . . , ρm), ρj = rj +
1

p0
−

1

p
, j = 1, . . . ,m. Значит, из (2.9) следует

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

>> λM

(

S
ρ
p0,θ

B, Lq0

)

(2.10)

для 1 < p 6 2 < q0 < q < ∞, 1 < τ1, τ2 < ∞, 1 6 θ 6 ∞. В [16] доказано, что

λM

(

S
ρ
p0,θ

B, Lq0

)

>>
( logν−1 M

M

)ρ1−
1
p0

+ 1
2
(logM)(ν−1)( 1

2
− 1

θ
)+

при ρ1 >
1

p0
. Так как ρ1 = r1 +

1

p0
−

1

p
, то отсюда и из (2.10) получим

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

>>
( logν−1 M

M

)r1−
1
p
+ 1

2
(logM)(ν−1)( 1

2
− 1

θ
)+

в случае r1 >
1

p
. �

Теорема 2.2. Пусть

1 < p 6 2, p
′
=

p

p− 1
< q < ∞, 1 < τ1, τ2 < ∞,

1 6 θ 6 ∞, r1 = . . . rν < rν+1 6 . . . 6 rm и r1 >
1

q′ .

Тогда

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

6 C
( logν−1 M

M

)r1+
1
q
− 1

2
(logM)

(ν−1)( 1
τ2

− 1
θ
)+ .

Оценка точна по порядку в случаях

a) 1 < p < 2 и 2 6 θ 6 τ2 < ∞ или 1 < τ2 < θ 6 ∞,

b) 1 < p < 2 и 2 6 τ1 < ∞ при 2 6 θ 6 τ2 < ∞ или 1 < τ2 < θ 6 ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ S
r
p,τ1,θ

B. Так как r1 > 1 −
1

q
>

1

p
−

1

q
, то S

r
p,τ1,θ

B ⊂

Lq,τ2(T
m) (см. [24, с. 23]). Выберем число p

′

0 такое, что p
′
< p

′

0 < q. Тогда

1

p0
= 1−

1

p
′

0

> 1−
1

p
′ =

1

p
,

т. е. 1 < p0 < p. Так как
1

p′ >
1

q
и

1

p′ >
1

p
′

0

, то r1 > 1 −
1

q
>

1

p′ −
1

q
>

1

p
′

0

−
1

q
. Следовательно,

S
r
p,τ1,θ

B ⊂ Lp
′
0
(Tm) (см. [24, с. 23]). Поэтому согласно теореме 3.1 из [24] имеем

‖f‖q,τ2 <<
(

∑

s∈Zm
+

m
∏

j=1

2
sj(

1

p
′
0

− 1
q
)τ2

‖δs(f)‖
τ2
p
′
0

)1/τ2
(2.11)

для функции f ∈ S
r
p,τ1,θ

B, 1 < τ1, τ2 < ∞, 1 6 θ 6 ∞.

Введем обозначения γj =
rj + 1/q − 1

r1 + 1/q − 1
, j = 1, . . . ,m, γ = (γ1, . . . , γm). Тогда 1 = γ1 = . . . =

γν < γν+1 6 . . . 6 γm. Известно, что существуют числа γ
′

j , j = 1, . . . ,m такие, что γ
′

j = γj = 1

для j = 1, . . . , ν и 1 < γ
′

j < γj при j = ν + 1, . . . ,m. Положим γ
′
= (γ

′

1, . . . , γ
′

m).
Для натурального числа M выберем число n ∈ N такое, что M ≍ 2nnν−1, и для каждого

s ∈ Z
m
+ поставим в соответствие число Ms = 2〈s,1〉, если 〈s, γ ′〉 6 n, и Ms = [2n+α(n−〈s,γ〉)], если

〈s, γ
′
〉 > n, где α ∈

(

0, r1 +
1

q
− 1

)

.
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Для функции f ∈ S
r
p,τ1,θ

B рассмотрим линейный оператор, действующий по формуле

(ΛMf)(x) =
∑

s∈Zm
+

ΛMs
δs(f, x),

где операторы ΛMs
построены согласно лемме 1.1. Применяя к функции f − ΛMf ∈ L

p
′
0
(Tm)

неравенство (2.11), получим

‖f − ΛMf‖q,τ2 <<
(

∑

〈s,γ
′
〉>n

m
∏

j=1

2
sj(

1

p
′
0

− 1
q
)τ2

‖δs(f)− ΛMs
δs(f)‖

τ2
p
′
0

)1/τ2
. (2.12)

Далее, пользуясь леммой 1.1, при q = p
′

0 имеем

‖δs(f)− ΛMs
δs(f)‖p′0

<< λMs

(

B2〈s,1〉

p0 , l2
〈s,1〉

p
′
0

)

m
∏

j=1

2
sj(

1
p0

− 1

p
′
0

)
‖δs(f)‖p0 .

Поэтому из неравенства (2.12) выводим

‖f − ΛMf‖q,τ2 <<
(

∑

〈s,γ
′
〉>n

m
∏

j=1

2
sj(

1
p0

− 1
q
)τ2λτ2

Ms

(

B2〈s,1〉
p0 , l2

〈s,1〉

p
′
0

)

‖δs(f)‖
τ2
p0

)1/τ2
.

Далее, применяя теорему 2 из [25] при q = p
′

0, отсюда получим

‖f − ΛMf‖q,τ2 <<
(

∑

〈s,γ
′
〉>n

m
∏

j=1

2sj(1−
1
q
)τ2M

−
τ2
2

s ‖δs(f)‖
τ2
p0

)1/τ2
. (2.13)

Так как p0 < p, то ‖δs(f)‖p0 << ‖δs(f)‖p,τ1 (см. [1]). Поэтому из (2.13) следует, что

‖f − ΛMf‖q,τ2 <<
(

∑

〈s,γ
′
〉>n

m
∏

j=1

2
sj(1−

1
q
)τ2M

−
τ2
2

s ‖δs(f)‖
τ2
p,τ1

)1/τ2
. (2.14)

Теперь, подставляя значения Ms, получим

(

∑

〈s,γ
′
〉>n

m
∏

j=1

2sj(1−
1
q
)τ2M

−
τ2
2

s ‖δs(f)‖
τ2
p,τ1

)1/τ2

<< 2−
n
2
(1+α)

(

∑

〈s,γ
′
〉>n

m
∏

j=1

2
sj(1−

1
q
)τ22

α
2
〈s,γ〉τ2 ‖δs(f)‖

τ2
p,τ1

)1/τ2

= C2−
n
2
(1+α)

(

∑

〈s,γ
′
〉>n

2
−〈s,γ〉(r1+

1
q
−1−α

2
)τ2(2〈s,r〉 ‖δs(f)‖p,τ1)

τ2
)1/τ2

. (2.15)

Из неравенств (2.14) и (2.15) следует, что

‖f − ΛMf‖q,τ2 << 2−
n
2
(1+α)

(

∑

〈s,γ
′
〉>n

2−〈s,γ〉(r1+
1
q
−1−α

2
)τ2(2〈s,r〉 ‖δs(f)‖p,τ1)

τ2
)1/τ2

(2.16)

для функции f ∈ S
r
p,τ1,θ

B, 1 < τ1, τ2 < ∞, 1 6 θ 6 ∞.
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Пусть 1 6 θ 6 τ2. Тогда, применяя неравенство Йенсена (см. [3, гл. 3, п. 3.3]) и учитывая,

что r1 +
1

q
− 1−

α

2
> 0, из (2.16) имеем

‖f − ΛMf‖q,τ2 << 2−
n
2
(1+α)2−n(r1+

1
q
−1−α

2
)
(

∑

〈s,γ
′
〉>n

(2〈s,r〉 ‖δs(f)‖p,τ1)
τ2
)1/τ2

<< 2−n(r1+
1
q
− 1

2
)
(

∑

s∈Zm
+

(2〈s,r〉 ‖δs(f)‖p,τ1)
θ
)1/θ

для функции f ∈ S
r
p,τ1,θ

B, 1 < τ1, τ2 < ∞, 1 6 θ 6 ∞. Следовательно, учитывая, что M ≍

2nnν−1, отсюда выводим

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

<< 2−n(r1+
1
q
− 1

2
) <<

( logν−1 M

M

)r1+
1
q
− 1

2

в случае 1 6 θ 6 τ2.

Пусть τ2 < θ 6 ∞. Тогда, применяя неравенство Гельдера при η =
θ

τ2
,

1

η
+

1

η′ = 1 и

лемму В из [10], будем иметь

(

∑

〈s,γ
′
〉>n

2
−〈s,γ〉(r1+

1
q
−1−α

2
)τ2(2〈s,r〉 ‖δs(f)‖p,τ1)

τ2
)1/τ2

<<
(

∑

s∈Zm
+

(2〈s,r〉 ‖δs(f)‖p,τ1)
θ
)1/θ( ∑

〈s,γ
′
〉>n

2
−〈s,γ〉(r1+

1
q
−1−α

2
)τ2η

′)1/(τ2η
′
)

<< 2
−n(r1+

1
q
−1−α

2
)
n
(ν−1)( 1

τ2
− 1

θ
)
(

∑

s∈Zm
+

(2〈s,r〉 ‖δs(f)‖p,τ1)
θ
)1/θ

для функции f ∈ S
r
p,τ1,θ

B, 1 < τ1 < ∞. Поэтому из неравенства (2.16) получим

‖f − ΛMf‖q,τ2 << 2
−n(r1+

1
q
− 1

2
)
n
(ν−1)( 1

τ2
− 1

θ
)

для функции f ∈ S
r
p,τ1,θ

B, 1 < τ1 < ∞.

Следовательно, учитывая, что M ≍ 2nnν−1, отсюда выводим

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

<< 2−n(r1+
1
q
− 1

2
)n

(ν−1)( 1
τ2

− 1
θ
)
<<

( logν−1 M

M

)r1+
1
q
− 1

2
(logν−1 M)

(ν−1)( 1
τ2

− 1
θ
)

в случае τ2 < θ 6 ∞, 1 < τ1 < ∞.
Оценка сверху доказана.

Оценки снизу величины λM

(

S
r
p,τ1,θ

B, Lq,τ2

)

достаточно доказать при ν = m. Для числа

M ∈ N выберем натуральное число n такое, что M ≍ 2nnm−1. Далее Sn = {s = (s1, . . . , sm) : 〈s, 1〉 =
n}, и для краткости записи количество элементов множества Sn обозначим символом |Sn|.

Пусть 1 6 θ 6 τ2. Если 1 < p < 2, то L2(T
m) ⊂ Lp,τ1(T

m) ⊂ и ‖f‖p,τ1 << ‖f‖2 для функции
f ∈ L2(T

m) (см. [1]). Поэтому C0S
r
2,θB := C0S

r
2,2,θB ⊂ S

r
p,τ1,θ

B для некоторого числа C0 > 0.
Следовательно,

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

>> λM

(

S
r
2,θB, Lq,τ2

)

(2.17)

для 1 < p < 2, 1 < τ1, τ2 < ∞, 1 6 θ 6 ∞.
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Если 1 < τ2 6 q < ∞, то известно, что Lq,τ2(T
m) ⊂ Lq(T

m) и ‖f‖q << ‖f‖q,τ2 для функции
f ∈ Lq,τ2(T

m) (см. [1]). Значит,

λM

(

S
r
2,θB, Lq,τ2

)

>> λM

(

S
r
2,θB, Lq

)

(2.18)

при 1 < τ2 6 q < ∞. В [15] доказана оценка

λM

(

S
r
2,θB, Lq

)

>>
( logν−1 M

M

)r1+
1
q
− 1

2
(2.19)

в случае 2 6 θ 6 q < ∞. Теперь из неравенств (2.17)–(2.19) вытекает, что

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

>>
( logν−1M

M

)r1+
1
q
− 1

2
(2.20)

в случае 2 6 θ 6 q < ∞ и 1 < τ2 6 q < ∞.
Если p = 2, то L2(T

m) ⊂ L2,τ1(T
m) ⊂ и ‖f‖2,τ1 << ‖f‖2 при 2 6 τ1 < ∞ для функции

f ∈ L2(T
m) (см. [1]). Поэтому C0S

r
2,θB ⊂ S

r
2,τ1,θ

B для некоторого числа C0 > 0. Следовательно,

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

>> λM

(

S
r
2,θB, Lq,τ2

)

(2.21)

в случае p = 2 и 2 6 τ1 < ∞, 1 < τ2 < ∞, 1 6 θ 6 ∞.
Если 1 < τ2 6 q < ∞, то известно, что Lq,τ2(T

m) ⊂ Lq(T
m) и ‖f‖q << ‖f‖q,τ2 для функции

f ∈ Lq,τ2(T
m) (см. [1]). Значит,

λM

(

S
r
2,θB, Lq,τ2

)

>> λM

(

S
r
2,θB, Lq

)

(2.22)

при 1 < τ2 6 q < ∞. Таким образом, из (2.21) и (2.22) имеем, что

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

>> λM

(

S
r
2,θB, Lq

)

(2.23)

в случае p = 2 и 2 6 τ1 < ∞, 1 < τ2 6 q < ∞. Теперь из неравенств (2.19) и (2.23) получим

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

>>
( logν−1M

M

)r1+
1
q
− 1

2

и в случае p = 2, и 2 6 τ1 < ∞, 1 < τ2 6 q < ∞, 2 6 θ 6 q < ∞. Этим и соотношением (2.20)
оценка снизу доказана для 1 < τ2 ≤ q < ∞.

Пусть q < τ2 < ∞. По условию теоремы 2 < q < ∞. Тогда по лемме 1.3 из [24] для функции
g ∈ Lq,τ2(T

m) ∩ Fn выполняется неравенство

‖g‖q,τ2 >>
(

∑

s∈Sn

‖δs(g)‖
τ2
q,τ2

)1/τ2
. (2.24)

Так как q < τ2 < ∞, то Lτ2(T
m) ⊂ Lq,τ2(T

m) (см. [1]). Поэтому согласно неравенству разных
метрик для тригонометрических полиномов в пространстве Лоренца (см. [27]) справедливо

соотношение ‖δs(g)‖τ2 <<
∏m

j=1 2
sj(

1
q
− 1

τ2
)
‖δs(g)‖q,τ2 . Следовательно, из (2.24) выводим

‖g‖q,τ2 >>
(

∑

s∈Sn

m
∏

j=1

2
−sj(

1
q
− 1

τ2
)τ2‖δs(g)‖

τ2
τ2

)1/τ2
.

Далее, применяя лемму 1.2 для полинома δs(g), отсюда получим

‖g‖q,τ2 >>
(

∑

s∈Sn

m
∏

j=1

2
−sj(

1
q
− 1

τ2
)τ2

m
∏

j=1

2−sj

2〈s,1〉
∑

j=1

|δsg
j |τ2

)1/τ2
= C2−

n
q

(

∑

s∈Sn

2〈s,1〉
∑

j=1

|δsg
j |τ2

)1/τ2
(2.25)
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в случае q < τ2. По определению линейного поперечника и в силу теоремы Литтлвуда — Пэли
в пространстве Лоренца (см. [24, теорема 1.1]) будем иметь

λM

(

S
r
2,2B, Lq,τ2

)

>> λM

(

S
r
2,2B ∩ Fn, Lq,τ2

)

>> λM

(

S
r
2,2B ∩ Fn, Lq,τ2 ∩ Fn

)

. (2.26)

Пусть f ∈ L2 ∩ Fn. Тогда в силу леммы 1.2

(

∑

s∈Sn

2〈s,r〉‖δs(f)‖
2
2

)1/2
≍ 2nr1

(

∑

s∈Sn

‖δs(f)‖
2
2

)1/2
≍ 2n(r1−

1
2
)
(

∑

s∈Sn

2〈s,1〉
∑

j=1

|δsf
j|2

)1/2
. (2.27)

Отсюда следует, что если для f ∈ L2 ∩ Fn выполнено неравенство

(

∑

s∈Sn

2〈s,1〉
∑

j=1

|δsf
j|2

)1/2
<< 2−n(r1−

1
2
), (2.28)

то C0f ∈ S
r
2,2B∩Fn при некотором C0 > 0. Это означает, что шару C−1

0 2−n(r1−
1
2
)B

2n|Sn|
2 радиуса

C−1
0 2−n(r1−

1
2
) из пространства l

2n|Sn|
2 согласно соотношениям (2.27) и (2.28) сопоставляется

единичный шар из Sr2,2B ∩ Fn. Кроме того, если g ∈ Lq,τ2(T
m) ∩ Fn, 2 < q < ∞, 2 < τ2 < ∞, то

выполняется (2.24). Таким образом, из (2.25)–(2.28) имеем

λM

(

S
r
2,2B,Lq,τ2

)

>> 2
−n(r1+

1
q
− 1

2
)
λM (B

2n|S|
2 , l2

n|Sn|
τ2 ) (2.29)

в случае 2 < q < τ2 < ∞.
Известно, что (см. [6, с. 206])

λM (B
2n|Sn|
2 , l2

n|Sn|
q ) = λM (B

2n|Sn|

q′
, l

2n|Sn|
2 ), (2.30)

где
1

q
+

1

q′ = 1, 1 < q < ∞. По теореме 2 из [26]

λM (B
2n|Sn|

τ
′
2

, l
2n|Sn|
2 ) >> min{(2n|Sn|)

1/τ
′

2M−1/2}

√

1−
M

2n|Sn|

>> min{(2n|Sn|)
1/2M−1/2}

√

1−
M

2n|Sn|
> C1 > 0.

Поэтому, заменяя в (2.30) q на τ2, получаем

λM (B
2n|Sn|
2 , l2

n|Sn|
τ2 ) >> C1. (2.31)

Теперь из оценок (2.29) и (2.31) следует, что

λM

(

S
r
2,2B,Lq,τ2

)

>> 2
−n(r1+

1
q
− 1

2
) (2.32)

в случае 2 < q < τ2 < ∞.
Если 2 6 θ 6 ∞, то S

r
2,2B ⊂ S

r
2,θB. Поэтому

λM

(

S
r
2,θB,Lq,τ2

)

>> λM

(

S
r
2,2B,Lq,τ2

)

. (2.33)

Теперь, учитывая, что M ≍ 2nnm−1, из (2.17), (2.32), (2.33) получим

λM

(

S
r
p,τ1,θB,Lq,τ2

)

>> 2−n(r1+
1
q
− 1

2
) ≍

( logν−1M

M

)r1+
1
q
− 1

2
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в случае 2 6 θ 6 ∞, 2 < q < τ2 < ∞. Этим оценка снизу в теореме 2.2 доказана для 2 6 θ 6

τ2 < ∞.

Пусть 1 < τ2 < θ 6 ∞. Так как 1 < p < 2, то из неравенства (2.17) следует, что

λM

(

S
r
p,τ1,θB,Lq,τ2

)

>> λM

(

S
r
2,θB ∩ Fn, Lq,τ2 ∩ Fn

)

. (2.34)

Пусть f ∈ S
r
2,θB. Тогда в силу леммы 1.2 имеем (см. доказательство (2.27))

(

∑

s∈Sn

2〈s,r〉‖δs(f)‖
θ
2

)1/θ
≍ 2nr1

(

∑

s∈Sn

‖δs(f)‖
θ
2

)1/θ
≍ 2n(r1−1/2)

(

∑

s∈Sn

(

2〈s,1〉
∑

j=1

|δsf
j|2

)θ/2)1/θ
(2.35)

для 1 6 θ 6 ∞. Для числа λ ∈ (q,∞) и функции g ∈ Lq,τ2(T
m) ∩ Fn по теореме 3.2 из [24] при

θ = λ и τ = τ2 справедливо соотношение

‖g‖q,τ2 >>
(

∑

s∈Sn

m
∏

j=1

2
sj(

1
λ
− 1

q
)τ2‖δs(g)‖

τ2
λ

)1/τ2
.

Далее, применяя лемму 1.2 для полинома δs(g), отсюда получим

‖g‖q,τ2 >>
(

∑

s∈Sn

m
∏

j=1

2sj(
1
λ
− 1

q
)τ2

(

m
∏

j=1

2−sj

2〈s,1〉
∑

j=1

|δsg
j |λ

)τ2/λ)1/τ2

= C2−
n
q

(

∑

s∈Sn

(

2〈s,1〉
∑

j=1

|δsg
j |λ

)τ2/λ)1/τ2
. (2.36)

Из неравенств (2.34)–(2.36) следует, что

λM

(

S
r
p,τ1,θB,Lq,τ2

)

>> 2−n(r1+
1
q
− 1

2
)λM (B

2n|S|
2,θ , l

2n|S|
λ,τ2

) (2.37)

для 1 < q < ∞, 1 < τ2 < θ 6 ∞. Поскольку |δsg
j | 6

(

2〈s,1〉
∑

j=1

|δsg
j |λ

)1/λ
для каждого j =

1, . . . , 2〈s,1〉, при каждом фиксированном s ∈ Sn, то

sup
j=1,...,2〈s,1〉

|δsg
j | 6

(

2〈s,1〉
∑

j=1

|δsg
j |λ

)1/λ

для s ∈ Sn. Следовательно,

(

∑

s∈Sn

(

2〈s,1〉
∑

j=1

|δsg
j |λ

)τ2/λ)1/τ2
>>

(

∑

s∈Sn

(

sup
j=1,...,2〈s,1〉

|δsg
j |
)τ2)1/τ2

. (2.38)

Далее, применяя неравенство Гельдера при 1 < τ2 < ∞,
1

τ2
+

1

τ
′

2

= 1, имеем

∑

s∈Sn

sup
j=1,...,2〈s,1〉

|δsg
j | 6

(

∑

s∈Sn

(

sup
j=1,...,2〈s,1〉

|δsg
j |
)τ2)1/τ2

|Sn|
1/τ

′

2 . (2.39)

Из неравенств (2.38) и (2.39) следует, что

|Sn|
1
τ2

−1
∑

s∈Sn

sup
j=1,...,2〈s,1〉

|δsg
j | 6

(

∑

s∈Sn

(

2〈s,1〉
∑

j=1

|δsg
j |λ

)τ2/λ)1/τ2
. (2.40)
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Теперь из оценок (2.37) и (2.40) получим

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

>> 2
−n(r1+

1
q
− 1

2
)
|Sn|

1
τ2

−1
λM (B

2n,|S|
2,θ , l

2n,|Sn|
∞,1 ) (2.41)

для 1 < q < ∞, 1 < τ2 < θ 6 ∞. В силу включения |Sn|
− 1

θB
2n,|Sn|
2,∞ ⊂ B

2n,|Sn|
2,θ (см. [17, с. 979]) из

неравенства (2.41) выводим формулу

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

>> 2−n(r1+
1
q
− 1

2
)|Sn|

1
τ2

− 1
θ
−1

λM (B
2n,|Sn|
2,∞ , l

2n,|Sn|
∞,1 ) (2.42)

для 1 < p < 2 < q < ∞, 1 < τ2 < θ 6 ∞. Согласно [7, теорема 3] из (2.42) имеем

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

>> 2
−n(r1+

1
q
− 1

2
)
|Sn|

1
τ2

− 1
θ
−1

λM (B
2n,|Sn|
1,∞ , l

2n,|Sn|
2,1 ) (2.43)

для 1 < p < 2 < q < ∞, 1 < τ2 < θ 6 ∞. По теореме 1 из [20] λM (B
2n,|Sn|
1,∞ , l

2n,|Sn|
2,1 ) >> |Sn|.

Поэтому, учитывая, что |Sn| ≍ nm−1 и M ≍ 2nnm−1, из (2.43) получим

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

>> 2−n(r1+
1
q
− 1

2
)|Sn|

1
τ2

− 1
θ

>> 2−n(r1+
1
q
− 1

2
)n

(m−1)( 1
τ2

− 1
θ
)
>>

( logm−1 M

M

)r1+
1
q
− 1

2
(logm−1 M)

1
τ2

− 1
θ

для 1 < p < 2 < q < ∞, 1 < τ2 < θ 6 ∞. �

Теорема 2.3. Пусть

1 < p < q 6 2 или 2 6 p < q < ∞, 1 < τ1, τ2 < ∞, 1 6 θ 6 ∞,

1

p
−

1

q
< r1 = . . . = rν < rν+1 6 . . . 6 rm.

Тогда

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lq,τ2

)

<<
( logν−1M

M

)r1+
1
q
− 1

p
(logν−1M)

( 1
τ2

− 1
θ
)+ . (2.44)

В случае

2 < p < q < ∞, 1 < τ1, τ2 < ∞, 1 6 θ 6 ∞ и r1 >
1

p
−

1

q
+

1

2

оценка (2.44) точна по порядку.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По заданному натуральному числу M выберем число n ∈ N

такое, что M ≍ 2nnν−1. Положим γj =
(

rj+
1

q
−
1

p

)

/
(

r1+
1

q
−
1

p

)

, j = 1, . . . ,m, γ = (γ1, . . . , γm)

и γ
′
= (γ

′

1, . . . , γ
′

m), где γ
′

j = γj для j = 1, . . . , ν и 1 < γ
′

j < γj при j = ν + 1, . . . ,m. Частичная
сумма

S(γ
′
)

n (f, x) =
∑

k∈Q
(γ

′
)

n

ak(f)e
i〈k,x〉

ряда Фурье функции f ∈ Lp,τ1(T
m) является линейным ограниченным оператором в Lp,τ1(T

m).
Поэтому оценка сверху следует из определения линейного поперечника и [24, теорема 3.3].

Оценка снизу. В случае 2 < p < q < ∞, 1 < τ1, τ2 < ∞ согласно неравенству разных метрик

для тригонометрических полиномов в пространстве Лоренца [27, лемма 6] имеем C0S
ρ
2,2,θB ⊂

S
r
p,τ1,θ

B для некоторого положительного числа C0, где ρ = (ρ1, . . . , ρm), ρj = rj +
1

2
−

1

p
,

j = 1, . . . ,m. Поэтому нижняя оценка следует из теоремы 2.2 при p = τ1 = 2. �
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В случае q = p справедлива

Теорема 2.4. Пусть

1 < p < ∞, 1 < τ2 6 2 и 1 < τ2 < τ1 < ∞,

1 6 θ 6 ∞, 0 < r1 = . . . = rν < rν+1 6 . . . 6 rm.

Тогда

λM

(

S
r
p,τ1,θB, Lp,τ2

)

<<
( logm−1 M

M

)r1
(logm−1 M)

( 1
τ2

− 1
θ
)+(logM)

1
τ2

− 1
τ1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы следует из теоремы 2.2 [24]. �

З а м е ч а н и е 1. В случае m = 1 и τ1 = p ≥ τ2 оценки в теореме 2.4 и теореме 1 из [23]
совападают по порядку. Если m ≥ 2, то они существенно отличаются.

Теорема 2.5. Пусть 0 < r1 = . . . = rν < rν+1 6 . . . 6 rm и 1 6 θ 6 ∞.

Если 2 < p < ∞ и 2 6 τ < ∞, то

λM

(

S
r
p,τ,θB, Lp,τ

)

<<
( logν−1 M

M

)r1
(logν−1 M)(

1
2
− 1

θ
)+ .

Если 1 < p < ∞ и 1 < τ 6 2, то

λM

(

S
r
p,τ,θB, Lp,τ

)

<<
( logν−1 M

M

)r1
(logν−1 M)(

1
τ
− 1

θ
)+ .

В случае 1 < p 6 τ 6 2 эта оценка точна по порядку.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценка сверху величины λM

(

S
r
p,τ,θB,Lp,τ

)

следует из [24, тео-
рема 2.1].

Оценку снизу в случае 1 < p 6 τ 6 2 достаточно доказать для ν = m. Для натурального
числа M выберем n ∈ N такое, что M ≍ 2nnm−1 и 2nnm−1 > 2M . Рассмотрим множество
Sn := {s = (s1, . . . , sm) ∈ N

m : 〈s, 1〉 = n}. Для функции g ∈ Fn по теореме 3.2 из [24] при θ = 2
и q = p имеем

‖g‖p,τ >>
(

∑

s∈Sn

m
∏

j=1

2
sj(

1
2
− 1

p
)τ
‖δs(g)‖

τ
2

)1/τ
.

Согласно лемме 1.2 отсюда получим

‖g‖p,τ >>
(

∑

s∈Sn

m
∏

j=1

2sj(
1
2
− 1

p
)τ
(

m
∏

j=1

2−sj

2〈s,1〉
∑

j=1

|δsg
j |2

)τ/2)1/τ
= C2−

n
p

(

∑

s∈Sn

(

2〈s,1〉
∑

j=1

|δsg
j |2

)τ/2)1/τ
.

(2.45)
С другой стороны по теореме Литтлвуда — Пэли в пространстве Лоренца (см. [24, теорема 1.1])
имеем

λM

(

S
r
p,τ,θB,Lp,τ

)

>> λM

(

S
r
p,τ,θB ∩ Fn, Lp,τ ∩ Fn

)

. (2.46)

Если 1 < p 6 τ , то известно, что Lp,p(T
m) ⊂ Lp,τ (T

m) и ‖f‖p,τ << ‖f‖p,p. Поэтому из (2.46)
следует, что

λM

(

S
r
p,τ,θB,Lp,τ

)

>> λM

(

S
r
p,θB ∩ Fn, Lp,τ ∩ Fn

)

. (2.47)

Согласно лемме 1.2 для функции g ∈ Fn справедливо соотношение

(

∑

s∈Sn

2〈s,r〉‖δs(f)‖
θ
p,τ

)1/θ
≍ 2nr1

(

∑

s∈Sn

‖δs(f)‖
θ
p,τ

)1/θ
≍ 2n(r1−1/p)

(

∑

s∈Sn

(

2〈s,1〉
∑

j=1

|δsf
j|τ

)θ/τ)1/θ
.

(2.48)
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Из неравенств (2.45), (2.47), (2.48) следует, что

λM

(

S
r
p,τ,θB,Lp,τ

)

>> 2−nr1λM (B
2n,|Sn|
p,θ , l

2n,|Sn|
2,τ ). (2.49)

Далее, учитывая включение |Sn|
−1/θB

2n,|Sn|
1,∞ ⊂ B

2n,|Sn|
p,θ (см. (2.42), (2.43)), из оценки (2.49)

получим

λM

(

S
r
p,τ,θB,Lp,τ

)

>>
( logm−1 M

M

)r1
(logm−1 M)

1
τ
− 1

θ

в случае 1 < p 6 τ 6 2, 1 < τ 6 θ 6 ∞.
Если 1 6 θ 6 τ 6 2, то, воспользуясь включением B

2n|Sn|
1 ⊂ B

2n,|Sn|
p,θ и теоремой 2 из [25] и

учитывая, что по выбору 2n|Sn| > 2M , будем иметь

λM (B
2n,|Sn|
p,θ , l

2n,|Sn|
2,τ ) >> λM (B

2n|Sn|
1 , l

2n|Sn|
2 ) >> dM (B

2n|Sn|
1 , l

2n|Sn|
2 ) >> C. (2.50)

Теперь из неравенств (2.49) и (2.50) следует, что λM

(

S
r
p,τ,θB,Lp,τ

)

>> 2−nr1 >>
( logm−1 M

M

)r1

в случае 1 6 θ 6 τ 6 2, 1 < p 6 τ 6 2. �

З а м е ч а н и е 2. В случае τ1 = p и τ2 = q результаты теорем 2.1–2.3 и теоремы 2.5
совпадают при θ = ∞ с утверждениями 3–6 теоремы из [12], а для 1 6 θ < ∞ с утверждениями
теоремы 1 из [14], теорем 3–4 из [15] и теорем 8–9 из [18].

Автор благодарен рецензенту за полезные замечания.
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9. Höllig K. Approximationszahlen von Sobolev-Einbettungen // Math. Annal. 1979. Vol. 242. P. 273–281.
doi: 10.1007/BF01420731 .

10. Темляков В.Н. Приближение функций с ограниченной смешанной производной // Тр. МИАН
СССР. 1986. Т. 178. С. 1–112.

11. Галеев Э.М. Линейные поперечники классов периодических функций многих переменных //
Вестн. МГУ. Сер. Математика, механика. 1987. № 4. С. 13–16.

12. Галеев Э.М. Линейные поперечники классов Гельдера — Никольского периодических функций
многих переменных // Мат. заметки. 1996. Т. 59, № 2. С. 189–199.

13. Изаак А.Д. Поперечники классов Гельдера — Никольского и конечномерных множеств в про-
странствах со смешанной нормой // Мат. заметки. 1996. Т. 59, № 3. С. 459–461.

14. Романюк А.С. Линейные поперечники классов Бесова периодических функций многих перемен-
ных I // Укр. мат. журн. 2001. Т. 53, № 5. С. 647–661.

15. Романюк А.С. Линейные поперечники классов Бесова периодических функций многих перемен-
ных II // Укр. мат. журн. 2001. Т. 53, № 6. С. 965–977.



38 Г.Акишев

16. Романюк А.С. Поперечники и наилучшее приближение классов Br
p,θ периодических функций

многих переменных // Anal. Math. 2011. Vol 37. P. 181–213. doi: 10.1007/s10476-011-0303-9 .

17. Романюк А.С. К вопросу о линейных поперечниках классов Br
p,θ периодических функций многих

переменных // Укр. мат. журн. 2014. Т. 66, № 7. С. 970–982.

18. Романюк А.С. Тригонометрические и линейные поперечники классов периодических функций
многих переменных // Укр. мат. журн. 2017. Т. 69, № 5. С. 670–681.

19. Базарханов Д.Б. Оценки некоторых аппроксимативных характеристик пространств Никольско-
го — Бесова обобщенной смешанной гладкости // Докл. РАН. 2009. Т. 426, № 1. С. 11–14.

20. Малыхин Ю.В., Рютин К.С. Произведение октаэдров плохо приближается в метрике l2,1 //
Мат. заметки. 2017. Т. 101, № 1. С. 85–90. doi: 10.4213/mzm11281 .

21. Тихомиров В.М. Теория приближений. Современ. проблемы математики. М.: 1987. C. 103–270.
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