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В работе рассматривается вопрос: при каких условиях на строго возрастающую последовательность

натуральных чисел {nj}
∞

j=1
для всякой функции f ограниченной вариации сумма ряда
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где ck(f) — коэффициенты Фурье— Уолша функции f , принадлежит пространству Lp[0, 1) при p > 1.
Для случая p = ∞ доказано, что такой последовательности не существует, а для конечных p > 1 по-

лучены достаточные условия на последовательность {nj}, аналогичные полученным первым автором в

тригонометрическом случае.
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S. A.Telyakovskii, N. N. Kholshchevnikova. Conditions under which the sums of absolute values

of blocks in the Fourier–Walsh series of functions of bounded variation belong to spaces Lp.

In this paper, the following question is considered: under what conditions on a strictly increasing sequence

of natural numbers {nj}∞j=1
does the sum of the series
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where ck(f) are the Walsh–Fourier coefficients of a function f , belong to the space Lp[0, 1), p > 1, for any

function f of bounded variation? For the case p = ∞, it is proved that such a sequence does not exist. For finite

p > 1, sufficient conditions are obtained for the sequence {nj}; these conditions are similar to the ones obtained

by the first author in the trigonometric case.
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1. Введение

Рассмотрим, при каких условиях на строго возрастающую последовательность натураль-
ных чисел {nj}

∞
j=1 для всякой функции f ограниченной вариации сумма ряда
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где ck(f) — коэффициенты Фурье— Уолша функции f , принадлежит пространству Lp[0, 1) при
p > 1.

Вопросы о сходимости по модулям блоков тригонометрических рядов Фурье функций огра-
ниченной вариации были поставлены в работах С.А.Теляковского [1–3]. Как известно, ряд
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Фурье 2π-периодической функции f ограниченной вариации сходится всюду; в точках непре-
рывности f — к ее значению, а в точках разрыва — к среднему арифметическому пределов
слева и справа (теорема Жордана— Дирихле). Абсолютной сходимости такого ряда может не
быть.

Для тригонометрических рядов Фурье запишем ряд по модулям блоков, определяемых
последовательностью {nj}

∞
j=1:

∞
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

nj+1−1
∑

k=nj

(ak cos kx+ bk sin kx)

∣

∣

∣

∣

, (1)

где ak и bk — коэффициенты Фурье функции f .
С.А.Теляковский доказал, что если последовательность {nj}

∞
j=1 является объединением

конечного числа лакунарных последовательностей, то ряд (1) для всякой функции ограничен-
ной вариации всюду сходится. Получается сходимость более сильная, чем поточечная сходи-
мость и более слабая, чем абсолютная сходимость. Затем в совместной работе А.С.Белова и
С.А.Теляковского [4] было получено необходимое и достаточное условие на последователь-
ность {nj}, для того чтобы выполнялось условие сходимости ряда (1) для всякой функции
ограниченной вариации, причем сумма ряда является ограниченной функцией. А именно, это
условие

∞
∑

j=i

1

nj
min(ni, nj+1 − nj) ≤ M, i = 1, 2, . . . ,

где M — некоторая абсолютная постоянная.
В статье [3] С.А.Теляковский доказал, что если для строго возрастающей последователь-

ности натуральных чисел {nj} сходится ряд

∞
∑

j=1

lnmax(nj , nj+1 − nj + 1)

nj
,

то для всякой 2π-периодической функции f ограниченной вариации сходится ряд (1), и его
сумма принадлежит L.

В 2007 г. Р.М.Тригуб [5] доказал, что это условие на последовательность {nj} является и
необходимым в данном вопросе. При этом само условие, как показала О.И.Кузнецова (см. [5]),
можно записать в эквивалентной форме

∞
∑

j=1

log(nj+1 − nj + 1)

nj+1
< ∞.

Интересно заметить, что в обоих сформулированных случаях возникала модельная функ-
ция, т. е. функция ограниченной вариации, для которой условие, необходимое для выполнения
требуемого свойства на всем классе функций ограниченной вариации, является необходимым
и для конкретно этой функции. Это функция

π − x

2
=

∞
∑

k=1

sin kx

k
, x ∈ (0, 2π). (2)

С.А.Теляковский предложил рассмотреть аналогичный вопрос для рядов по сис-
теме Уолша.

Cистема Уолша {wn}
∞
n=0 рассматривается обычно на полуинтервале [0, 1) или на двоич-

ной группе. Пусть n — неотрицательное целое число, имеющее двоичное разложение n =
∑∞

k=1 εk2
k, где εk = 0 или 1. Далее, пусть двоичное разложение числа x ∈ [0, 1) имеет вид

x =

∞
∑

k=0

xk
2k+1

,
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где xk = 0 или 1 — двоичные цифры числа x, причем в случае двоично-рационального числа x
берется разложение, содержащее конечное число единиц. Тогда функции системы Уолша на
[0, 1) в нумерации Пэли можно определить следующим образом:

wn(x) = (−1)
∑

∞

k=0
εkxk , n = 0, 1, . . . . (3)

Для случая p = 1 в статье [6] получен критерий, которому должна удовлетворять после-
довательность {nj} для того, чтобы сумма ряда Фурье функции ограниченной вариации

∞
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

nj+1−1
∑

n=nj

cnwn(x)

∣

∣

∣

∣

(4)

принадлежала пространству L. Чтобы его сформулировать, введем еще несколько обозначе-
ний. Вариацией числа n =

∑∞
k=1 εk2

k называется величина

V (n) =

∞
∑

k=1

|εk − εk−1|+ ε0.

Пусть n и m имеют двоичные разложения n = 2l1 + 2l2 + · · · + 2lν + 2lν+1 + · · · + 2ls ,
m = 2m1 +2m2 + · · ·+2mµ +2lν+1 + · · ·+2ls , где показатели записаны в возрастающем порядке,
и lν 6= mµ. Тогда положим ñ = 2l1 + 2l2 + · · · + 2lν , m̃ = 2m1 + 2m2 + · · ·+ 2mµ ,

V (n,m) = V (ñ) + V (m̃).

Справедлива

Теорема A. Пусть {nj}
∞
j=1 — строго возрастающая последовательность натуральных

чисел. Для того чтобы для каждой функции ограниченной вариации сумма ряда (4), где cn —

коэффициенты Фурье—Уолша этой функции, принадлежала пространству L[0, 1), необхо-

димо и достаточно, чтобы сходился ряд

∞
∑

j=1

V (nj , nj+1)

nj+1
. (5)

Условие на последовательность {nj}, сформулированное в теореме, является необходимым
для сходимости ряда из блоков уже для одной фиксированной функции ограниченной вариа-
ции: f0 = χ[0,1/3), т. е. она выступает в этой теореме как модельная функция.

Отметим еще, что условие на {nj} строго слабее, чем соответствующее условие в тригоно-
метрическом случае.

Будем говорить, что натуральное число n лежит в k-й двоичной пачке, если 2k ≤ n < 2k+1.
Сходимость ряда (5) эквивалентна сходимости ряда

∞
∑

k=1

1

2k

∑

{j : 2k≤nj<nj+1<2k+1}

V (nj, nj+1).

Доказательство теоремы существенно опиралось на оценку для констант Лебега ядер Ди-
рихле в случае системы Уолша

V (n) + 1

3
≤ Ln ≤ V (n);

множители 1/3 и 1 в ней точны.
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В работе В.П. Заставного [7] представлена более общая постановка вопроса, т. е. вместо
последовательности {nj}

∞
j=1 рассматриваются конечные подмножества, которые могут пере-

секаться. Сформулируем один из результатов этой работы в нашем случае сходимости по
блокам. Оказывается, если при фиксированном p ∈ [1,∞] для модельной функции (2) выпол-
няется условие принадлежности ряда модулей блоков ее ряда Фурье пространству Lp, то и для
ряда Фурье произвольной функции f ограниченной вариации для той же последовательности
номеров сумма ряда из модулей блоков ряда Фурье функции f принадлежит Lp. У А.С.Белова
(2006) для модельной функции был получен критерий принадлежности пространствам Lp для
1 < p < ∞, а в совместной работе А.С.Белова и С.А.Теляковского — для L∞. Доказательство
В.П. Заставного короткое и прозрачное, а условия на последовательность {nj} для модельной
функции достаточно сложные. В связи с этим достаточные условия на последовательность
тоже представляют интерес и были получены и С.А.Теляковским, и В.П. Заставным.

Вопросы, близкие тем, о которых здесь говорилось, рассматривались раньше В.Н.Темля-
ковым [8] и затем А.П.Павловым [9]. В.Н.Темляков рассматривал сходимость тригонометри-
ческих рядов Фурье функций классов Липшица, причем кроме разбиения на блоки с помощью
последовательности {nk} эти блоки умножались на степенные множители nβ

k . Продолжая ис-
следования В.Н.Темлякова, А.П.Павлов рассмотрел не только тригонометрический случай,
но и ряды по системе Уолша.

2. Случай L∞

Мы рассматриваем систему Уолша {wn}
∞
n=0 на полуинтервале [0, 1).

Из формулы (3) сразу следуют два известных свойства функций Уолша, которыми мы
будем пользоваться:

wn(x)wn(y) = wn(x⊕ y), wn(x)wm(x) = wn⊕m(x).

Здесь
x⊕ y = z, zk = xk + yk(mod2), n⊕m = s, sk = nk +mk(mod2).

Поскольку для двоично-рациональных чисел мы берем разложения с конечным числом еди-
ниц, считается, что сумма x⊕y не определена, если последовательноть zk содержит бесконечное
число единиц, идущих подряд. Для любого числа x множество чисел y, для которых не опре-
делена сумма x⊕ y, не более чем счетно, и поэтому оно никак не влияет на наши дальнейшие
рассуждения.

Рассмотрим ядра Дирихле для системы Уолша

Dn = w0 + w1 + · · ·+ wn−1, n = 1, 2, . . . ,

и приведем их свойства.
Подобно тригонометрическому случаю для частичных сумм ряда Фурье— Уолша функ-

ции f(x) справедлива формула

Sn(x, f) =

1
∫

0

f(t)Dn(x⊕ t) dt =

1
∫

0

f(x⊕ t)Dn(t) dt.

Нетрудно видеть, что ядро Дирихле с номером 2k равно 2k на полуинтервале [0, 1/2k) и
нулю в остальных точках из [0, 1) (это утверждение называется леммой Пэли). Из равенства
w2k+s = w2k · ws, 0 ≤ s ≤ 2k − 1, следует (см. [10, формула (1.4.11)]), что если n = 2k + l, где
1 ≤ l ≤ 2k, то ядро Дирихле представляется в виде

Dn(x) = D2k(x) + w2k(x)Dl(x). (6)

Для дальнейшего нам понадобятся некоторые формулы, полученные в [6], которые мы
сформулируем в виде леммы.
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Лемма 1. Пусть f — функция ограниченной вариации на [0, 1), cn = cn(f) — ее коэффи-

циенты Фурье—Уолша. Тогда

cn(f) =

1
∫

0

f(t)wn(t) dt = −

1
∫

0

Wn(t) df(t),

где Wn(t) =

∫ t

0
wn(u)du и выполняется равенство

nj+1−1
∑

n=nj

cnwn(x) = −

nj+1−1
∑

n=nj

wn(x)

1
∫

0

Wn(t) df(t) = −

1
∫

0

df(t)

t
∫

0

nj+1−1
∑

n=nj

wn(x)wn(u) du

= −

1
∫

0

df(t)

t
∫

0

(Dnj+1
(x⊕ u)−Dnj

(x⊕ u)) du.

В лемме первое равенство получается интегрированием по частям. Во втором функция Wn(t)
записывается через интеграл и меняется порядок интегрирования, причем внешний интеграл
Лебега— Стилтьеса, в последнем суммы произведений функций Уолша выражены через ядра
Дирихле.

Докажем теперь лемму, на которую будем опираться в теоремах 1 и 2.

Лемма 2. Если 2k ≤ n < 2k+1 и

x ∈
[ ν

2k
,
ν + 1

2k

)

,

то
x
∫

0

Dn(x⊕ u) du =

x
∫

ν/2k

Dn(x⊕ u) du.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно (см., например, утверждение 1.2.1 из [10]), что если

x ∈ [0, 1) фиксировано, а u пробегает двоичный интервал
[m

2k
,
m+ 1

2k

)

, то x ⊕ u тоже, за

исключением, быть может, счетного множества точек, пробегает двоичный интервал того же

ранга
[ l

2k
,
l + 1

2k

)

. Так как x по условию принадлежит двоичному интервалу
[ ν

2k
,
ν + 1

2k

)

, то

при
ν

2k
≤ u <

ν + 1

2k
получим 0 ≤ x ⊕ u < 1/2k, так как x ⊕ x = 0 лежит именно в этом

двоичном интервале. Следовательно, функция D2k(x⊕u) равна 2k на [ν/2k, (ν+1)/2k) и равна
нулю на его дополнении в [0, 1). Функция w2k на каждом двоичном интервале длины 1/2k

принимает значения +1 на одной его половине и −1 на второй, а функция Dn−2k принимает
постоянное значение на каждом двоичном интервале длины 1/2k, так как является суммой
функций wm с номерами, меньшими 2k. Поэтому интеграл от произведения w2k и Dn−2k по

каждому двоичному интервалу ранга k равен нулю. Следовательно,

∫

[0,1)\[ν/2k ,(ν+1)/2k)
Dn(x ⊕ u) du = 0 и

выполняется утверждение леммы.

Пусть f — функция ограниченной вариации на промежутке [0, 1) и
∑∞

k=1 ckwk(x) — ее ряд
Фурье — Уолша. В случае системы Уолша такие ряды сходятся в каждой точке непрерывно-
сти функции f (и даже в точках, где выполняется более слабое условие непрерывности), но
могут расходиться в точках разрыва, хотя и ограниченно. Пусть {nj} — строго возрастающая
последовательность номеров.

Для рядов по системе Уолша в случае p = ∞ получается совсем другой результат, чем в
тригонометрическом случае, а именно, справедлива следующая теорема.
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Теорема 1. Пусть {nj}
∞
j=1 — строго возрастающая последовательность натуральных

чисел. Тогда найдется функция f ограниченной вариации, для которой существенная верхняя

грань величины
∞
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

nj+1−1
∑

n=nj

cnwn(x)

∣

∣

∣

∣

,

где cn = cn(f) — коэффициенты Фурье—Уолша функции f , равна бесконечности.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что если для функции ограниченной вариации f ко-
нечна величина

∞
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

nj+1−1
∑

n=nj

cn(f)wn(x)

∣

∣

∣

∣

,

то это справедливо и для любой подпоследовательности {nj}. Выберем такую подпоследова-
тельность последовательности {nj}, обозначая ее по-прежнему {nj}, что если 2kj ≤ nj < 2kj+1,
то 2kj+1 ≤ nj+1 < 2kj+1+1, где kj+1 ≥ kj + 4.

Определим последовательность вложенных двоичных интервалов ∆j :=
[ νj

2kj
,
νj + 1

2kj

)

, за-

даваемых числами {νj}. Положим ν1 = ν2 = 0. Пусть построено четное число j = 2m вложен-
ных интервалов ∆1, . . . ,∆2m. Выберем νj+1 и νj+2 так, чтобы выполнялись условия

∆j+1 ⊂
[ νj

2kj
+

3

2kj+2
,
νj

2kj
+

7

2kj+3

)

(7)

и

∆j+2 ⊂
[ νj+1

2kj+1
,
νj+1

2kj+1
+

1

2kj+1+3

)

. (8)

В силу неравенства kj+1 ≥ kj + 4 это возможно. Затем построение повторяется. Пусть

{x} =

∞
⋂

j=1

[ νj

2kj
,
νj+1

2kj

]

.

В силу теоремы Кантора это пересечение непусто и, так как длины отрезков стремятся к нулю,
состоит из одной точки. Из построения следует, что x не может быть двоично-рациональной
точкой. Действительно, пусть l/2m — двоично-рациональное число. Так как длины отрезков ∆j

стремятся к нулю при j → ∞, а концы их двоично-рациональны, то для отрезка с большим
номером j число l/2m может быть только концом этого отрезка. Но тогда на шаге j + 1 или
j + 2 точка l/2m не войдет в пересечение промежутков ∆j+1 и ∆j+2 в силу построения.

Пусть f(t) = χ[0,x)(t) — характеристическая функция промежутка [0, x), где x — постро-
енная точка из [0, 1). В этом случае согласно лемме 1

nj+1−1
∑

n=nj

cnwn(x) = −

1
∫

0

dχ[0,x)(t)

t
∫

0

(Dnj+1
(x⊕ u)−Dnj

(x⊕ u)) du

=

x
∫

0

(Dnj+1
(x⊕ u)−Dnj

(x⊕ u)) du.

Покажем, что справедлива оценка

∣

∣

∣

∣

∣

x
∫

0

(Dnj+1
(x⊕ u)−Dnj

(x⊕ u)) du

∣

∣

∣

∣

∣

≥
1

4
.
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Имеем в силу леммы 2 для четных j и формул (7) и (6)

x
∫

0

Dnj
(x⊕ u) du =

x
∫

νj/2
kj

Dnj
(x⊕ u) du =

x
∫

νj/2
kj

(

D
2kj

(x⊕ u) + w
2kj

(x⊕ u)D
nj−2kj

(x⊕ u)
)

du

≥ 2kj
(

x−
νj
2kj

)

−
nj − 2kj

2kj+2
≥

3

4
−

1

4
=

1

2
.

Действительно, так как точка x принадлежит также ∆j+1, то расстояние от левого конца

промежутка ∆j, равного
νj

2kj
, до точки x не меньше, чем

3

2kj+2
. Первое слагаемое под интегра-

лом D
2kj

принимает на промежутке интегрирования
[ νj
2kj

, x
)

значение 2kj . Значит, интеграл

от первого слагаемого больше или равен 3/4.
Рассмотрим второе слагаемое. Отображение u 7→ x ⊕ u сохраняет меру и переводит ∆j в

[

0,
1

2kj

)

. Следовательно, D
nj−2kj

(x ⊕ u) = n − 2kj на ∆j. Далее, правая половина ∆j перехо-

дит в левую половину
[

0,
1

2kj

)

, так как x 7→ 0, а левая половина ∆j — в правую половину
[

0,
1

2kj

)

. Таким образом, если u пробегает
[ νj

2kj
, x

]

, то w
2kj

(x ⊕ u) принимает значение −1 на

отрезке длины
1

2
2−kj и значение +1 на множестве меры ≥

1

4
2−kj . В результате получается,

что интеграл от второго слагаемого не меньше, чем −
nj − 2kj

2kj+2
≥ −1/4.

Оценим далее, учитывая (8), интеграл

x
∫

0

Dnj+1
(x⊕ u) du =

x
∫

νj+1/2
kj+1

Dnj+1
(x⊕ u) du ≤

nj+1

2kj+1+3
≤

2kj+1+1

2kj+1+3
=

1

4
.

Отсюда следует приведенная выше оценка для модуля разности этих интегралов для четных j.
В силу этого для функции f(t) = χ[0,x)(t) имеем

∑

j

∣

∣

∣

∣

nj+1−1
∑

n=nj

cn(f)wn(x)

∣

∣

∣

∣

=
∑

j

∣

∣

∣

∣

∣

x
∫

0

Dnj+1
(x⊕ u)−Dnj

(x⊕ u) du

∣

∣

∣

∣

∣

= ∞.

Так как x не является двоично-рациональным числом и сумма ряда в x равна бесконечности,
то для произвольно большого M найдется номер N такой, что частичная сумма этого ряда с
номером N будет больше M в точке x, а тогда и в некоторой окрестности x в силу определе-
ния функций Уолша. Отсюда заключаем, что сумма ряда не принадлежит пространству L∞.
В силу произвольности первоначально взятой последовательности {nj} теорема доказана.

З а м е ч а н и е 1. В доказательстве этой теоремы существенную роль сыграла специфи-
ка ядер Дирихле для системы Уолша.

3. Достаточность для p > 1

Рассмотрим далее, при каких условиях на строго возрастающую последовательность на-
туральных чисел {nj}

∞
j=1 для всякой функции ограниченной вариации f сумма ряда

∞
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

nj+1−1
∑

n=nj

cn(f)wn(x)

∣

∣

∣

∣

, (9)
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где cn(f) — коэффициенты Фурье— Уолша функции f , принадлежит пространству Lp[0, 1)
при конечных p > 1.

Норма функции f в Lp[0, 1) ‖f‖p =

(
∫ 1

0
|f(t)|pdt

)1/p

. Обозначим через Ak множество

натуральных чисел из k-й двоичной пачки, т. е. Ak = {n : 2k ≤ n < 2k+1}.

Лемма 3. Пусть числа n > m натуральные и 1 < p < ∞. Тогда

‖Dn −Dm‖p :=

(

1
∫

0

|Dn(x)−Dm(x)|p dx

)1/p

≤ Cp(n−m)1−1/p.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения ядер Дирихле следует, что |Dn(x) −Dm(x)| ≤
n−m на [0, 1). С другой стороны, известно, что |Dn(x)| ≤ x−1, x ∈ (0, 1), n ∈ N (см., например,
[10, § 1.4, (1.4.6)]). Применяя первое неравенство при 0 ≤ x < (n−m)−1 и неравенство |Dn(x)−
Dm(x)| ≤ |Dn(x)| + |Dm(x)| ≤ 2x−1 при x ≥ (n−m)−1, получаем

‖Dn −Dm‖pp =

1
∫

0

|Dn(x)−Dm(x)|p dx ≤

1/(n−m)
∫

0

(n−m)p dx+

1
∫

1/(n−m)

(2/x)p dx

= (n−m)p−1 + 2p
(n−m)p − 1

p− 1
≤ (n −m)p−1

(

1 +
2p

p− 1

)

,

т. е. выполняется требуемая оценка.

Лемма доказана.

Теорема 2. Пусть {nj}
∞
j=1 — строго возрастающая последовательность натуральных

чисел. Для того чтобы для каждой функции f ограниченной вариации сумма ряда по блокам

∞
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

nj+1−1
∑

n=nj

cnwn(x)

∣

∣

∣

∣

, (10)

где cn — коэффициенты Фурье—Уолша этой функции, принадлежала пространству Lp[0, 1),
1 < p < ∞, достаточно, чтобы сходился ряд из разностей ядер Дирихле

∞
∑

j=1

1

nj+1
‖Dnj+1

−Dnj
‖p (11)

или равносходящийся с ним ряд

∞
∑

k=1

1

2k

∑

{j : 2k≤nj<nj+1<2k+1}

‖Dnj+1
−Dnj

‖p. (12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, выполнено условие (12). Добавим в последова-
тельность {nj} те числа 2k − 1 и 2k (k = 1, 2, . . .), которых в ней нет. Докажем, что ряд из
блоков по расширенной последовательности принадлежит Lp, и тем более лежит в Lp исход-
ный ряд (10). Выведем из леммы 3, что условие (12) выполнено и для расширенной после-
довательности. Действительно, сумма слагаемых, которые добавятся в (12), не превосходит
C
∑

k 2
−k2k(1−1/p) ≤ C(p). Будем далее обозначать через {nj} расширенную последователь-

ность.
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Теперь, если в новой последовательности числа nj и nj+1 лежат в разных двоичных пачках,

то nj = 2k − 1, а nj+1 = 2k для некоторого k. Соответствующий блок |
∑nj+1−1

k=nj
ck(f)wk(x)| со-

стоит из одного слагаемого, равного |c2k |. Коэффициенты Фурье — Уолша функции ограничен-

ной вариации на [0, 1) оцениваются формулой |cn(f)| ≤
1

n
V[0,1)(f) (см. [10, утверждение 2.7.5]).

Отсюда следует, что сумма ряда из коэффициентов |c2k(f)| не превосходит вариации f .

Теперь рассмотрим блок с номерами nj и nj+1 из k-й пачки

∣

∣

∣

∣

nj+1−1
∑

n=nj

cnwn

∣

∣

∣

∣

, 2k ≤ nj < nj+1 < 2k+1. (13)

Мы воспользуемся леммой 1:

nj+1−1
∑

n=nj

cnwn(x) = −

1
∫

0

df(t)

t
∫

0

(

Dnj+1
(x⊕ u)−Dnj

(x⊕ u)
)

du.

Аналогично рассуждениям при доказательстве теоремы 1 получаем равенство

t
∫

0

(

Dnj+1
(x⊕ u)−Dnj

(x⊕ u)
)

du =

t
∫

lk(t)

(

Dnj+1
(x⊕ u)−Dnj

(x⊕ u)
)

du,

где lk(t) = [2kt]/2k, [l] — целая часть числа l для t ∈ [0, 1), причем t ∈ [lk(t), lk(t) + 1/2k).
Теперь мы можем оценить норму блока (13), применяя в последнем неравенстве обобщенное
неравенство Минковского:

∥

∥

∥

∥

nj+1−1
∑

n=nj

cnwn(·)

∥

∥

∥

∥

p

=

∥

∥

∥

∥

∥

1
∫

0

df(t)

t
∫

0

(

Dnj+1
(· ⊕ u)−Dnj

(· ⊕ u)
)

du

∥

∥

∥

∥

∥

p

=

∥

∥

∥

∥

∥

1
∫

0

df(t)

t
∫

lk(t)

(

Dnj+1
(· ⊕ u)−Dnj

(· ⊕ u)
)

du

∥

∥

∥

∥

∥

p

≤

∥

∥

∥

∥

∥

1
∫

0

dv(t)

∣

∣

∣

∣

t
∫

lk(t)

(

Dnj+1
(· ⊕ u)−Dnj

(· ⊕ u)
)

du

∣

∣

∣

∣

∥

∥

∥

∥

∥

p

≤

1
∫

0

dv(t)

t
∫

lk(t)

∥

∥Dnj+1
(· ⊕ u)−Dnj

(· ⊕ u)
∥

∥

p
du ≤ V (1)2−k‖Dnj+1

−Dnj
‖p.

Суммируя полученные неравенства по j и применяя (12), получим, что ряд (10) лежит в Lp.

Эквивалентность условий (11) и (12) нетрудно вывести из леммы 3.

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 2. Надо заметить, что в случае p = 1 теорему А можно было сформули-
ровать тоже с использованием норм разностей ядер Дирихле, что следует из доказанной там
же теоремы 3. Причем в случае p = 1 достаточное условие является и необходимым.

Следующая теорема непосредственно вытекает из теоремы 2 и леммы 3.
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Теорема 3. Пусть 1 < p < ∞ и {nj}
∞
j=1 — строго возрастающая последовательность

натуральных чисел. Условие
∞
∑

j=1

(nj+1 − nj)
(p−1)/p

nj+1
< ∞

является достаточным для того, чтобы для всякой функции f ограниченной вариации сумма

ряда (9) принадлежала пространству Lp[0, 1).

Замечания рецензента и обсуждение работы с Ю.В.Малыхиным были весьма полезны.
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