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В статье строятся интерполяционно-ортогональные базисы всплесков на основе нескольких масштаби-
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ственной функции ψ. В отличие от классического случая, в данной статье рассматривается несколько бази-
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ющей функции Мейера таким образом, чтобы образованный ею базис был одновременно ортогональным

и интерполяционным. В данной статье приводится способ модификации масок n-раздельных масштаби-
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Введение

Теория всплесков возникла и стала интенсивно развиваться в 80-е годы прошлого века.
В работах Малла [1], Мейера [2] построение базисов всплесков начинается с построения си-
стемы вложенных подпространств Vj пространства L2(R), называемой кратномасштабным

анализом пространства L2(R). Базис каждого подпространства Vj образован сдвигами одной
сжатой в 2j раз масштабирующей функции ϕ(x), точнее, системой

{
ϕj,k(x) := 2j/2ϕ(2jx− k), k ∈ Z

}
, j ∈ Z. (0.1)

Дополняют пространства Vj до пространств Vj+1 подпространства Wj, базисы которых
{ψj,k(x)}k∈Z образованы сжатиями и сдвигами одной функции ψ(x). Базис всего простран-
ства L2(R) образован всеми функциями {ψj,k(x) := 2j/2ψ(2jx− k)}j,k∈Z.

1Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом центре при
финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (номер
соглашения 075-02-2022-874).
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В статье [3] нами были построены ортонормированные базисы n-раздельных всплесков в
пространстве L2(R) на основе нескольких масштабирующих функций ϕs, s = 1, . . . , n.

В настоящей работе предлагается способ модификации масок n-раздельных масштабирую-
щих функций ϕs (s = 1, . . . , n) таким образом, чтобы построенные по ним новые масштабиру-
ющие функции и всплески были бы и ортогональными, и интерполяционными, и порождали
интерполяционно-ортонормированные базисы пространства L2(R).

Построение такого базиса всплесков, как и в классическом случае, начнем с построения
соответствующего кратномасштабного анализа (КМА).

Обозначим через pt число, на единицу большее наименьшего неотрицательного вычета
числа t ∈ Z по модулю n. В частности, pn+t = pt, а для s = 1, . . . , n

ps =

{
s+ 1, s = 1, 2, . . . , n− 1,
1, s = n.

О п р е д е л е н и е 1. Назовем n-раздельным кратномасштабным анализом (n-КМА)
пространства L2(R) совокупность n последовательностей замкнутых в L2(R) подпространств

· · · ⊂ V
ps−2

−1 ⊂ V
ps−1

0 ⊂ V ps
1 ⊂ · · · ⊂ V

ps+(n−2)

n−1 = V
ps−2

n−1 ⊂ V ps−1
n ⊂ V ps

n+1 ⊂ · · · ⊂ V
ps+l

n+l+1 ⊂ · · · ,
(0.2)

при s = 1, 2, . . . , n, если она удовлетворяет следующим условиям:

а) ∪j∈ZV 1
nj = ∪j∈ZV 2

nj = · · · = ∪j∈ZV n
nj = L2(R);

б) ∩j∈ZV 1
nj = ∩j∈ZV 2

nj = · · · = ∩j∈ZV n
nj = {0};

в) f(x) ∈ V s
j ⇔ f(x+ l/2j) ∈ V s

j ∀j, l ∈ Z, s = 1, 2, . . . , n;

г) f(x) ∈ V s
0 ⇔ f(2jx) ∈ V s

j ∀j ∈ Z, s = 1, 2, . . . , n;
д) найдутся такие функции ϕs(x), s = 1, 2, . . . , n, что множества их сдвигов {ϕs(x− k)}k∈Z

образуют ортонормированные базисы пространств V s
0 , а {ϕsj,k}k∈Z — ортонормированные ба-

зисы пространств V s
j , j ∈ Z, s = 1, . . . , n.

Если ϕ1 = ϕ2 = . . . = ϕn, то n-раздельный КМА превращается в классический. В случае,
если число масштабирующих функций бесконечно, получим системы нестационарных, или
почти всплесков [4], введенные М.З.Берколайко и И.Я.Новиковым. В отличие от нестацио-
нарных всплесков, когда на каждом уровне j базис пространства Vj образован сдвигами своей
функции ϕj , число масштабирующих функций в n-КМА конечно. Применение n-раздельных
масштабирующих функций к решению систем дифференциальных уравнений рассматривается
в статье [5].

Из а), б) и (0.2) следует, как в работе [3], что для всех k, l ∈ {1, . . . , n}
⋃
j V

k
nj+l = L2(R),

⋂
j V

k
nj+l = {0}.

При этом условия вложения (0.2) имеют место при выполнении следующих равенств, на-
зываемых масштабирующими соотношениями:

ϕs(x) =
∑

ν∈Z

hs,psν ϕps1,ν(x), (0.3)

где ряд
∑

ν∈Z h
s,ps
ν ϕps1,ν(x) сходится в L2(R).

Для пространств V s
j строятся подпространства W s

j , дополняющие их до следующего про-
странства V ps

j+1 таким образом, что выполняются условия
1) V s

j

⊕
W s
j = V ps

j+1,
⊕

— знак прямой суммы;
2) V s

j ⊥W s
j ∀j ∈ Z, s = 1, . . . , n.

Ортонормированный базис пространства W s
j образован функциями-всплесками {ψsj,k(x) =

2j/2ψs(2jx− k)}k∈Z; при этом функции ψs строятся по ϕps следующим образом (см. [3]):

ψs(x) =
∑

ν∈Z

(−1)ν−1hs,ps1−νϕ
ps
1,ν(x), s = 1, . . . , n,
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где hs,psν — коэффициенты из (0.3), а ϕpsj,ν(x) определены в (0.1).

Далее будем использовать результаты работы [3] для построения интерполяционно-орто-
нормированных базисов пространств V s

j и W s
j .

Пусть преобразование Фурье f̂(ω) функции f(x) определяется формулой

f̂(ω) :=

∫

R

f(x)e−2πiωxdx.

Для того чтобы система {ϕj,k(x) := 2j/2ϕ(2jx − k)}k∈Z была ортонормированной, а система
{2−j/2ϕj,k(x)}k∈Z интерполяционной, необходимо и достаточно, чтобы порождающая их функ-
ция ϕ(x), точнее, ее преобразование Фурье ϕ̂(ω) удовлетворяла двум условиям:

∑

ν∈Z

|ϕ̂(ω − k)|2 = 1, (0.4)

∑

ν∈Z

ϕ̂(ω − k) = 1. (0.5)

Это возможно не всегда: в качестве примера приведем масштабирующую функцию типа Ко-
тельникова— Мейера, описанную в [6]. Эта функция ϕ(x) = ϕε(x) такова, что носитель ее
преобразования Фурье совпадает с отрезком [−(1 + ε)/2, (1 + ε)/2], 0 ≤ ε ≤ 1/3; ϕ̂(ω) = 1 при
−(1−ε)/2 ≤ ω ≤ (1−ε)/2, функция ϕ̂(ω) четная, а при ε > 0 на промежутке [(1−ε)/2, (1+ε)/2]
функция ϕ̂2(ω) − 1/2 нечетная относительно ω = 1/2: для такой функции выполнено при
ε 6= 0 только необходимое и достаточное условие (0.4) ортонормированности. В статье [6]
Ю.Н.Субботин и Н.И.Черных нашли два способа изменить масштабирующую функцию Мей-
ера таким образом, чтобы новая масштабирующая функция порождала не только ортогональ-
ную, но и интерполяционную систему сдвигов.

При построении первым способом новая масштабирующая функция примет вид

ϕ̂1(ω) = ϕ̂(ω) + α(ω) + i · sign(ω)β(ω),

где носитель функций α(ω), β(ω) — это множество [(1−ε)/2, (1+ε)/2]∪ [(−1−ε)/2, (−1+ε)/2],
а на промежутках [(1− ε)/2, (1 + ε)/2] и [(−1− ε)/2, (−1 + ε)/2]

α(ω) =
1− ϕ̂(ω)− ϕ̂(ω − 1)− ϕ̂(ω + 1)

2
, β(ω) =

√
ϕ̂(ω)(ϕ̂(ω − 1) + ϕ̂(ω + 1))

2
.

Преобразование масштабирующей функции вторым способом:

ϕ̂2(ω) = |ϕ̂(ω)|2 + i · sign(ω)β(ω),

где носитель функции β(ω) — также множество [(1− ε)/2, (1 + ε)/2] ∪ [(−1− ε)/2, (−1 + ε)/2],
и на своем носителе

β(ω) = ϕ̂(ω)(ϕ̂(ω − 1) + ϕ̂(ω + 1)).

В обоих случаях новая функция ϕs удовлетворяет условиям (0.4) и (0.5) и является мас-
штабирующей функцией для кратномасштабного анализа . . . ⊂ Vj ⊂ Vj+1 ⊂ . . . , где базис
пространства V0 образован системой {ϕs(x− k)}k∈Z.

В следующем разделе опишем способ модификации масок масштабирующих функций ϕs,
образующих n-раздельный КМА, таким образом, что построенные по ним новые масштабиру-
ющие функции порождают интерполяционно-ортогональные базисы.
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1. Построение интерполяционно-ортогональных масок

n-раздельных масштабирующих функций ϕs(x)

Условия на маски масштабирующих функций ϕs(x) для ортонормированности

и интерполяционности систем {ϕs(x − k)}k∈Z. Пусть ϕ̂s(ω) ∈ L2(R) ∩ L(R), s = 1, . . . , n.
Известно, что необходимым и достаточным условием ортонормированности сдвигов {ϕs(x −
k)}k∈Z, s = 1, . . . , n, каждой из n-раздельных масштабирующих функций является выполнение
условия (0.4), для интерполяционности каждой из n-раздельных масштабирующих функций
требуется выполнение (0.5).

Условие интерполяционности системы {ϕs(x− k)}k∈Z эквивалентно условию

∑

ν∈Z

ϕ̂s(ω − k) = 1, s = 1, . . . , n. (1.1)

Преобразование Фурье масштабирующих соотношений (0.3) выглядит следующим образом:

ϕ̂s(ω) = ms,ps
(ω
2

)
ϕ̂ps

(ω
2

)
, s = 1, . . . , n, (1.2)

где маски ms,ps(ω) масштабирующих функций определяются формулой

ms,ps(ω) =
∑

ν∈Z

hs,psν e2πiνω, s = 1, . . . , n. (1.3)

Известно, что если системы {ϕs(x− k)}k∈Z ортонормированы, то для масок выполняются
соотношения

|ms,ps(ω)|2 +
∣∣∣ms,ps

(
ω +

1

2

)∣∣∣
2
= 1, s = 1, . . . , n. (1.4)

Докажем, что подобное утверждение справедливо и для условия интерполяционности.

Предложение 1. Пусть масштабирующие функции ϕs(x), s = 1, . . . , n, таковы, что

{ϕs(x − k)}k∈Z — интерполяционные системы для каждого s = 1, . . . , n. Тогда для масок

ms,ps(ω) масштабирующих функций выполняются условия

ms,ps(ω) +ms,ps
(
ω +

1

2

)
= 1, s = 1, . . . , n. (1.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {ϕs(x − k)}k∈Z, s = 1, . . . , n, — интерполяционные систе-
мы. Тогда для них выполняются равенства (1.1). Из равенств (1.1) и (1.2) следует, что

∑

ν∈Z

ϕ̂s(ω − ν) =
∑

ν∈Z

ms,ps
(ω − ν

2

)
ϕ̂s

(ω − ν

2

)
=

∑

ν∈Z

ms,ps
(ω
2
− ν

)
ϕ̂s

(ω
2
− ν

)

+
∑

ν∈Z

ms,ps
(ω + 1

2
−ν

)
ϕ̂s

(ω + 1

2
−ν

)
= ms,ps

(ω
2

)∑

ν∈Z

ϕ̂s
(ω
2
−ν

)
+ms,ps

(ω + 1

2

)∑

ν∈Z

ϕ̂s
(ω + 1

2
−ν

)

= ms,ps
(ω
2

)
+ms,ps

(ω + 1

2

)
= 1.

Таким образом, для почти всех ω выполняются равенства (1.5). �

Преобразование масок n-раздельных масштабирующих функций, удовлетворя-

ющих условиям (1.3) и (1.4). Пусть имеется ортонормированный n-раздельный КМА с
масками ms,ps(ω), s = 1, . . . , n, ms,ps(ω) ∈ R. Для него справедливы масштабирующие соотно-
шения (0.3), (1.2), а маски определены равенствами (1.3). Модифицируем маски n-раздельных
масштабирующих функций следующим образом:

ms,ps
I (ω) = |ms,ps(ω)|2 + αs(ω).
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Для того чтобы ms,ps
I (ω) удовлетворяли условиям (1.5), должно выполняться равенство

αs(ω) = −αs(ω+1/2). Для того чтобы для ms,ps
I (ω) выполнялись условия (1.4), возьмем αs(ω)

вида

αs(ω) = Bs(ω)ms,ps(ω)ms,ps
(
ω +

1

2

)
,

где

Bs(ω) = −Bs(ω), |Bs(ω)| = 1, Bs(ω) = −Bs
(
ω +

1

2

)
.

Пусть Bs(ω), например, имеет вид

Bs(ω) = i · sign(sin 2πω).

Новые маски, по которым далее строится n-раздельный КМА в случае вещественных ms,ps(ω),
теперь имеют вид 1-периодических функций

ms,ps
I (ω) = |ms,ps(ω)|2 + i · sign(sin 2πω)ms,ps(ω)ms,ps

(
ω +

1

2

)
. (1.6)

Для маски ms,ps(ω) ∈ C, необязательно вещественнозначной, интерполяционно-ортого-
нальную маску можно определить формулой

ms,ps
I (ω) = |ms,ps(ω)|2 + i · sign(sin 2πω)

∣∣∣ms,ps(ω)ms,ps
(
ω +

1

2

)∣∣∣. (1.7)

Обозначим через M s
I (ω) следующие произведения:

M1
I (ω) = m1,2

I (2n−1ω) ·m2,3
I (2n−2ω) · . . . ·mn−1,n

I (2ω) ·mn,1
I (ω),

M2
I (ω) = m2,3

I (2n−1ω) ·m3,4
I (2n−2ω) · . . . ·mn,1

I (2ω) ·m1,2
I (ω),

. . .

Mn
I (ω) = mn,1

I (2n−1ω) ·m1,2
I (2n−2ω) · . . . ·mn−2,n−1

I (2ω) ·mn−1,n
I (ω).

Заметим, что из соотношения (1.5) следует, что для таких M s
I , s = 1, . . . , n, справедливо

равенство

M s
I (ω) +M s

I

(
ω +

1

2n

)
+M s

I

(
ω +

2

2n

)
+ . . .+M s

I

(
ω +

2n − 1

2n

)
= 1. (1.8)

Как показано в [3], n-раздельные масштабирующие функции можно восстановить по их пре-
образованиям Фурье

ϕ̂sI(ω) =

∞∏

j=1

M s
I

( ω
2nj

)
, s = 1, . . . , n. (1.9)

2. Интерполяционно-ортогональные системы функций {ϕsI,j,k : k ∈ Z}
в пространстве L2(R)

В этом разделе покажем, что при дополнительных условиях на построенные мас-
ки ms,ps(ω), s = 1, . . . , n, системы функций {ϕsI,j,k : k ∈ Z}, где ϕ̂sI определены формулой (1.9),

являются ортонормированными в пространстве L2(R) и интерполяционными на сетке {xj,r =
r/2j : r ∈ Z}.

Теорема 1. Пусть для масок ms,ps(ω), s = 1, . . . , n, выполняются условия

|ms,ps(ω)| ≥ 1− Ω(ω)
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в некоторой окрестности нуля, где функция Ω(ω) ≥ 0 такова, что ряд
∑∞

j=1Ω
( ω

2nj

)
схо-

дится. Определим маски ms,ps
I (ω), s = 1, . . . , n, формулами (1.6) при ms,ps(ω) ∈ R и формула-

ми (1.7) при ms,ps(ω) ∈ C. Пусть при этом функция

ϕ̂s(ω) :=

∞∏

j=1

M s
( ω

2nj

)
∈ L(R) ∩ L2(R),

а функции ms,ps(ω), s = 1, . . . , n, удовлетворяют условиям типа (1.4) и |ms,ps(ω)| ≥ C0 > 0
при |ω| ≤ 1/4. Тогда при целых j и s = 1, . . . , n системы функций {ϕsI,j,k : k ∈ Z}, где ϕ̂sI
определены формулой (1.9), являются ортонормированными в пространстве L2(R), интер-

поляционными на сетке {xj,r = r/2j : r ∈ Z}. Последовательности V s
j образуют n-раздельный

КМА пространства L2(R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения M s
I (ω) следует, что функции M s

I (ω), постро-
енные по ms,ps(ω), s = 1, . . . , n, удовлетворяют условиям теоремы 3 работы [3]. А именно,
M s
I (ω) удовлетворяют условиям (1.8), |M s

I (ω)| ≥ C̃ > 0 при |ω| ≤ 1/(2n+1) (следует из условия

|ms,ps(ω)| = |ms,ps
I (ω)|), а

∏∞
j=1M

s
I

( ω

2nj

)
сходится.

Это означает, что системы функций {ϕsI,j,k}k∈Z являются ортонормированными в простран-

стве L2(R) и порождают n-раздельный КМА пространства L2(R).
Покажем, что системы функций {ϕsI,j,k}k∈Z являются интерполяционными на сетке {xj,r =

r/2j : r ∈ Z}. Для этого нужно доказать справедливость равенства

ϕsI(r) = δ0,r (r ∈ Z).

Для доказательства используем идеи Малла. Введем последовательность функций

ϕ̂sIk(ω) :=
k+1∏

j=1

M s
I

( ω

2nj

)
χ[−1,1]

( ω

2n(k+1)−1

)
.

Ясно, что ϕ̂sIk(ω) → ϕ̂sI(ω) при k → ∞ поточечно и

∫

R

ϕ̂sIk(ω)e
2πiωrdω =

2n(k+1)−1∫

−2n(k+1)−1

k+1∏

j=1

M s
I

( ω

2nj

)
e2πiωrdω.

Покажем, что системы {ϕsI,k(x − l)}l∈Z являются интерполяционно-ортогональными. По
построению M s

I (ω) удовлетворяет условию (1.8). Покажем, что для всех s = 1, . . . , n и всех
k ∈ Z системы функций {ϕsIk(x− l)}l∈Z интерполяционные на целочисленной сетке. Имеем

ϕsIk(l) =

∫

R

ϕ̂sIk(ω)e
2πilωdω =

2n(k+1)−1∫

−2n(k+1)−1

k+1∏

j=1

M s
I

( ω

2nj

)
e2πilωdω.

Длина отрезка интегрирования в данном случае совпадает с периодом подынтегральной функ-
ции. Сдвигая отрезок интегрирования на 2n(k+1)−1 и разбивая на сумму 2n интегралов, полу-
чим

ϕsIk(l) =

2n(k+1)∫

0

k+1∏

j=1

M s
I

( ω

2nj

)
e2πilωdω =

2nk∫

0

k+1∏

j=1

M s
I

( ω

2nj

)
e2πilωdω

+

2nk+1∫

2nk

k+1∏

j=1

M s
I

( ω

2nj

)
e2πilωdω + . . .+

2n(k+1)∫

2n(k+1)−1

k+1∏

j=1

M s
I

( ω

2nj

)
e2πilωdω,
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где после замены в каждом r-м слагаемом переменной ω/2nk на ω/2nk+(r−1)/2n, r = 2, . . . , 2n,
получим

ϕsI,k(l) =

2nk∫

0

k∏

j=1

M s
I

( ω

2nj

)(
M s
I

( ω

2nk

)
+M s

I

( ω

2nk
+

1

2n

)

+M s
I

( ω

2nk
+

2

2n

)
+ . . .+M s

I

( ω

2nk
+

2n − 1

2n

))
e2πilωdω =

2nk∫

0

n−1∏

j=1

M s
I

( ω

2nj

)
e2πilωdω.

Заметим, что под знаком интеграла теперь оказалась функция ϕ̂sIk−1(ω), т. е. исходное равен-
ство после k таких же итераций примет вид

ϕsIk(l) =

∫

R

ϕ̂sI k−1(ω)e
2πilωdω = . . . =

∫

R

ϕ̂sI0(ω)e
2πilωdω =

2n−1∫

−2n−1

M s
I

( ω
2n

)
e2πilωdω

=

1∫

0

M s
I

( ω
2n

)
e2πilωdω +

2∫

1

M s
I

( ω
2n

)
e2πilωdω + . . .+

2n∫

2n−1

M s
I

( ω
2n

)
e2πilωdω

=

1∫

0

(
M s
I

( ω
2n

)
+M s

I

( ω
2n

+
1

2n

)
+M s

I

( ω
2n

+
2

2n

)
+ . . .+M s

I

( ω
2n

+
2n − 1

2n

))
e2πilωdω

=

1∫

0

e2πilωdω = δl,0.

Таким образом, интерполяционность систем {ϕsk(x− l)}l∈Z доказана.

Покажем теперь, что |ϕ̂sIk(ω)| ≤ C1|ϕ̂sI(ω)|. Тогда по теореме Лебега о мажорантной схо-
димости можно будет перейти к пределам под знаками интегралов. По условиям (1.6), (1.7)
|ms,ps

I (ω/2j)| = |ms,ps(ω/2j)|, поэтому из условия теоремы следует, что |ms,ps
I (ω/2j)| ≥ C0 > 0

при |ω| ≤ 1/2, j ≥ 1. При этом по условию теоремы |ms,ps(ω)| = |ms,ps
I (ω)| ≥ 1 − Ω(ω) при

ω < δ0. Найдется такое j0, что Ω(ω/2j) < 1/2, j ≥ j0. Имеем

|ϕ̂sI(ω)| =
∞∏

j=1

∣∣∣M s
I

( ω

2nj

)∣∣∣ =
j0∏

j=1

∣∣∣M s
I

( ω

2nj

)∣∣∣
∞∏

j=j0+1

∣∣∣M s
I

( ω

2nj

)∣∣∣.

Из условия |ms,ps
I (ω/2j)| ≥ C0 > 0 следует, что справедливо неравенство

j0∏

j=1

∣∣∣M s
I

( ω

2nj

)∣∣∣ ≥ Cnj00 .

Так как |ms,ps
I (ω+1/2)| ≤ Ω(ω), то выполнено |ms,ps

I (ω+1/2)| = |1−ms,ps
I (ω)| ≤ Ω(ω), поэтому

1− |ms,ps
I (ω)| ≤ Ω(ω) при ω < δ0. Тогда

∞∏

j=j0+1

∣∣∣M s
I

( ω

2nj

)∣∣∣ ≥
∞∏

j=j0+1

(
1− Ω(2−jω)

)
.

Следовательно, используя то, что при 0 ≤ y ≤ 1/2 выполнено 1− y ≥ e−2y, получаем

|ϕ̂sI(ω)| ≥ Cj0
∞∏

j=j0+1

e−2Ω(2−jω) ≥ Cj0 exp
( ∞∑

j=nj0+1

(−2Ω(2−jω))
)
≥Cj0 exp

(
− 2 max

|ω|<δ0
Ω(2−jω

)
=C ′ > 0.
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Это означает, что χ[−1,1](ω) ≤
|ϕ̂sI(ω)|
C ′

.

Тогда

|ϕ̂sI,k(ω)| =
k∏

j=1

∣∣∣M s
I

( ω

2nj

)∣∣∣χ[−1,1]

( ω

2n(k+1)−1

)
≤ 1

C ′

k∏

j=1

∣∣M s
I (ω/2

nj)
∣∣∣∣ϕ̂sI

(
ω/(2nk)

)∣∣

= C1|ϕ̂sI(ω)| ∈ L(R) ∩ L2(R).

Применив теорему Лебега о мажорантной сходимости, получаем, что выполнено

ϕsI,k(l) = δl,0,

и тем самым теорема 1 полностью доказана. �

3. Интерполяционно-ортогональные базисы всплесков в пространстве L2(R)

Дополняющие V s
j до V ps

j+1 пространства W s
j строятся таким образом, что их базисы обра-

зованы системами {ψsj,k(x)}k∈Z (см. [3]), где

ψ̂sI(ω) = eiπωms,ps
I

(ω + 1

2

)
ϕ̂ps

(ω
2

)
, s = 1, . . . , n. (3.1)

Для таких функций {ψsj,k(x)}k∈Z справедливо следующее

Предложение 2. Пусть функции ψs определяются формулами (3.1). Тогда системы

функций

{. . . , ψ1
0,k, ψ

2
1,k, ψ

3
2,k, . . . , ψ

n
n−1,k, ψ

1
n,k, . . .}k∈Z, {. . . , ψ2

0,k, ψ
3
1,k, ψ

4
2,k, . . . , ψ

1
n−1,k, ψ

2
n,k, . . .}k∈Z, . . . ,

{. . . , ψn0,k, ψ1
1,k, ψ

2
2,k, . . . , ψ

n−1
n−1,k, ψ

n
n,k, . . .}k∈Z

являются ортонормированными базисами пространства L2(R), интерполяционными на сет-

ке {(2k − 1)/2j+1 : j, k ∈ Z}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определенные формулами (3.1) ψs построены, как в работе [3],
поэтому для них системы функций, определенные в предложении 2, являются ортонормиро-
ванными базисами пространства L2(R).

Покажем, что они являются интерполяционными на сетке {(2k − 1)/2j+1 : j, k ∈ Z}. Для
этого сначала докажем, что системы {ψsI(x−k)}k∈Z, s = 1, . . . , n, являются интерполяционными
на сетке {l + 1/2}l∈Z. Действительно, если преобразование Фурье определено формулой (3.1),
то функция ψsI имеет вид

ψsI(x) =
∑

ν∈Z

(−1)νhs,psI,1−νϕ
ps
I,1,ν(x).

Так как все четные коэффициенты, кроме нулевого, равны нулю, а система функций {ϕpsI,1,k(x)}
является интерполяционной на сетке l/2, l ∈ Z, то

ψsI(x) = ϕpsI (2x− 1) +
√
2
∑

ν∈Z

hs,psI,1−2νϕ
ps
I (2x− 2ν).

Тогда в точках вида l + 1/2 будет выполнено соотношение

ψsI

(
l +

1

2

)
= ϕpsI

(
2
(
l +

1

2

)
− 1

)
+

√
2
∑

ν∈Z

hs,psI,1−2νϕ
ps
I

(
2
(
l +

1

2

)
− 2ν

)
= δl,0.
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Следовательно, система {ψsI(x − k)}k∈Z является интерполяционной на сетке {l + 1/2}l∈Z, а
тогда и система сжатий этих функций {ψsI(2jx − k)}k∈Z будет интерполяционной на сетке
{(2l + 1)/2j+1}l∈Z. �

П р и м е р ы. 1. Пусть m1,2(ω) — маска Мейера, m2,1(ω) — маска Добеши m2,1(ω) =∑N
k=0 hke

2πikω. Такие ортогональные маски удовлетворяют условиям теоремы 1. Полученные

по формуле (1.7) маски m1,2
I (ω) и m2,1

I (ω) позволяют построить 2-раздельный КМА.

2. Рассмотрим в качестве m1,2(ω),m2,1(ω) маски Добеши m1,2(ω) =
∑N1

k=0 h
1,2
k e2πikω;

m2,1(ω) =
∑N2

k=0 h
2,1
k e2πikω. Они являются тригонометрическими полиномами, которые удо-

влетворяют условиям теоремы 1, поэтому построенные с их помощью маски

m1,2
I (ω) =

∣∣∣∣
N1∑

k=0

h1,2k e2πikω
∣∣∣∣
2

+ i sign(sin 2πω)

∣∣∣∣
N1∑

k=0

h1,2k e2πikω
N1∑

l=0

h1,2l e2πi(l+1/2)ω

∣∣∣∣,

m2,1
I (ω) =

∣∣∣∣
N2∑

k=0

h2,1k e2πikω
∣∣∣∣
2

+ i sign(sin 2πω)

∣∣∣∣
N2∑

k=0

h2,1k e2πikω
N2∑

l=0

h2,1l e2πi(l+1/2)ω

∣∣∣∣

позволяют получить интерполяционно-ортогональные системы 2-раздельных масштабирую-
щих функций. Полученные таким образом масштабирующие функции, в отличие от исход-
ных, не будут иметь компактного носителя, так как маски ms,ps

I (ω), s = 1, 2, не являются
тригонометрическими полиномами.

4. Быстрые дискретные всплеск-преобразования

Для полученных интерполяционно-ортогональных базисов n-раздельных КМА и всплес-
ков, как и в классическом случае, можно использовать быстрые алгоритмы прямых и обрат-
ных дискретных всплеск-преобразований для обработки сигналов. Коэффициенты разложе-
ния функции по базисам масштабирующих функций при малых j вычисляются при этом по
известным коэффициентам разложения функции по базисам масштабирующих функций при
больших j.

Пусть нам известно разложение функции по базисам V s
j и W s

j :

PrV s
j
f(x) =

∑

k∈Z

csI,j,kϕ
s
I,j,k(x); PrW s

j
f(x) =

∑

k∈Z

dsI,j,kψ
s
I,j,k(x).

Так как V ps
j+1 = V s

j

⊕
W s
j , то

∑

k∈Z

cpsI,j+1,kϕ
ps
I,j+1,k(x) =

∑

k∈Z

csI,j,kϕ
s
I,j,k(x) +

∑

k∈Z

dsI,j,kψ
s
I,j,k(x). (4.2)

Скалярно домножая (4.2) последовательно на ϕpsI,j+1,l(x), ϕ
s
I,j,l(x), ψ

s
I,j,l(x), получим, что

cpsI,j+1,l =
∑

k∈Z

csI,j,kh
s,ps
I,l−2k +

∑

k∈Z

dsI,j,kh
s,ps
I,ψ,l−2k;

csI,j,l =
∑

k∈Z

cpsI,j+1,kh
s,ps
I,2l−k; dsI,j,l =

∑

k∈Z

cpsI,j+1,kh
s,ps
I,ψ,2l−k .

Схематично это можно изобразить в виде прямой и обратной пирамидальных схем:

cpsI,j,k −→ csI,j−1,k −→
ց ց · · ·

dsI,j−1,k

csI,j−1,k −→ cpsI,j,k −→
ր ր · · ·

dsI,j−1,k dpsI,j,k .
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