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Рассматривается поперечник класса Соболева 2π-периодических функций с ‖f(r)‖∞ 6 1 относительно

множества функций g, таких что ‖g(r)‖∞ 6 M в равномерной метрике: Kn := Kn(W r
∞
,MW r

∞
, L∞).

Доказана оценка снизу на Kn при M = 1+ ε с малым ε. Эта оценка вместе с более ранними результатами

завершает исследование о поведении величин Kn.
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1. Введение

В творчестве С.А.Теляковского и Ю.Н.Субботина есть общий сюжет — относительные
поперечники. По этой теме ими написано несколько совместных статей.

Пусть X — нормированное пространство. Относительным n-мерным поперечником множе-
ства W ⊂ X относительно множества V ⊂ X называется величина

Kn(W,V,X) := inf
Ln

E(W,Ln ∩ V )X ,

где Ln — линейные подпространства X размерности n, а E — уклонение:

E(W,U)X := sup
w∈W

inf
u∈U

‖w − u‖X .

Обычный колмогоровский поперечник dn(W,X) соответствует случаю V = X. Очевидно, что
Kn(W,V,X) > dn(W,X).

Рассмотрим классы Соболева W r
∞ (r ∈ N), состоящие из 2π-периодических функ-

ций f : R → R, таких что f, f ′, . . . , f (r−1) абсолютно непрерывны и ‖f (r)‖∞ 6 1. Нас интересу-
ет приближение этих классов в равномерной метрике. Колмогоровские поперечники хорошо
известны [1]:

d2n(W
r
∞, L∞) = d2n−1(W

r
∞, L∞) = Krn

−r.

Константы Фавара Kr равномерно ограничены и отделены от нуля: π2/8 = K2 6 Kr 6

K1 = π/2.

1Исследование выполнено в МГУ имени М. В. Ломоносова за счет гранта Российского научного
фонда (проект №22-11-00129).



138 Ю.В.Малыхин

В данной работе рассматриваются относительные поперечники W r
∞ относительно мно-

жеств MW r
∞, M > 1. Другими словами, мы аппроксимируем W r

∞ линейными пространствами
и требуем, чтобы приближающие функции удовлетворяли условию ‖g(r)‖∞ 6 M . Поведение
относительных поперечников в этом случае описывается следующей теоремой.

Теорема. Пусть r ∈ N, r > 3, M > 1; положим Kn := Kn(W
r
∞,MW r

∞, L∞) для n ∈ N.

1) Если M = 1, то c1(r)n
−2 6 Kn 6 c2(r)n

−2. То же верно при M 6 1 + 1/n2.

2) Если M = 1 + ε, где 1/n2 6 ε 6 1, то

c1(r)n
−rε1−r/2

6 Kn 6 c2(r)n
−rε1−r/2. (1)

3) При M > 1 и n > δ−1
1 , где δ1 := exp(−c1M), имеем

K2n >
1

8
(1 + δ1)

rn−r. (2)

4) При M > 2 и n > Cδ−1
2 , где δ2 := exp(−c2M), имеем

K2n−1 6 Kr(1 + Cδ2)
rn−r. (3)

5) При M = (4/π2) lnmin(n, r) + C поперечник Kn равен колмогоровскому поперечнику

dn(W
r
∞, L∞).

Здесь c1, c2, C — положительные абсолютные постоянные; c1(r), c2(r) — положительные

числа, зависящие только от r.

Случай M = 1, с которого и началось исследование относительных поперечников, был
изучен В.Н.Коноваловым в работе [2]. Им был обнаружен интересный эффект порядкового
отличия относительного (Kn ≍ n−2) и колмогоровского (dn ≍ n−r) поперечников, а также
приведено общее определение относительного поперечника. (Обозначение Kn(W,V,X) было
предложено в [3].) Позже простое и изящное доказательство результата Коновалова было дано
В.М.Тихомировым [4].

В.Ф.Бабенко [5] с помощью приближения сплайнами доказал, что при любом M > 1 по-
рядки колмогоровских и относительных поперечников совпадают: Kn ≍ dn ≍ n−r, тем самым
ответив на вопрос С.Б.Стечкина.

“Фазовый переход” между случаями M = 1 и M > 1 описывается формулой (1). Верхняя
оценка была получена в [5].

Ю.Н.Субботин и С.А.Теляковский в работе [3] показали, что при

M = (4/π2) lnmin(n, r) + C

относительные и колмогоровские поперечники в точности совпадают. Это потребовало весьма
тонких оценок норм производных ядер Фавара. Вопрос о том, можно ли в качестве M взять
абсолютную постоянную, оставался открытым.

Отрицательный ответ на этот вопрос был дан в работе автора [6], где были доказаны
неравенства (2) и (3). Из (2), например, следует, что если M = c ln r, где c достаточно мало,
то при достаточно больших r имеем lim

n→∞
Kn/dn > exp(

√
r).

В настоящей работе мы устраняем оставшийся пробел и доказываем нижнюю оценку в
формуле (1). Наше доказательство следует идеям из упомянутой работы Тихомирова.

Отметим, что при r = 1, 2, как показал Коновалов [2], относительный поперечник совпадает
по порядку с колмогоровским уже при M = 1.
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2. Доказательство

Для простоты обозначений мы работаем с 1-периодическими функциями вместо 2π-пери-
одических. Пусть r ∈ N, r > 3. Предположим, ε достаточно мало и εn2 > 1, докажем, что

Kn(W
r
∞, (1 + ε)W r

∞, L∞) > c(r)n−rε1−r/2.

Пусть Qn — некоторое приближающее пространство. Оценим уклонение, используя двойствен-
ность и интегрирование по частям (см. [6]):

E := E
(
W r

∞, Qn ∩ (1 + ε)W r
∞, L∞

)
= sup

‖g‖161

(
sup

f∈W r
∞

〈f, g〉 − sup
h∈Qn∩(1+ε)W r

∞

〈h, g〉
)

= sup
‖G(r)‖161

(
E(G)1 − (1 + ε) sup

u∈Q
(r)
n ,‖u‖∞61

〈u,G〉
)
.

Здесь E(G)1 есть наилучшее приближение функции константами, а Q
(r)
n состоит из r-х произ-

водных функций из Qn.
Положим m := ⌊Anε1/2⌋, где A — положительная абсолютная постоянная, которую подбе-

рем позже. Мы построим функцию G со свойствами

(i) E(G)1 = ‖G‖1,

(ii) ‖G(r)‖1 6 Cr‖G‖1mr,

(iii) 〈u,G〉 6 (1− 2ε)‖G‖1 для u ∈ Q(r)
n , ‖u‖∞ 6 1.

Заметим, что из свойств (i), (ii) и (iii) вытекает нужная нам оценка. Действительно, нормируем
функцию G условием ‖G(r)‖1 = 1, получим

E > E(G)1 − (1 + ε) sup〈u,G〉 > ‖G‖1 − (1 + ε)(1 − 2ε)‖G‖1

> ε‖G‖1 > C−1
r εm−r ≍ n−rε1−r/2.

Начнем с того, что построим функцию s = signG. Разобьем T = R/Z наm равных отрезков;
на каждом из них возьмем s равной некоторому знаку на левой половине и противоположному
знаку на правой:

sτ (x) :=

m−1∑

k=0

τk

(
χ
( k
m
, k+1/2

m
)
(x)− χ

(k+1/2
m

, k+1
m

)
(x)

)
, τ = (τ0, . . . , τm−1) ∈ {−1, 1}m.

Чуть позже мы докажем, что существует набор знаков τ и сдвиг θ ∈ T, такие что

inf
u∈Q

(r)
n

‖sτ (x− θ)− u(x)‖2 > c

√
m

n
. (4)

Предположим пока, что неравенство (4) выполнено; для простоты обозначений считаем θ = 0
в нем. Построим функцию G, signG = sτ , удовлетворяющую условиям (i)–(iii).

Зафиксируем бесконечно-гладкую 1-периодическую функцию ϕ, такую что

ϕ(x) =





x, 0 6 x 6 0.1,

1, 0.2 6 x 6 0.3,

0.5 − x, 0.4 6 x 6 0.6,

−1, 0.7 6 x 6 0.8,

x− 1, 0.9 6 x 6 1,
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и 1/10 6 ϕ(x) 6 1 на [0.1, 0.4], −1 6 ϕ(x) 6 −1/10 на [0.6, 0.9].
Рассмотрим функцию

G̃(x) =

m−1∑

k=0

τkϕ(mx− k)χ( k
m
, k+1

m
)(x).

Ясно, что sign G̃ = sτ , однако в точках (k + 1)/m, в которых τkτk+1 = −1, происходит разрыв
производной; исправим это. Мы имеем G̃(x) = −τk при mx ∈ [k + 0.7, k + 0.8] и G̃(x) =
τk+1 = −τk при mx ∈ [k + 1.2, k + 1.3]. Сделаем функцию константой на проблемном участке:
G(x) := −τk при mx ∈ [k+0.7, k+1.3]. Проделав это для всех проблемных k, получим искомую
функцию G (в остальных точках G(x) = G̃(x)). Проверим выполнение условий.

Условие (i) следует из того, что signG = sτ ⊥ {const} (см., например, [7, § 10]).
Условие (ii) следует из того, что в каждой точке x либо G(r)(x) = 0, либо G(r)(x) =

±mrϕ(r)(x′) для некоторой точки x′, поэтому ‖G(r)‖1 6 ‖G(r)‖∞ 6 Crm
r. В то же время

‖G‖1 > 0.2.
Для дальнейшего нам понадобятся множества Uγ := {x : |G(x)| 6 γ}. Заметим, что G имеет

не более 2m нулей, |G(x)| < 1/10 только в окрестности этих нулей, причем |G′| = m в этих
окрестностях. Следовательно, при γ < 1/10 имеем µ(Uγ) 6 2m · 2γ/m = 4γ.

Проверим (iii). Пусть u ∈ Q(r)
n , ‖u‖∞ 6 1. Тогда

‖G‖1 − 〈u,G〉 =
∫
G(signG− u) =

∫
G(sτ − u) =

∫
|G|ψ,

где ψ = |sτ − u|. Заметим, что 0 6 ψ 6 2, и в силу (4)

∫
ψ > (1/2)

∫
ψ2

> δ := c1m/n.

Оценим снизу интеграл

∫
|G|ψ. Рассмотрим задачу минимизации

∫
|G|ϕ → min, 0 6 ϕ 6 2,

∫
ϕ > δ.

Экстремальная функция ϕ∗ имеет вид ϕ∗(x) = 2 на подходящем множестве U меры δ/2 и
ϕ∗(x) = 0 — в остальных точках. Имеем

µ(Uδ/16) 6
1

4
δ 6

1

4

∫
ϕ∗ =

1

2
µ(U).

Следовательно, |G| > δ/16 на половине носителя ϕ∗, откуда

‖G‖1 − 〈u,G〉 =
∫

|G|ψ >

∫
|G|ϕ∗

>

( δ

16

)
µ(U) >

δ2

32
.

При достаточно большом A (см. определение m) имеем δ > 10ε1/2, откуда

δ2

32
> 2ε > 2ε‖G‖1.

Свойство (iii) установлено.
Наконец, докажем (4). Пусть s — функция x 7→ sτ (x − θ), где все τk ∈ {−1, 1} и θ ∈ T

выбраны случайно, равномерно и независимо друг от друга. Нетрудно видеть, что за счет
усреднения по θ при любых j 6= l имеем E ŝ(j)ŝ(l) = 0. Известно, что в этом случае справедливо
соотношение

dn
(
{sτ (· − θ)}τ,θ, L2

)2
> d avg

n (s, L2)
2
2 := inf

dimVn6n
Eρ(s, Vn)

2
2 =

∑

j>n

σ2j , (5)
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где σ1 > σ2 > · · · — невозрастающая перестановка последовательности величин (E |̂s(j)|2)1/2.
Мы используем стандартное обозначение f̂(j) для коэффициентов Фурье. По поводу обозна-
чения d avg

n см. [8]. Неравенство вида (5) использовалось в работе [9] (оценка снизу была сфор-
мулирована для поперечника, но доказывалась для усредненного уклонения).

Вычислим σj , положив для краткости fk := χ
( k
m
,
k+1/2

m
)
− χ

(
k+1/2

m
, k+1

m
)
:

E |̂s(j)|2 = E |ŝτ (j)|2 = E

m−1∑

k1=0

τk1 f̂k1(j)
m−1∑

k2=0

τk2 f̂k2(j) =
m−1∑

k=0

|f̂k(j)|2 = m|f̂0(j)|2 =
4m sin4 πj

2m

π2j2
.

Задача свелась к следующей: из последовательности {mj−2 sin4(πj/(2m))}j∈Z\{0} убрали n
наибольших чисел, нужно оценить снизу сумму оставшихся. Разобьем множество индексов на
пачки {j : |j| = 2sm + k, 1 6 k 6 2m} для s = 0, 1, . . . . Так как всего убрали n чисел, есть не
более n/2m пачек, из которых убрали больше половины. Нетрудно видеть, что в каждой из
оставшихся пачек сумма чисел не меньше c(s + 1)−2. Следовательно, оцениваемая сумма не
меньше c

∑
s> n

2m
s−2 ≍ m/n. Неравенство (4) следует из (5).

Теорема доказана.
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