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НЕРАВЕНСТВО БЕРНШТЕЙНА — СЕГЕ
ДЛЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ

В ПРОСТРАНСТВЕ L0 С КОНСТАНТОЙ БОЛЬШЕЙ,
ЧЕМ КЛАССИЧЕСКАЯ1

А.О. Леонтьева

Во множестве Tn тригонометрических полиномов fn порядка n с комплексными коэффициентами

рассматривается производная Вейля (дробная производная) f
(α)
n вещественного неотрицательного поряд-

ка α. Изучается точная константа Bn(α, θ)p в неравенстве Бернштейна —Сеге ‖f
(α)
n cos θ + f̃

(α)
n sin θ‖p 6

Bn(α, θ)p‖fn‖p. Такие неравенства иccледуются уже больше 90 лет. Известно, что при 1 6 p 6 ∞, α > 1
и θ ∈ R константа имеет классическое значение Bn(α, θ)p = nα. Случай p = 0 интересен как минимум
по той причине, что константа Bn(α, θ)0 является наибольшей по p при p ∈ [0,∞]. В.В.Арестов дока-
зал, что при r ∈ N неравенство Бернштейна в L0 выполняется с константой Bn(r, 0)0 = nr, а константа
Bn(α, π/2)0 в неравенстве Сеге в L0 с ростом n ведет себя как 4n+o(n). В 1994 г. В.В.Арестов, а в 2014
В.В.Арестов и П.Ю. Глазырина изучали вопрос об условиях на параметры n и α, при которых константа
в неравенстве Бернштейна —Сеге принимает классическое значение nα. Недавно автором была доказана
гипотеза В. В.Арестова и П.Ю.Глазыриной о том, что при α > 2n− 2 при всех θ ∈ R неравенство Берн-
штейна —Сеге выполняется с константой nα. Открытым остается вопрос о точности границы α = 2n− 2,
точнее говоря, вопрос о точной константе при α < 2n − 2. В данной статье доказано, что для любого
0 6 α < n найдется θ∗(α) такое, что Bn(α, θ∗(α))0 > nα.

Ключевые слова: тригонометрические полиномы, производная Вейля, неравенство Бернштейна —Сеге,
пространство L0.

A. O. Leont’eva. Bernstein–Szegő inequality for trigonometric polynomials in the space L0 with

a constant greater than classical.

In the set Tn of trigonometric polynomials fn of order n with complex coefficients, the Weyl derivative

(fractional derivative) f
(α)
n of real nonnegative order α is considered. The exact constant Bn(α, θ)p in Bernstein–

Szegő inequality ‖f
(α)
n cos θ + f̃

(α)
n sin θ‖p 6 Bn(α, θ)p‖fn‖p is analyzed. Such inequalities have been studied

for more than 90 years. It is known that, for 1 6 p 6 ∞, α > 1, and θ ∈ R, the constant takes the classical value
Bn(α, θ)p = nα. The case p = 0 is of interest at least because the constant Bn(α, θ)0 takes the maximum value
in p for p ∈ [0,∞]. V. V.Arestov proved that, for r ∈ N, the Bernstein inequality in L0 holds with the constant
Bn(r, 0)0 = nr, and the constant Bn(α, π/2)0 in the Szegő inequality in L0 behaves as 4n+o(n). V.V.Arestov
in 1994 and V.V.Arestov and P.Yu. Glazyrina in 2014 studied the question of conditions on the parameters
n and α under which the constant in the Bernstein–Szegő inequality takes the classical value nα. Recently,
the author has proved Arestov and Glazyrina’s conjecture that the Bernstein–Szegő inequality holds with the
constant nα for α > 2n − 2 and all θ ∈ R. The question about the exactness of the bound α = 2n − 2, more
precisely, the question of the best constant for α < 2n− 2 remans open. In the present paper, we prove that for
any 0 6 α < n one can find θ∗(α) such that Bn(α, θ∗(α))0 > nα.
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1. Введение. Основной результат

1.1. Обозначения

Пусть Tn = Tn(C) — множество тригонометрических полиномов

fn(t) =
a0
2

+

n
∑

k=1

(ak cos kt+ bk sin kt) =

n
∑

k=−n

cke
ikt (1.1)

порядка n с комплексными коэффициентами. Вместе с полиномом (1.1) будем рассматривать
полином

f̃n(t) =
n
∑

k=1

(bk cos kt− ak sin kt) = i
n
∑

k=−n

ck(sign k)e
ikt,

который называют сопряженным для fn.
При 0 6 p 6 ∞ рассмотрим на Tn функционалы

‖fn‖p =

(

1

2π

2π
∫

0

|fn(t)|
pdt

)1/p

, 0 < p < ∞,

‖fn‖∞ = lim
p→+∞

‖fn‖p = ‖fn‖C2π = max{|fn(t)| : t ∈ R},

‖fn‖0 = lim
p→+0

‖fn‖p = exp

(

1

2π

2π
∫

0

ln |fn(t)|dt

)

;

только при 1 6 p 6 ∞ эти функционалы являются нормами.
Для вещественного α > 0 дробной производной, или производной Вейля порядка α полино-

ма (1.1), называется (см. [17, а также 11, гл. 4, § 19]) полином

Dαfn(t) =

n
∑

k=1

kα
(

ak cos
(

kt+
πα

2

)

+ bk sin
(

kt+
πα

2

))

=

n
∑

k=−n

ck|k|
αei

πα

2
sign keikt.

При α ∈ N производная Вейля совпадает с классической производной: Dαfn = f
(α)
n . В случае

α = 0 оператор D0 удаляет свободный член полинома: D0fn(t) = fn(t) − (a0/2). Для произ-
водных Вейля выполняется полугрупповое свойство DβDα = Dα+β, α, β > 0. В дальнейшем
будем для вещественного α > 0 вместо Dαfn писать f

(α)
n .

Для вещественного θ рассмотрим оператор

Dα
θ fn(t) = f (α)

n (t) cos θ + f̃ (α)
n (t) sin θ

=
n
∑

k=1

kα
(

ak cos
(

kt+
πα

2
+ θ

)

+ bk sin
(

kt+
πα

2
+ θ

))

=
n
∑

k=−n

ck|k|
αei(πα/2+θ)sign keikt; (1.2)

будем называть его оператором Вейля —Сеге. Нас интересует норма оператора (1.2) в про-
странстве Tn относительно функционала ‖ · ‖p, а точнее, наименьшая константа Bn(α, θ)p
в неравенстве

‖Dα
θ fn‖p 6 Bn(α, θ)p‖fn‖p, fn ∈ Tn. (1.3)

Неравенства такого типа называются неравенствами Бернштейна—Сеге, при θ = 0 — нера-

венствами Бернштейна, при θ = π/2 — неравенствами Сеге.

Для константы Bn(α, θ)p в (1.3) справедливы неравенства

Bn(α, θ)p 6 Bn(α, θ)∞, 1 6 p 6 ∞,
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nα = Bn(α, θ)2 6 Bn(α, θ)p 6 Bn(α, θ)0, 0 6 p 6 ∞. (1.4)

Первое из них — известное свойство операторов свертки, последнее доказано В.В.Арестовым [3].
Тот факт, что величина Bn(α, θ)p принимает наибольшее значение по p ∈ [0,∞] при p = 0, есть
одна из причин того, что случай p = 0 имеет в этой тематике большое значение.

История исследования неравенств (1.3) подробно описана в [2; 5–7;14–16]. Наиболее полно
эти неравенства изучены при 1 6 p 6 ∞ и α > 1. В этом случае для любого вещественного θ
выполняется точное неравенство

∥

∥f (α)
n cos θ + f̃ (α)

n sin θ
∥

∥

p
6 nα‖fn‖p, fn ∈ Tn. (1.5)

Вопрос о том, когда неравенство (1.5) выполняется при 0 6 p < 1 с той же константой nα,
оказался сложным. Ниже в подразделе 1.2 будут изложены известные автору результаты по
этому вопросу. Именно этой теме посвящена данная статья.

1.2. Неравенства Бернштейна и Сеге в пространстве L0.

Гипотезы В. В.Арестова и П. Ю.Глазыриной

В.В.Арестов [1–3] создал новый метод исследования экстремальных задач для алгебраи-
ческих многочленов на единичной окружности и, что то же самое в силу формулы

fn(t) = e−intP2n(e
it), (1.6)

для тригонометрических полиномов на периоде относительно широкого класса “норм”, в том
числе в пространствах Lp, 0 6 p 6 ∞. В [1; 2] при помощи этого метода он доказал, что
для любого 0 6 p 6 ∞ во множестве тригонометрических полиномов Tn выполняется точное
неравенство Бернштейна ‖f ′

n‖p 6 n‖fn‖p, fn ∈ Tn. Отсюда следует, что во множестве триго-
нометрических полиномов Tn для целого неотрицательного r точное неравенство Бернштейна

‖f (r)
n ‖p 6 nr‖fn‖p, fn ∈ Tn, (1.7)

выполняется не только в классическом случае 1 6 p 6 ∞, но и в случае 0 6 p < 1.

В [4] В.В.Арестов показал, что в неравенстве Сеге для производной неотрицательного
целого порядка r сопряженных тригонометрических полиномов в пространстве L0

∥

∥f̃ (r)
n

∥

∥

0
6 Bn(r, π/2)0 ‖f‖0 , fn ∈ Tn, (1.8)

ситуация иная в сравнении с неравенством Бернштейна (1.7). А именно, при фиксирован-
ном целом неотрицательном r константа в неравенстве Сеге ведет себя следующим образом:
Bn(r, π/2)0 = 4n+o(n) при n → ∞. Таким образом, она растет существенно быстрее, чем кон-
станта nr в неравенстве Бернштейна (1.7) для r ∈ N в L0. Здесь же был изучен вопрос о таких
значениях параметров r и n, при которых неравенство (1.8) для производной сопряженного
полинома выполнялось бы с классической константой Bn(r, π/2)0 = nr. Было отмечено, что
для этого достаточно выполнения неравенства r > n ln 2n.

В 1994 г. В.В.Арестов в результате экспериментов на ПК высказал следующую гипоте-
зу относительно константы Bn(r, π/2)0 в неравенстве (1.8): для того чтобы неравенство Се-

ге (1.8) в L0 для производной порядка r ∈ N сопряженного полинома порядка n выполнялось

с константой nr, необходимо и достаточно, чтобы r > 2n− 2.

Следуя [7], для n ∈ N, θ ∈ R обозначим через αn(θ) наименьшее неотрицательное веще-
ственное число такое, что при α > αn(θ) неравенство Бернштейна— Сеге выполнялось бы с
классической константой Bn(α, θ)0 = nα:

∥

∥f (α)
n cos θ + f̃ (α)

n sin θ
∥

∥

0
6 nα‖fn‖0, fn ∈ Tn, (1.9)
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при α > αn(θ). В 2014 г. В.В.Арестов и П.Ю.Глазырина (см. [7]) в связи с изучением нера-
венства Бернштейна— Сеге сформулировали и обосновали для n = 2 следующие гипотезы.

Г и п о т е з а 1. Если α ∈ R и α > 2n − 2, то неравенство Бернштейна— Сеге в L0

для производной порядка α полинома порядка n выполняется с константой nα при любом θ,
т.е. αn(θ) 6 2(n − 1).

Г и п о т е з а 2. При θ = 0, т. е. для неравенства Бернштейна, имеет место равенство
αn(0) = 2(n − 1).

Н.В.Попов в тезисах нескольких докладов за 2017–2021 гг. (см. [10] и приведенную там
библиографию) анонсировал результат, который по сути означает, что при θ = 0 для 3 6 n 6 10
имеет место равенство αn(0) = 2n− 2. Этот результат подтверждает гипотезу 2 при n 6 10.

В работе автора [16] была доказана гипотеза 1, т. е. доказано, что неравенство (1.9) выпол-
няется при любом n ∈ N и любом θ ∈ R для значений α > 2n − 2. Ниже в теореме 1 будут
даны достаточные условия строгого неравенства Bn(α, θ)0 > nα.

1.3. Формулировка основного результата

Основным результатом данной работы является

Теорема 1. Для любых n > 2 и 0 6 α < n найдется θ∗ = θ∗n(α) такое, что

Bn

(

α, θ∗
)

0
> nα.

Следствие 1. Для любых n > 2 и 0 6 α < n найдется θ∗ = θ∗n(α) такое, что

n 6 αn(θ
∗) 6 2n− 2.

З а м е ч а н и е. На самом деле из доказательства следует, что утверждение теоремы 1
выполняется для точек θ∗ из некоторого множества положительной меры Θ∗ = Θ∗

n(α) ⊆ [0, 2π).

2. Доказательство основного результата

2.1. Переход к изучению производной Вейля — Сеге экстремального по-

линома

Для изучения неравенства Бернштейна— Сеге (1.3) будем использовать метод В.В.Арестова
исследования экстремальных задач для тригонометрических полиномов [2; 3]. В [16, § 2] (см.
также [8;9]) описан этот метод и показано его применение для оператора Вейля— Сеге при про-
извольных α и θ. Этот метод позволяет свести задачу к изучению производной Вейля— Сеге
Dα

θ hn полинома

hn(t) = 2n(1 + cos t)n =

n
∑

k=−n

Cn+k
2n eikt = Cn

2n + 2

n
∑

k=1

Cn+k
2n cos kt,

который является экстремальным в неравенстве (1.3) при p = 0. Производная Вейля— Сеге
полинома hn имеет вид

Dα
θ hn(t) = e−intΛα,θ

2n (eit) = 2

n
∑

k=1

Cn+k
2n kα cos

(

kt+
πα

2
+ θ

)

,

по формуле (1.6) ей соответствует алгебраический многочлен

Λα,θ
2n (z) =

n
∑

k=1

Cn+k
2n kα

(

e−i(πα/2+θ)zn−k + ei(πα/2+θ)zn+k
)

. (2.1)
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Задача сводится именно к исследованию многочлена (2.1) и его среднего геометрического на
единичной окружности

∥

∥Λα,θ
2n

∥

∥

0
.

Для произвольного алгебраического многочлена Pm его среднее геометрическое определя-
ется как

‖Pm‖0 = exp

(

1

2π

2π
∫

0

ln
∣

∣Pm(eit)
∣

∣dt

)

. (2.2)

Если старший коэффициент многочлена Pm степени m равен am 6= 0, то как следствие форму-
лы Йенсена (см., например, [12, т. 1, отд. 3, гл. 4, § 2, задача 175]) справедливо представление
для величины (2.2) через нули zj , j = 1, . . . ,m, многочлена Pm

‖Pm‖0 = |am|

m
∏

j=1

max{1, |zj |}. (2.3)

В дальнейшем мы будем использовать представление (2.3) среднего геометрического (2.2) мно-
гочлена Pm при доказательстве теоремы 1.

Справедливо утверждение, отмеченное в [16, разд. 2].

Утверждение 1. Для точной константы в неравенстве (1.3) при p = 0 справедливы

равенства

Bn(α, θ)0 =
∥

∥Λα,θ
2n

∥

∥

0
= ‖Dα

θ hn‖0. (2.4)

Формула (2.4) и неравенства (1.4) влекут следующее утверждение.

Утверждение 2. Для тройки параметров n, α, θ неравенство (1.3) выполняется с клас-

сической константой nα во всех Lp, 0 6 p 6 ∞, тогда и только тогда, когда
∥

∥Λα,θ
2n

∥

∥

0
= nα.

В дальнейшем (см. подраздел 2.3) будет показано, что при 0 6 α < n найдется θ∗ ∈ [0, π),

для которого
∥

∥Λα,θ∗

2n

∥

∥

0
> nα. Отсюда и будет следовать утверждение основной теоремы.

2.2. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Пусть P (z) =
∑n

k=0 ckz
k — многочлен степени n с вещественными коэффи-

циентами, τ — вещественный параметр. Многочлену P и параметру τ сопоставим много-

член Rτ степени 2n, определяемый формулой

Rτ (z) = P ∗(z) + eiτznP (z), P ∗(z) = znP (1/z).

Тогда найдется τ ∈ [0, 2π) такое, что ‖Rτ‖0 > ‖P‖0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. На единичной окружности в силу того, что все коэффициенты
многочлена P вещественны, имеем

Rτ (e
it) = eint(P (e−it) + eiτP (eit)) = eint(P (eit) + eiτP (eit)).

Заметим, что для любых z ∈ C и p > 0 справедливо равенство

1

2π

2π
∫

0

|z + eiτ z|pdτ = |z|p‖1 + eiτ‖pp.

Взяв здесь z = P (eit), получим

|P (eit)|p =
1

2π‖1 + eiτ‖pp

2π
∫

0

|Rτ (e
it)|pdτ.
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Проинтегрируем это соотношение по t от 0 до 2π:

1

2π

2π
∫

0

|P (eit)|pdt =
1

4π2‖1 + eiτ‖pp

2π
∫

0

2π
∫

0

|Rτ (e
it)|pdτdt =

1

4π2‖1 + eiτ‖pp

2π
∫

0

2π
∫

0

|Rτ (e
it)|pdtdτ.

Возведем в степень 1/p:

‖P‖p =
1

‖1 + eiτ‖p

(

1

4π2

2π
∫

0

2π
∫

0

|Rτ (e
it)|pdtdτ

)1/p

.

Переходя к пределу при p → 0, получаем

‖P‖0 = exp

(

1

4π2

2π
∫

0

2π
∫

0

ln |Rτ (e
it)|dtdτ

)

(2.5)

ввиду того, что p-средние функций при p → +0 сходятся к средним геометрическим (см.,
например, [13, гл. VI, п. 6.8]).

Соотношение (2.5) можно записать в виде

‖P‖0 = exp

(

1

2π

2π
∫

0

1

2π

2π
∫

0

ln |Rτ (e
it)|dtdτ

)

= exp

(

1

2π

2π
∫

0

ln ‖Rτ‖0dτ

)

.

Это представление влечет выполнение неравенства ‖Rτ‖0 > ‖P‖0 по τ на множестве положи-
тельной меры из [0, 2π).

Лемма доказана.

Лемма 2. При γ > n− 2 все нули многочлена

Qn−1(z) =

n−1
∑

k=0

Ck
n−1(k + 1)γzk

лежат в единичном круге D = {z ∈ C : |z| < 1}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Лемма 2 может быть доказана применением леммы 1 из [16]
к многочлену zQn−1(−z) , если взять в ней a = 1 и вполне монотонную функцию g(t) = 1/tβ ,
где β = γ − n+ 2 > 0. Для этого нужно показать, что

Sν =
n−1
∑

k=0

(−1)kqkg
(ν)(k + 1) = 0, ν = 0, 1, . . . , n− 2;

здесь использовано обозначение qk = Ck
n−1(k+1)γ . Суммы Sν можно записать в виде конечных

разностей порядка n− 1 с шагом 1 от степенной функции (x+1)n−2−ν неотрицательной целой
степени n− 2− ν 6 n− 2:

(−1)ν
Γ(β)

Γ(β + ν)
Sν =

n−1
∑

k=0

(−1)kCk
n−1

(k + 1)β+n−2

(k + 1)β+ν

=

n−1
∑

k=0

(−1)kCk
n−1(k + 1)n−2−ν = ∆n−1(k + 1)n−2−ν = 0, ν = 0, 1, . . . , n − 2.

Следовательно, условия леммы 1 из [16] выполнены.
Лемма доказана.
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Лемма 3. При 0 6 α < n у многочлена Pα
n (z) =

∑n
k=1C

n+k
2n kαzk найдется хотя бы один

нуль z0 вне единичного круга: |z0| > 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В доказательстве будет использовано понятие и свойства апо-
лярных многочленов (см. [12, т. 2, отд. 5, гл. 2, § 3]). Два многочлена степени не выше m

A(z) =
m
∑

k=0

Ck
makz

k и B(z) =
m
∑

k=0

Ck
mbkz

k

называются аполярными [12, т. 2, отд. 5, гл. 2, § 3, задача 139], если

m
∑

k=0

Ck
m(−1)kakbm−k = 0.

Если при этом все нули Am находятся в круговой области K (в замкнутой внутренней или
замкнутой внешней области круга или в замкнутой полуплоскости), то хотя бы один нуль Bm

лежит в K [12, т. 2, отд. 5, гл. 2, § 3, задача 145].
Рассмотрим многочлен

Qn−1(z) =
n−1
∑

k=0

Ck
n−1(k + 1)2n−2−αzk

и убедимся, что Q∗
n−1(z) = zn−1Q(1/z) аполярен к Pα

n (z)/z. Действительно

n
∑

k=1

(−1)kCn+k
2n kαk2n−2−α =

n
∑

k=1

(−1)kCn+k
2n k2n−2 =

(−1)n−1

2
h(2n−2)
n (π) = 0;

тем самым условие аполярности проверено.
Согласно лемме 2 у многочлена Qn−1 все нули лежат в D . Следовательно, все нули Q∗

n−1

лежат в C \ D . Поскольку этих нулей конечное число, то они лежат в замкнутом множестве
Fε = {z : |z| > 1 + ε} для некоторого ε > 0. Поскольку Q∗

n−1 аполярен Pα
n (z)/z, хотя бы один

нуль Pα
n лежит в Fε и, значит, в C \ D .

Лемма доказана.

2.3. Завершение доказательства основного результата

Будем исходить из соотношения (2.4). Заметим, что многочлен (2.1) может быть представ-
лен в виде

Λα,θ
2n (z) = e−i(πα/2+θ)

(

znPα
n (1/z) + znPα

n (z)
)

, Pα
n =

n
∑

k=1

Cn+k
2n kαzk, τ = πα/2 + θ.

В силу леммы 3 у многочлена Pα
n при 0 6 α < n есть хотя бы один нуль, по модулю больший 1.

Поэтому в силу (2.3) ‖Pα
n ‖0 > nα. Согласно лемме 1 найдется θ∗ = θ∗n(α) такое, что

Bn(α, θ
∗)0 =

∥

∥Λα,θ∗

2n

∥

∥

0
> ‖Pα

n ‖0 > nα.

Тем самым теорема доказана.
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