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Для уравнения колебания струны с заданными начальным и конечным условиями рассматриваются

задачи граничного управления и оптимального управления с заданными различными многоточечными

промежуточными условиями на значения функций прогиба и скоростей точек струны. Управление осу-

ществляется как смещением одного конца при закрепленном другом конце, так и смещением двух концов.

Критерий качества задан на всем промежутке времени. Методом разделения переменных задача сводится

к задаче управления и оптимального управления обыкновенных дифференциальных уравнений с задан-

ными начальными, конечными и неразделенными многоточечными промежуточными условиями. Для

всех задач по единой схеме с использованием методов теории управления конечномерными системами с

многоточечными промежуточными условиями предложен конструктивный подход построения функций

граничного управления и оптимального управления колебаниями струны, обеспечивающий выполнение

многоточечных промежуточных условий.
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Введение

Задачи управления и оптимального управления колебательными процессами как с рас-
пределенными, так и с граничными воздействиями имеют значительный теоретический инте-
рес и возрастающее практическое значение. Их изучению посвящены многие исследования, в
частности [1–14], предложены различные методы решения задач управления и оптимального
управления с использованием методов моментов, Фурье и Даламбера. Среди множества задач
управления упругими колебаниями на практике часто возникают задачи граничного управле-
ния и оптимального управления, когда нужно генерировать колебания с заранее заданными
(желаемыми) промежуточными параметрами: формой прогиба, скоростью точек струны и т. д.
Моделирование и управление (оптимальное управление) динамических систем, описываемых
как обыкновенными дифференциальными уравнениями, так и уравнениями с частными произ-
водными с многоточечными промежуточными условиями, — активно развиваемое направление
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в современной теории управления. Характерной чертой таких задач является наличие наряду
с заданными начальным и конечным условиями заданных промежуточных условий в несколь-
ких точках интервала исследования. Анализ такого рода задач представлен, например, в ра-
ботах [9–17]. В настоящей статье для уравнения колебания струны с заданными начальным,
конечным условиями и с заданными различными многоточечными промежуточными услови-
ями на значения функций прогиба, скоростей точек струны в разные промежуточные мо-
менты времени рассматриваются задачи граничного управления и оптимального управления.
В задачах оптимального управления критериями качества являются функционалы от квадра-
та функций смещения, заданных на всем промежутке времени. Предполагается, что все функ-
ции такие, что выполняются соответствующие условия согласования и обеспечивается суще-
ствование классических решений [9–14]. Поскольку во всех задачах в отдельные промежуточ-
ные моменты времени заданы (в любой очередности) или только значения функции прогиба,
или только значения производной функции прогиба (значения скоростей точек) струны, то ис-
пользовать подход поэтапного исследования задач управления или оптимального управления
нецелесообразно. Поэтому в работе представлен такой подход решения рассматриваемых за-
дач управления, который учитывает специфику многоточечных промежуточных условий. Для
всех задач по единой схеме предложен конструктивный подход построения функции гранично-
го управления и оптимального управления колебаниями струны, обеспечивающих выполнение
многоточечных промежуточных условии. Схема построения заключается в следующем: исход-
ные задачи с неоднородными граничными условиями сводятся к соответствующим задачам
управления распределенными воздействиями с нулевыми граничными условиями. Далее на
основе метода разделения переменных и методов управления и оптимального управления ко-
нечномерными промежуточными условиями [1;2;9–14;17–19] для произвольного числа первых
гармоник построены граничные управления и оптимальные граничные управления.

1. Постановки задач

Пусть колебания струны описываются функцией Q (x, t), 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T,

∂2Q

∂t2
= a2

∂2Q

∂x2
, 0 < x < l, t > 0, (1.1)

с начальными и конечными условиями

Q(x, 0) = ϕ0(x),
∂Q

∂t

∣

∣

∣

t=0
= ψ0(x), 0 ≤ x ≤ l, (1.2)

Q(x, T ) = ϕT (x) = ϕm+1(x),
∂Q

∂t

∣

∣

∣

t=T
= ψT (x) = ψm+1(x), ≤ x ≤ l, (1.3)

и граничными условиями

Q(0, t) = µ(t), Q(l, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (1.4)

Q(0, t) = µ(t), Q(l, t) = ν(t), 0 ≤ t ≤ T. (1.5)

Здесь функции µ(t) и ν(t) — граничные управления, a2 =
T0

ρ
, где T0 — натяжение, а ρ —

плотность струны.
Пусть в промежуточные моменты времени tk (k = 1, . . . ,m)

0 = t0 < t1 < . . . < tm < tm+1 = T, (1.6)

Q(x, ti) = ϕi(x), 0 ≤ x ≤ l, i = 1 . . . ,m, (1.7)

∂Q

∂t

∣

∣

∣

t=tj
= ψj(x), 0 ≤ x ≤ l, j = 1, . . . ,m, (1.8)
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Q(x, ti) = ϕi(x), 0 ≤ x ≤ l, i = 2α− 1, α = 1, . . . ,
m

2
,

∂Q

∂t

∣

∣

∣

t=tj
= ψj(x), 0 ≤ x ≤ l, j = 2α, α = 1, . . . ,

m

2
,

(1.9)

m — четное число.

Отметим, что промежуточные значения функции прогиба и значения скоростей точек стру-
ны в условии (1.9) можно задавать в любой очередности.

Заданы следующие функционалы:

[ T
∫

0

µ2(t)dt

]1/2

, (1.10)

[ T
∫

0

(

µ2(t) + ν2(t)
)

dt

]1/2

. (1.11)

Предполагается, что функция Q (x, t) ∈ C2(ΩT ), где множество ΩT = {(x, t) : x ∈ [0, l] ,
t ∈ [0, T ]}, а функция ϕi(x) ∈ C2[0, l] и функция ψj(x) ∈ C1[0, l]. Кроме того, предполага-
ется, что все функции такие, что выполняются условия согласования

µ(0) = ϕ0(0), µ̇(0) = ψ0(0), ν(0) = ϕ0(l), ν̇(0) = ψ0(l), (1.12)

µ(ti) = ϕi(0), µ̇(tj) = ψj(0), ν(ti) = ϕi(l), ν̇(tj) = ψj(l), (1.13)

i = 2α− 1, j = 2α, α = 1, . . . ,
m

2
,

µ(T ) = ϕT (0), µ̇(T ) = ψT (0), ν(T ) = ϕT (l), ν̇(T ) = ψT (l). (1.14)

Для уравнения (1.1) с начальными (1.2) и конечными (1.3) условиями на промежутке вре-
мени [0, T ] (1.6) рассматриваются задачи граничного управления и оптимального управления
с заданными различными условиями на значения функций прогиба, скоростей точек струны в
разные промежуточные моменты времени и критерии качества, которые ставятся следующим
образом.

Сформулируем задачи 1A, 1B, 1C граничного управления колебаниями струны смещени-
ем левого конца при закрепленном правом конце.

Требуется найти граничное управление µ(t), 0 ≤ t ≤ T , которое переводит колебательное
движение, описываемое уравнением (1.1) с граничными условиями (1.4), из заданного началь-
ного состояния (1.2) в конечное состояние (1.3), обеспечивая выполнение заданных значений,
а именно:

A) функции прогиба в промежуточные моменты времени (1.7);

B) скоростей точек струны в промежуточные моменты времени (1.8);

C) функции прогиба и скоростей точек струны в разные промежуточные моменты време-
ни (1.9).

Сформулируем задачи 2A, 2B, 2C граничного управления колебаниями струны смещени-
ем двух концов.

Требуется найти граничные управления µ(t) и ν(t), 0 ≤ t ≤ T , которые переводят колеба-
тельное движение, описываемое уравнением (1.1) с граничными условиями (1.5), из заданного
начального состояния (1.2) в конечное состояние (1.3), обеспечивая выполнение заданных зна-
чений, а именно:

A) функции прогиба в промежуточные моменты времени (1.7);

B) скоростей точек струны в промежуточные моменты времени (1.8);
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C) функции прогиба и скоростей точек струны в разные промежуточные моменты време-
ни (1.9).

Сформулируем задачи 10A, 10B, 10C оптимального управления колебаниями струны сме-
щением левого конца при закрепленном правом конце.

Требуется найти оптимальное граничное управление µ0(t), 0 ≤ t ≤ T , которое перево-
дит колебательное движение, описываемое уравнением (1.1) с граничными условиями (1.4),
из заданного начального состояния (1.2) в конечное состояние (1.3), обеспечивая выполнение
следующих заданных значений:

A) функции прогиба в промежуточные моменты времени (1.7);

B) скоростей точек струны в промежуточные моменты времени (1.8);

C) функции прогиба и скоростей точек струны в разные промежуточные моменты време-
ни (1.9),

и которое минимизирует функционал (1.10).

Сформулируем задачи 20A, 20B, 20C оптимального управления колебаниями струны сме-
щением двух концов.

Требуется найти оптимальные граничные управления µ0(t) и ν0(t), которые переводят
колебательное движение, описываемое уравнением (1.1) с граничными условиями (1.5) из за-
данного начального состояния (1.2) в конечное состояние (1.3), обеспечивая выполнение сле-
дующих заданных значений:

A) функции прогиба в промежуточные моменты времени (1.7);

B) скоростей точек струны в промежуточные моменты времени (1.8);

C) функции прогиба и скоростей точек струны в разные промежуточные моменты време-
ни (1.9),

и которые минимизируют функционал (1.11).

В работе предлагается конструктивный подход решения рассматриваемых задач управле-
ния и оптимального управления, в которых учитывается специфика промежуточных условий.

Схема построения решения поставленных задач заключается в следующем.

• Задачи сводятся к задачам управления с распределенными воздействиями с нулевыми
граничными условиями.

• С использованием метода разделения переменных полученные задачи сводятся к за-
дачам управления и оптимального управления для обыкновенных дифференциальных
уравнений с заданными начальными, конечными и многоточечными промежуточными
условиями.

• На основе методов теории управления и оптимального управления конечномерными си-
стемами с многоточечными промежуточными условиями для произвольного числа пер-
вых n гармоник строятся граничные управления и оптимальные граничные управления,
которые представляются в явном аналитическом виде.

2. Сведение исходных задач к задачам с нулевыми граничными условиями

Поставленные с неоднородными граничными условиями задачи сводим к задачам с нуле-
выми граничными условиями.

2.1. Сведение неоднородных граничных условий к нулевым граничным

условиям

Решение уравнения (1.1) ищем по формуле

Q(x, t) = V (x, t) +W (x, t), (2.1)
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где V (x, t) — неизвестная функция с граничными условиями

V (0, t) = V (l, t) = 0. (2.2)

При граничных условиях (1.4) (Q(0, t) = µ(t), Q(l, t) = 0) будем иметь

W (0, t) = µ(t), W (l, t) = 0. (2.3)

При граничных условиях (1.5) (Q(0, t) = µ(t), Q(l, t) = ν(t)) имеем

W (0, t) = µ(t), W (l, t) = ν(t). (2.4)

Функция W (x, t) для граничных условий (2.3) и (2.4) представляется в виде

W (x, t) =
(

1−
x

l

)

µ (t) , (2.5)

W (x, t) = (ν(t)− µ(t))
x

l
+ µ(t). (2.6)

Для определения функции V (x, t) получим уравнение

∂2V

∂t2
= a2

∂2V

∂x2
+ F (x, t), (2.7)

где для функции W (x, t) вида (2.5)

F (x, t) =
(x

l
− 1

)

µ̈ (t) , (2.8)

а для функции W (x, t), заданной формулой (2.6),

F (x, t) = (µ̈(t)− ν̈(t))
x

l
− µ̈(t). (2.9)

2.2. Сведение начальных, промежуточных и конечных условий

к соответствующим условиям для неоднородного уравнения

Учитывая выражения для функции W (x, t) (2.5), (2.6) и условия согласования (1.12)–(1.14)
из начальных (1.2), промежуточных (1.7)–(1.9) и конечных условий (1.3), находим соответству-
ющие условия для функции V (x, t).

Для задач граничного управления колебаниями струны смещением левого конца при за-
крепленном правом конце для функции V (x, t) получим следующие условия:

◦ начальные

V (x, 0) = ϕ0(x) +
(x

l
− 1

)

ϕ0(0),
∂V

∂t

∣

∣

∣

t=0
= ψ0(x) +

(x

l
− 1

)

ψ0(0); (2.10)

◦ промежуточные

V (x, ti) = ϕi(x) +
(x

l
− 1

)

ϕi(0), i = 1, . . . ,m, (2.11)

∂V

∂t

∣

∣

∣

t=tj
= ψj(x) +

(x

l
− 1

)

ψj(0), j = 1, . . . ,m, (2.12)

V (x, ti) = ϕi(x) +
(x

l
− 1

)

ϕi(0), i = 2α− 1, α = 1, . . . ,
m

2
,

∂V

∂t

∣

∣

∣

t=tj
= ψj(x) +

(x

l
− 1

)

ψj(0), j = 2α, α = 1, . . . ,
m

2
;

(2.13)
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◦ конечные

V (x, T ) = ϕT (x) +
(x

l
− 1

)

ϕT (0) ,
∂V

∂t

∣

∣

∣

t=T
= ψT (x) +

(x

l
− 1

)

ψT (0) . (2.14)

Для задач граничного управления колебаниями струны смещением двух концов для функ-
ции V (x, t) имеем следующие условия:

◦ начальные

V (x, 0) = ϕ0(x)− (ϕ0(l)− ϕ0(0)
x

l
− ϕ0(0),

∂V

∂t

∣

∣

∣

t=0
= ψ0(x)− (ψ0(l)− ψ0(0)

x

l
− ψ0(0); (2.15)

◦ промежуточные

V (x, ti) = ϕi(x)− (ϕi(l)− ϕi(0)
x

l
− ϕi(0), i = 1, . . . ,m, (2.16)

∂V

∂t

∣

∣

∣

t=tj
= ψj(x)− (ψj(l)− ψj(0)

x

l
− ψj(0), j = 1, . . . ,m, (2.17)

V (x, ti) = ϕi(x)− (ϕi(l)− ϕi(0))
x

l
− ϕi(0), i = 2α− 1, α = 1, . . . ,

m

2
,

∂V

∂t

∣

∣

∣

t=tj
= ψj(x)− (ψj(l)− ψj(0)

x

l
− ψj(0), j = 2α, α = 1, . . . ,

m

2
;

(2.18)

◦ конечные

V (x, T ) = ϕT (x)−(ϕT (l)−ϕT (0))
x

l
−ϕT (0),

∂V

∂t

∣

∣

∣

t=T
= ψT (x)−(ψT (l)−ψT (0))

x

l
−ψT (0). (2.19)

Таким образом, получили следующие задачи управления и оптимального управления для
неоднородного уравнения (2.7) с нулевыми граничными условиями.

Задачи управления с нулевыми граничными условиями. Требуется найти гранич-
ное управление µ(t), 0 ≤ t ≤ T , которое переводит колебательное движение, описываемое урав-
нением (2.7), (2.8) с граничными условиями (2.2), из заданного начального состояния (2.10) в
конечное состояние (2.14), обеспечивая выполнение промежуточных условий, а именно:

A) (2.11); B) (2.12); C) (2.13).

Требуется найти граничные управления µ(t) и ν(t), 0 ≤ t ≤ T , которые переводят коле-
бательное движение, описываемое уравнением (2.7), (2.9) с граничными условиями (2.2), из
заданного начального состояния (2.15) в конечное состояние (2.19), обеспечивая выполнение
промежуточных условий, а именно:

A) (2.16); B) (2.17); C) (2.18).

Задачи оптимального управления с нулевыми граничными условиями. Требует-
ся найти оптимальное граничное управление µ0(t), 0 ≤ t ≤ T , которое переводит колебательное
движение, описываемое уравнением (2.7), (2.8) с граничными условиями (2.2), из заданного
начального состояния (2.10) в конечное состояние (2.14), обеспечивая выполнение следующих
промежуточных условий:

A) (2.11); B) (2.12); C) (2.13),

и которое минимизирует функционал (1.10).

Требуется найти оптимальные граничные управления µ0(t) и ν0(t), 0 ≤ t ≤ T , которые
переводят колебательное движение, описываемое уравнением (2.7), (2.9) с граничными усло-
виями (2.2), из заданного начального состояния (2.15) в конечное состояние (2.19), обеспечивая
выполнение следующих промежуточных условий:

A) (2.16); B) (2.17); C) (2.18),

и которые минимизируют функционал (1.11).
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3. Решение задачи. Применение метода разделения переменных

Решение уравнения (2.7) будем искать в виде

V (x, t) =
∞
∑

k=1

Vk(t) sin
πk

l
x. (3.1)

Представим функции F (x, t), ϕi(x) и ψi(x) в виде рядов Фурье и, подставив их значения
вместе с V (x, t) в уравнения (2.7)–(2.9) и в условия (2.10)–(2.19), получим

V̈k(t) + λ2kVk(t) = Fk(t), λ2k =
(aπk

l

)2
, k = 1, 2, . . . , (3.2)

Fk(t) = −
2a

λkl
µ̈(t), (3.3)

Fk(t) =
2a

λkl

[

ν̈(t)(−1)k − µ̈(t)
]

, (3.4)

Для задач смещения левого конца при закрепленном правом конце начальные промежу-
точные и конечные условия находим по формулам

Vk(0) = ϕ
(0)
k −

2a

λkl
ϕ0(0), V̇k(0) = ψ

(0)
k −

2a

λkl
ψ0(0), (3.5)

Vk(ti) = ϕ
(i)
k −

2a

λkl
ϕi(0), i = 1, . . . ,m, (3.6)

V̇k(tj) = ψ
(j)
k −

2a

λkl
ψj(0), j = 1, . . . ,m, (3.7)

Vk(ti) = ϕ
(i)
k −

2a

λkl
ϕi(0), i = 2α− 1, α = 1, . . . ,

m

2
,

V̇k(tj) = ψ
(j)
k −

2a

λkl
ψj(0), j = 2α, α = 1, . . . ,

m

2
,

(3.8)

Vk(T ) = ϕ
(T )
k −

2a

λkl
ϕT (0), V̇k(T ) = ψ

(T )
k −

2a

λkl
ψT (0). (3.9)

Здесь Fk(t), ϕ
(i)
k и ψ

(j)
k — коэффициенты Фурье, соответствующие функциям F (x, t), ϕi(x),

ψj(x).
Для задач смещения двух концов начальные, промежуточные и конечные условия пред-

ставим следующим образом:

Vk(0) = ϕ
(0)
k −

2a

λkl

[

ϕ0(0)− ϕ0(l)(−1)k
]

, V̇k(0) = ψ
(0)
k −

2a

λkl

[

ψ0(0)− ψ0(l)(−1)k
]

, (3.10)

Vk(ti) = ϕ
(i)
k −

2a

λkl

[

ϕi(0)− ϕi(l)(−1)k
]

, i = 1, . . . ,m, (3.11)

V̇k(tj) = ψ
(j)
k −

2a

λkl

[

ψj(0) − ψj(l)(−1)k
]

, j = 1, . . . ,m, (3.12)

Vk(ti) = ϕ
(i)
k −

2a

λkl

[

ϕi(0)− ϕi(l)(−1)k
]

, i = 2α− 1, α = 1, . . . ,
m

2
,

V̇k(tj) = ψ
(j)
k −

2a

λkl

[

ψj(0)− ψj(l)(−1)k
]

, j = 2α, α = 1, . . . ,
m

2
,

(3.13)

Vk(T ) = ϕ
(T )
k −

2a

λkl

[

ϕT (0)l − ϕT (l)(−1)k
]

, V̇k(T ) = ψ
(T )
k −

2a

λkl

[

ψT (0)− ψT (l)(−1)k
]

. (3.14)
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Общее решение уравнения (3.2) имеет вид

Vk(t) = Vk(0) cos λkt+
1

λk
V̇k(0) sin λkt+

1

λk

t
∫

0

Fk(τ) sin λk(t− τ)dτ. (3.15)

Учитывая начальные (3.5), промежуточные (3.6)–(3.8) и конечные (3.9) условия, из (3.15)
получим, что функции Fk(τ) для каждого k должны удовлетворять следующим интегральным
соотношениям:

T
∫

0

Fk(τ) sin λk(T − τ)dτ = C̃1k(T ),

T
∫

0

Fk(τ) cos λk(T − τ)dτ = C̃2k(T ), (3.16)

ti
∫

0

Fk(τ) sinλk(ti − τ) dτ = C̃1k(ti), i = 1, . . . ,m, (3.17)

tj
∫

0

Fk(τ) sinλk(tj − τ) dτ = C̃2k(tj), j = 1, . . . ,m, (3.18)

ti
∫

0

Fk(τ) sin λk(ti − τ) dτ = C̃1k(ti), i = 2α− 1, α = 1, . . . ,
m

2
,

tj
∫

0

Fk(τ) sinλk(tj − τ) dτ = C̃2k(tj), j = 2α, α = 1, . . . ,
m

2
.

(3.19)

Отметим, что задачам управления и оптимального управления с условиями A) соответ-
ствуют интегральные соотношения (3.16) и (3.17), задачам с условиями B) — соотношения
(3.16) и (3.18), а задачам с условиями C) — соотношения (3.16), (3.19).

Введем обозначения

C̃1k(T ) = λkVk(T )− λkVk(0) cos λkT − V̇k(0) sin λkT,

C̃2k(T ) = V̇k(T ) + λkVk(0) sin λkT − V̇k(0) cos λkT.
(3.20)

C̃1k(ti) = λkVk(ti)− λkVk(0) cos λkti − V̇k(0) sin λkti, i = 1, . . . , m. (3.21)

C̃2k(tj) = V̇k(tj) + λkVk(0) sin λktj − V̇k(0) cos λktj, j = 1, . . . ,m. (3.22)

C̃1k(ti) = λkVk(ti)− λkVk(0) cos λkti − V̇k(0) sin λkti, i = 2α− 1, α = 1, . . . ,
m

2
,

C̃2k(tj) = V̇k(tj) + λkVk(0) sin λktj − V̇k(0) cos λktj, j = 2α, α = 1, . . . ,
m

2
.

(3.23)

3.1. Построение решения задач граничного управления колебаниями

струны смещением левого конца при закрепленном правом конце

Подставляя выражение функции Fk(t) из (3.3) в соотношения (3.16)–(3.19) и интегрируя
по частям с учетом условий согласования (1.12)–(1.14), выводим из (3.16) соотношения

T
∫

0

µ(τ) sinλk (T − τ) dτ = C1k(T ),

T
∫

0

µ(τ) cos λk (T − τ) dτ = C2k(T ), (3.24)
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а из (3.17)–(3.19) соответственно соотношения

T
∫

0

µ(τ)h
(1)
1k (τ) dτ = C1k(t1), . . . ,

T
∫

0

µ(τ)h
(m)
1k (τ) dτ = C1k(tm), (3.25)

T
∫

0

µ(τ)h
(1)
2k (τ) dτ = C2k(t1), . . . ,

T
∫

0

µ(τ)h
(m)
2k (τ) dτ = C2k(tm), (3.26)

T
∫

0

µ(τ)h
(i)
1k (τ) dτ = C1k(ti), i = 2α − 1, α = 1, . . . ,

m

2
,

T
∫

0

µ(τ)h
(j)
2k (τ) dτ = C2k(tj), j = 2α, α = 1, . . . ,

m

2
.

(3.27)

Здесь

C1k(T ) =
1

λ2k

[λkl

2a
C̃1k(T ) +X1k

]

, C2k(T ) =
1

λ2k

[λkl

2a
C̃2k(T ) +X2k

]

;

C1k(ti) =
1

λ2k

[λkl

2a
C̃1k(ti) +X

(i)
1k

]

, i = 1, . . . , m;

C2k(tj) =
1

λ2k

[λkl

2a
C̃2k(tj) +X

(j)
2k

]

, j = 1, . . . , m;

X1k = λkϕT (0) − ψ0(0) sin λkT − λkϕ0(0) cos λkT ;

X2k = ψT (0) − ψ0(0) cos λkT + λkϕ0(0) sin λkT ;

X
(i)
1k = λkϕi(0) − ψ0(0) sin λkti − λkϕ0(0) cos λkti;

X
(j)
2k = ψj(0)− ψ0(0) cos λktj + λkϕ0(0) sin λktj ;

(3.28)

h
(i)
1k (τ) =

{

sinλk(ti − τ), 0 ≤ τ ≤ ti,

0, ti < τ ≤ T,
h
(j)
2k (τ) =

{

cos λk(tj − τ), 0 ≤ τ ≤ tj,

0, tj < τ ≤ T.
(3.29)

Введем обозначения

H̄
(a)
k (τ) =

(

sinλk (T − τ) cosλk (T − τ) h
(1)
1k (τ) . . . h

(m)
1k (τ)

)T
,

C
(a)
k =

(

C1k(T ) C2k(T ) C1k(t1) . . . C1k(tm)
)T
,

(3.30)

H̄
(b)
k (τ) =

(

sinλk (T − τ) cos λk (T − τ) h
(1)
2k (τ) . . . h

(m)
2k (τ)

)T
,

C
(b)
k =

(

C1k(T ) C2k(T ) C2k(t1) . . . C2k(tm)
)T
,

(3.31)

H̄
(c)
k (τ) =

(

sinλk (T − τ) cos λk (T − τ) h
(1)
1k (τ) h

(2)
2k (τ) . . . h

(m−1)
1k (τ) h

(m)
2k (τ)

)T
,

C
(c)
k =

(

C1k(T ) C2k(T ) C1k(t1) C2k(t2) . . . C1k(tm−1) C2k(tm)
)T
. (3.32)

Тогда, учитывая (3.30)–(3.32), соотношения (3.24), (3.25), (3.24)–(3.26) и (3.24)–(3.27) запи-
шем следующим образом:

T
∫

0

H̄
(δ)
k (τ)µ(δ)(τ)dτ = C

(δ)
k , δ = a, b, c; k = 1, 2, . . . . (3.33)
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Здесь через µ(δ)(τ), δ = a, b, c обозначены функции управления для задач с условиями A), B)
и C) соответственно.

На практике обычно выбирают несколько первых n гармоник колебаний и решают задачу
синтеза управлений с использованием методов теории управления конечномерными система-
ми [1]. Поэтому

H
(δ)
n (τ) =

(

H̄
(δ)
1 (τ) H̄

(δ)
2 (τ) . . . H̄

(δ)
n (τ)

)T
,

η
(δ)
n =

(

C
(δ)
1 C

(δ)
2 . . . C

(δ)
n

)T
, δ = a, b, c,

(3.34)

со следующими размерностями: H
(δ)
n (τ) — (n (m+ 2)× 1) и η

(δ)
n — (n (m+ 2)× 1) при всех

δ = a, b, c.

3.2. Построение решения задач граничного управления колебаниями

струны смещением двух концов

Подставляя выражение функции Fk(t) из (3.4) в соотношения (3.16)–(3.19) и интегрируя
по частям с учетом условий согласования (1.12)–(1.14), из (3.16) получим, что функции µ(t) и
ν(t) для каждого k должны удовлетворять интегральным соотношениям

T
∫

0

µ(τ) sinλk (T − τ) dτ −

T
∫

0

ν(τ)(−1)k sinλk (T − τ) dτ = C
(2)
1k (T ),

T
∫

0

µ(τ) cos λk (T − τ) dτ −

T
∫

0

ν(τ)(−1)k cos λk (T − τ) dτ = C
(2)
2k (T ),

(3.35)

а из (3.17), (3.18) и (3.19) вытекают соответственно интегральные соотношения

T
∫

0

µ(τ)h
(i)
k (τ) dτ −

T
∫

0

ν(τ)(−1)kh
(i)
k (τ) dτ = C

(2)
1k (ti), (3.36)

T
∫

0

µ(τ)h
(j)
2k (τ) dτ −

T
∫

0

ν(τ)(−1)kh
(j)
2k (τ) dτ = C

(2)
2k (tj), (3.37)

T
∫

0

µ(τ)h
(i)
k (τ) dτ −

T
∫

0

ν(τ)(−1)kh
(i)
k (τ) dτ = C

(2)
1k (ti), i = 2α− 1, α = 1, . . . ,

m

2
,

T
∫

0

µ(τ)h
(j)
2k (τ) dτ −

T
∫

0

ν(τ)(−1)kh
(j)
2k (τ) dτ = C

(2)
2k (tj), j = 2α, α = 1, . . . ,

m

2
,

(3.38)

где

C
(2)
1k (T ) =

1

λ2k

[λkl

2a
C̃1k(T ) +X1k − (−1)kY1k

]

,

C
(2)
2k (T ) =

1

λ2k

[λkl

2a
C̃2k(T ) +X2k − (−1)kY2k

]

,

C
(2)
1k (ti) =

1

λ2k

[λkl

2a
C̃1k(ti) +X

(i)
1k − (−1)kY

(i)
1k

]

,

C
(2)
2k (tj) =

1
λ2

k

[λkl

2a
C̃2k(tj) +X

(j)
2k − (−1)kY

(j)
2k

]

,

(3.39)



48 В.Р.Барсегян

Y1k = λkϕT (l)− ψ0(l) sinλkT − λkϕ0(l) cos λkT,

Y2k = ψT (l)− ψ0(l) cos λkT + λkϕ0(l) sin λkT,

Y
(i)
1k = λkϕi(l)− ψ0(l) sin λkti − λkϕ0(l) cos λkti,

Y
(j)
2k = ψj(l)− ψ0(l) cos λktj + λkϕ0(l) sin λktj.

(3.40)

Отметим, что выражения C̃1k(T ), C̃2k(T ), C̃1k(ti), C̃2k(tj) приведены в (3.20)–(3.23), а вы-

ражения X1k, X2k, X
(i)
1k , X

(j)
2k и h

(i)
1k (τ), h

(j)
2k (τ) — в (3.28) и (3.29). Величины, приведенные в

(3.39) и (3.40), известны, так как выражены через исходные данные.
Введем обозначения

H̄
(2a)
k (τ) =















sinλk (T − τ) (−1)k+1 sinλk (T − τ)
cos λk (T − τ) (−1)k+1 cos λk (T − τ)

h
(1)
1k (τ) (−1)k+1h

(1)
1k (τ)

. . . . . .

h
(m)
1k (τ) (−1)k+1h

(m)
1k (τ)















, C
(2a)
k =

















C
(2)
1k (T )

C
(2)
2k (T )

C
(2)
1k (t1)

...

C
(2)
1k (tm−1)

















, (3.41)

H̄
(2b)
k (τ) =















sinλk (T − τ) (−1)k+1 sinλk (T − τ)
cosλk (T − τ) (−1)k+1 cos λk (T − τ)

h
(1)
2k (τ) (−1)k+1h

(1)
2k (τ)

. . . . . .

h
(m)
2k (τ) (−1)k+1h

(m)
2k (τ)















, C
(2b)
k =

















C
(2)
1k (T )

C
(2)
2k (T )

C
(2
2k)(t1)

...

C
(2)
2k (tm)

















, (3.42)

H̄
(2c)
k (τ) =

























sinλk (T − τ) (−1)k+1 sinλk (T − τ)
cos λk (T − τ) (−1)k+1 cos λk (T − τ)

h
(1)
1k (τ) (−1)k+1h

(1)
1k (τ)

h
(2)
2k (τ) (−1)k+1h

(2)
2k (τ)

. . . . . .

h
(m−1)
1k (τ) (−1)k+1h

(m−1)
1k (τ)

h
(m)
2k (τ) (−1)k+1h

(m)
2k (τ)

























, C
(2c)
k =



























C
(2)
1k (T )

C
(2)
2k (T )

C
(2)
1k (t1)

C
(2)
2k (t2)

...

C
(2)
1k (tm−1)

C
(2)
2k (tm)



























, (3.43)

U (2δ) (τ) =

(

µ(2δ)(τ)

ν(2δ)(τ)

)

.

Тогда, учитывая (3.41)–(3.43), соотношения (3.35), (3.36), (3.35)–(3.37) и (3.35)–(3.38) запи-
шем следующим образом:

T
∫

0

H̄
(2δ)
k (τ)U (2δ) (τ) dτ = C

(2δ)
k , δ = a, b, c; k = 1, 2, . . . . (3.44)

Таким образом, для нахождения функции U (2δ)(τ), τ ∈ [0, T ], для всех трех задач, полу-
чили бесконечные интегральные соотношения, которые представлены в единой записи (3.44).

Для первых n гармоник введем обозначения блочных матриц

H
(2δ)
n (τ) =

(

H̄
(2δ)
1 (τ) H̄

(2δ)
2 (τ) . . . H̄

(2δ)
n (τ)

)T
,

η
(2δ)
n =

(

C
(2δ)
1 C

(2δ)
2 . . . C

(2δ)
n

)T
,

(3.45)

со следующими размерностями: H
(2δ)
k (τ) — (n (m+ 2)× 2) и η

(2δ)
n — (n (m+ 2)× 1), δ = a, b, c.
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Для первых n гармоник с учетом (3.34) соотношение (3.33) или соотношение (3.44) с уче-
том (3.45) представим в виде

T
∫

0

H(σ)
n (τ)U (σ)

n (τ)dτ = η(σ)n , σ = δ, 2δ, δ = a, b, c, (3.46)

где σ = δ, U
(δ)
n (t) = µ

(δ)
n (t). Из (3.46) следует справедливость следующего утверждения.

Утверждение 1. Первые n гармоники системы (3.2) с промежуточными усло-

виями ((3.5)–(3.9) или (3.10)–(3.14)) соответственно вполне управляемы тогда и только то-

гда, когда для любого вектора η
(σ)
n можно найти управление U

(δ)
n (t), t ∈ [0, T ], удовлетворя-

ющее условию (3.46).

Для произвольного числа первых гармоник управляющее воздействие U
(σ)
n (t), удовлетво-

ряющее интегральному соотношению (3.46), имеет вид

U (σ)
n (t) =

(

H(σ)
n (t)

)T (
S(σ)
n

)

−1
η(σ)n + f (σ)n (t), σ = δ, 2δ, δ = a, b, c, (3.47)

где
(

H
(σ)
n (t)

)T
— транспонированная матрица, f

(2δ)
n (t) — некоторая вектор-функция, такая что

T
∫

0

H(σ)
n (t)f (σ)n (t)dt = 0, S(σ)

n =

T
∫

0

H(σ)
n (t)

(

H(σ)
n (t)

)T
dt, σ = δ, 2δ, δ = a, b, c. (3.48)

Здесь H
(σ)
n (t)

(

H
(σ)
n (t)

)T
— внешнее произведение, S

(σ)
n — известная матрица размерностью

(n (m+ 2)× n (m+ 2)), для которой предполагается, что detS
(σ)
n 6= 0 при σ = δ, 2δ, δ = a, b, c.

Подставляя из (3.47) U (σ)(t) в (3.3) — при σ = δ и в (3.4) — при σ = 2δ, а найденное для

F
(σ)
k (t) выражение — в (3.15), получим функцию V

(σ)
k (t), t ∈ [0, T ]. Далее, из формулы (3.1)

будем иметь

V (σ)
n (x, t) =

n
∑

k=1

V
(σ)
k (t) sin

πk

l
x, (3.49)

V
(σ)
k (t) = Vk(0) cos λkt+

1

λk
V̇k(0) sin λkt+

1

λk

t
∫

0

F
(σ)
k (τ) sin λk(t− τ)dτ,

а с помощью (2.1) функцию прогиба струны Q
(σ)
n (x, t) для первых n гармоник запишем как

Q(σ)
n (x, t) = V (σ)

n (x, t) +W (σ)
n (x, t), σ = δ, 2δ, δ = a, b, c, (3.50)

где

W (δ)
n (x, t) =

(

1−
x

l

)

µ(δ)n (t) , W (2δ)
n (x, t) =

[

ν(2δ)n (t)− µ(2δ)n (t)
]x

l
+ µ(2δ)n (t) . (3.51)

Таким образом, для первых n гормоник под воздействием управляющего воздействия (3.47)
функция прогиба определяется формулами (3.49)–(3.51).
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3.3. Построение решения задач оптимального граничного управления

Для процесса управления колебаниями струны смещением левого конца при закреплен-
ном правом конце для первых n гармоник с учетом (3.34) интегральные соотношения (3.33)
представим в виде

T
∫

0

H(δ)
n (τ)µ(δ)n (τ)dτ = η(δ)n (3.52)

со следующими размерностями: H
(δ)
n (τ) — (n (m+ 2)× 1) и η

(δ)
n — (n (m+ 2)× 1), где δ =

a, b, c.

Для процесса управления колебаниями струны смещением двух концов для первых n гар-
моник с учетом (3.45) интегральные соотношение (3.44) описываются формулами

T
∫

0

H(2δ)
n (τ)U (2δ)

n (τ)dτ = η(2δ)n , (3.53)

H
(2δ)
k (τ)− (n (m+ 2)× 2) , η(2δ)n − (n (m+ 2)× 1) , δ = a, b, c.

Отметим, что левая часть условии (3.52) (или (3.53)) — линейная операция порожденной
функцией (функциями) управления на промежутке времени [0, T ], а функционалы (1.10) или
(1.11) являются нормой пространства L2 [9; 10; 14; 17; 18].

Таким образом, задачу оптимального управления с интегральными условиями (3.52) при
функционале (1.10) или с интегральными условиями (3.53) при функционале (1.11) можно
рассматривать как проблему моментов, а решение этих задач следует построить с помощью
проблемы моментов.

Заключение

Предложен (с использованием метода Фурье) конструктивный подход построения гранич-
ного управления колебаниями струны с заданными значениями функции прогиба и скоростей
точек в разные промежуточные моменты времени. Представленный для одномерного волно-
вого уравнения подход можно распространить на другие одномерные и неодномерные коле-
бательные системы. Полученные результаты могут быть использованы при проектировании
граничного управления процессами колебаний в физических и технологических системах.
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