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Введение

При решении различных задач математической теории управления большую роль играет
так называемая форма с выделением нулевой динамики. К таким задачам относятся, в частно-
сти, задачи наблюдения [1] и обращения [2]. В данной работе мы рассматриваем непрерывные
управляемые системы с выходом. Далее под нулевой динамикой такой системы мы будем по-
нимать уравнения, описывающие ее поведение при тождественно равном нулю выходе. Для
систем ОДУ с постоянными коэффициентами нулевая динамика хорошо изучена даже в нели-
нейном случае [3]. Например, установлено, что ее спектр определяется инвариантными нулями
системы, известны алгоритмы построения преобразования координат, позволяющего в явном
виде получить уравнения нулевой динамики.

Нулевая динамика для систем с запаздываниями исследована значительно хуже [4].
В большинстве работ, посвященных данному вопросу [5;6], используется алгебраический под-
ход, основанный на теории систем над кольцами. В рамках того же подхода нами в соавторстве
с В.В.Фомичевым ранее были получены условия, позволяющие перенести методы, работаю-
щие для систем без запаздывания, на случай систем с соизмеримыми запаздываниями [7]. Цель
данной работы — дальнейшее развитие этих идей для случая несоизмеримых запаздываний.

1. Алгебраическое описание систем с запаздыванием

В этом разделе мы коротко напомним основные понятия, которые понадобятся нам в даль-
нейшем, а именно “алгебраическое представление систем с запаздыванием” [8] и “относитель-
ный порядок”.

1Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента РФ для молодых ученых —
кандидатов наук (проект МК-4905.2021.1.1).
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Напомним, что вещественные числа τi, i = 0, . . . , n, называются соизмеримыми, если
существует такое число τ ∈ R, что τi = kiτ, ki ∈ Z. В противном случае числа τi называются
несоизмеримыми.

Мы будем рассматривать управляемые системы вида















ẋ =
k
∑

i=0
Aix(t− τi) +

k
∑

i=0
Biξ(t− τi),

y =
k
∑

i=0
Cix(t− τi) +

k
∑

i=0
Diξ(t− τi),

(1.1)

где размерности входа и выхода системы совпадают, а постоянные запаздывания 0 = τ0 <

τ1 < . . . < τk, вообще говоря, несоизмеримы. Разобьем их на k̄ классов, соизмеримых между
собой, в каждом из классов выберем общее кратное запаздывание τ̄j и для каждого класса
введем оператор запаздывания δj : f(t) 7→ f(t− τ̄j), j = 1, . . . , k̄. Система (1.1) примет вид

{

ẋ = A(δ1, . . . , δk̄)x(t) +B(δ1, . . . , δk̄)ξ(t),

y = C(δ1, . . . , δk̄)x(t) +D(δ1, . . . , δk̄)ξ(t),

После этого формально заменим оператор δj алгебраической переменной ∆j. В результате
имеем

{

ẋ = A(∆1, . . . ,∆k̄)x(t) +B(∆1, . . . ,∆k̄)ξ(t),

y = C(∆1, . . . ,∆k̄)x(t) +D(∆1, . . . ,∆k̄)ξ(t).
(1.2)

Здесь A, B, C, D — матрицы, элементами которых являются многочлены нескольких пере-
менных ∆1, . . . ,∆k̄. Таким образом, системе (1.1) сопоставляется система над коммутативным
кольцом многочленов нескольких переменных R[∆1, . . . ,∆k̄].

Наша задача состоит в приведении такой системы к специальной форме, называемой фор-
мой с выделением нулевой динамики.

Отметим, что в случае соизмеримых запаздываний аналогичное построение приводит к си-
стеме над кольцом R[∆1] многочленов от одной переменной. Это кольцо является евклидовым,
что позволяет приводить матрицы над таким кольцом к нормальной форме Смита. В случае
же несоизмеримых запаздываний кольцо R[∆1, . . . ,∆k̄] указанным свойством не обладает, что
существенно затрудняет работу с ним.

Ключевое значение для дальнейшего изложения имеет понятие относительного порядка
системы.

О п р е д е л е н и е 1. Вектор r = (r1, . . . , rm) определяет относительный векторный по-
рядок, если выполнены следующие условия:

1. ciB = 0, ciAB = 0, . . . , ciA
ri−2B = 0, ciA

ri−1B 6= 0 для всех 1 ≤ i ≤ m.

2. det







c1A
r1−1B
...

cmArm−1B






= detHr(∆) 6= 0.

В случае, когда detHr(∆) ∈ R\{0} (такие матрицы называются унимодулярными), т. е. мат-
рица Hr(∆) обратима, относительный порядок называется чистым.

Мы будем использовать обозначение |r| = r1 + . . . rm.

З а м е ч а н и е. Относительный порядок, а тем более чистый относительный порядок,
определены не для каждой системы. Тем не менее в некоторых ситуациях можно попытаться
преобразованием входов и выходов привести систему к системе с относительным порядком
(см. [9] для систем ОДУ).
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2. Приведение к форме с нулевой динамикой

Перейдем к доказательству основного утверждения.

Лемма 1. Пусть матрица Q ∈ R
q×n[∆1, . . . ,∆k̄], где q < n. Матрица Q может быть

дополнена матрицей T ′ ∈ R
(n−q)×n[∆1, . . . ,∆k̄] до унимодулярной матрицы T =

(

T ′

Q

)

тогда

и только тогда, когда наибольшй общий делитель миноров максимального порядка q матри-

цы Q является вещественным числом.

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогичной леммы для систем с соизмеримыми запаздывания-
ми элементарно [7]. В случае систем с несоизмеримыми запаздываниями это уже не так: еt
справедливость вытекает из теоремы Квиллена — Суслина [10]. �

Эта лемма фактически задает условие, при котором q строк (матрицы Q) могут являть-
ся частью матрицы обратимого перехода к новому базису (матрица T и осуществляет такой
переход).

Лемма 2. Пусть система (1.2) обладает чистым векторным относительным поряд-

ком. Тогда идеал, порожденный минорами максимального порядка матрицы Q, совпадает с

R[∆1, . . . ,∆k̄].

Д о к а з а т е л ь с т в о. От противного, пусть идеал I, порожденный минорами мак-
симального порядка матрицы Q, не совпадает с R[∆1, . . . ,∆k̄]. Тогда по теореме Гильберта
о нулях множество их общих нулей V (I) непусто. Пусть (x1, . . . , xk̄) ∈ V (I). Все миноры
максимального порядка обращаются в этой точке в ноль, поэтому

rank Q(x1, . . . , xk̄) < |r|,

а значит, строки Q(x1, . . . , xk̄) линейно зависимы.
С другой стороны, в силу предположения о том, что относительный порядок системы (1.2)

чистый, строки матрицы Hr(x1, . . . , xk̄) линейно независимы, ведь ее определитель — нену-
левое число. Но тогда, рассуждая аналогично доказательству леммы 2 с тем отличием, что
теперь рассматриваются не матрицы над кольцом, а полученные подстановкой точки (x1, . . . ,
xk̄) — числовые матрицы, имеем, что и строки Q(x1, . . . , xk̄) линейно независимы; это приво-
дит к противоречию. �

Теорема 1. Пусть система (1.2) обладает чистым векторным относительным поряд-

ком. Тогда она обратимым преобразованием приводима к форме с выделением нулевой дина-

мики.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим матрицу

Q(∆1, . . . ,∆k̄) =









































c1
...

c1A
r1−2

...

cm
...

cmArm−2

c1A
r1−1

...
cmArm−1









































.
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Система обладает чистым относительным порядком, поэтому согласно леммам 2 и 3 она мо-
жет быть дополнена некоторой матрицей T ′ до квадратной унимодулярной матрицы

T =

[

T ′

Q

]

. Замена координат

(

x̄′

ȳ

)

= Tx,

где ȳ = (y11, . . . , y
1
r1−1, y

2
1 , . . . , y

2
r2−1, . . . , y

m
1 , . . . , ymrm−1, y

1
r1
, . . . , ymrm), yi = yi1 — измеряемые вы-

ходы системы; yij = y
(j−1)
i — производные выходов; x̄′ ∈ Rn−|r| — оставшиеся координаты,

приведет систему к виду























































































˙̄x′ = A′
11x̄

′ +A′
12ȳ +B1u,











ẏ11 = y12,
...
ẏ1r1−1 = y1r1 ,

...










ẏm1 = ym2 ,
...
ẏmrm−1 = ymrm ,







ẏ1r1
...

ẏmrm






= A′

21x̄
′ +A′

22ȳ +Hru;

здесь Hr — матрица из определения относительного порядка. Далее вычтем из группы строк,
соответствующих переменным x̄′, группу, отвечающую переменным ỹ = (y1r1 , . . . , y

m
rm

)T , пред-
варительно умножив ее на B1H. Тем самым мы избавимся от управления u в первом уравнении
и перейдем к следующей форме:























































































˙̄x′′ = A′′
11x̄

′′ +A′′
12ȳ,











ẏ11 = y12 ,
...
ẏ1r1−1 = y1r1 ,

...










ẏm1 = ym2 ,
...
ẏmrm−1 = ymrm,







ẏ1r1
...

ẏmrm






= A′′

21x̄+A′′
22ȳ +Hru.

где x̄′′ = x̄′ − P ỹ — новые переменные.

Первая группа уравнений новой системы — это выходы yi вместе со своими производными.
Исключим их с помощью вычитания соответствующих строк из групп уравнений, отвечающих
производным выходов системы. Тогда мы от переменных x̄′′ перейдем к переменным x̄, пере-
менные ȳ останутся неизменны, а система будет приведена к форме с выделением нулевой
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динамики:






















































































˙̄x = A11x̄+A12y,










ẏ11 = y12 ,
...
ẏ1r1−1 = y1r1 ,

...










ẏm1 = ym2 ,
...
ẏmrm−1 = ymrm,







ẏ1r1
...

ẏmrm






= A21x̄+A22ȳ +Hru.

Тем самым теорема доказана.

3. Пример

В качестве примера работы описанного алгоритма рассмотрим линейную систему с двумя
входами и двумя выходами:























ẋ1(t) = x1(t− 1) + x3(t) + 2u1(t− 1) + u2(t),

ẋ2(t) = 2x2(t−
√
2) + u1(t),

ẋ3(t) = x1(t−
√
2) + x3(t− 1),

y1(t) = x1(t) + x3(t− 1),

y2(t) = x1(t−
√
2)− x2(t) + x3(t−

√
2).

Это система с двумя несоизмеримыми запаздываниями: τ1 = 1, τ2 =
√
2. Для упроще-

ния дальнейших выкладок сопоставим этим запаздываниям алгебраические переменные p и
q соответственно (вместо использованных ранее ∆1 и ∆2). В результате получим следующую
систему над кольцом R[p, q]:























ẋ1 = px1 + x3 + 2pu1 + u2,

ẋ2 = 2qx2 + u1,

ẋ3 = qx1 + px3,

y1 = x1 + px3,

y2 = qx1 − x2 + qx3.

Этой системе соответствуют матрицы

A =





p 0 1
0 2q 0
q 0 p



 , B =





2p 1
1 0
0 0



 , C =

[

1 0 p

q −1 q

]

.

Легко проверить, что система обладает чистым векторным относительным порядком r = (1, 1)
и

Hr =

[

2p 1
2pq − 1 q

]

, |Hr| = 1.

В этом случае Q = C. Чтобы дополнить Q до квадратной унимодулярной матрицы, выберем
T1 =

[

1 0 p+ 1
]

. Отметим, что такой выбор можно осуществить разными, в том числе и бо-
лее простыми, способами. В данном случае мы стремимся к полноте иллюстрации алгоритма.
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Тогда унимодулярной заменой z = Tx,

T =





1 0 p+ 1
1 0 p

q −1 q



 ,

мы перейдем к системе с матрицами

A1 =





1− p2q − pq + p p2q + 2pq + q − 1 0
1− p2q p2q + pq + p− 1 0

q − p2q + pq2 + pq − 2q2 p2q − pq2 + q2 − q 2q



 ,

B1 =





2p 1
2p 1

2pq − 1 q



 , C1 =

[

0 1 0
0 0 1

]

.

Отметим, что две последние строки матрицы B1 составляют матрицу Hr. Наша следующая
цель — обнулить с их помощью первую строку. Для этого сделаем еще одну замену z′ = T2z,

где

T2 =





1 −1 0
0 1 0
0 0 1



 .

После этого матрица C1 не изменится, а матрицы A1 и B1 примут вид соответственно

A2 =





1− pq q 0
1− p2q pq + p 0

q − p2q + pq2 + pq − 2q2 pq − q2 2q



 , B2 =





0 0
2p 1

2pq − 1 q



 .

Это и есть искомая форма с выделением нулевой динамики. Непосредственно нулевая дина-
мика системы описывается первым уравнением при тождественно равном нулю выходе:

ż′1(t) = z′1(t)− z′1(t− 1−
√
2).

4. Заключение

Полученная в данном исследовании каноническая форма для систем с несоизмеримыми
запаздываниями позволяет применять к ним методы, аналогичные разработанным ранее для
систем с соизмеримыми запаздываниями. Тем не менее на этом пути все еще имеется ряд
трудностей. Прежде всего, необходимо отметить ограничительный характер условия суще-
ствования относительного порядка. Как было отмечено выше, существуют подходы, позво-
ляющие предварительно привести систему к форме с относительным порядком, однако даже
для случая соизмеримых запаздываний эта работа еще не завершена. Также имеются вычисли-
тельные сложности, связанные с дополнением матрицы до унимодулярной: в несоизмеримом
случае такое дополнение уже не удается осуществить элементарными методами, а потому тре-
буется привлечение систем компьютерной алгебры (о чем можно более подробно прочитать в
работе [10]).

Также интерес представляет получение чисто алгебраического доказательства леммы 2, не
привлекающее понятие нуля многочленов, что позволило бы перенести полученные результаты
на случай более общих колец. Нам такое доказательство известно лишь для случая, когда все
компоненты вектора относительного порядка равны между собой.
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