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Введение

Классические условия оптимальности (КУО), лежащие в основе всей теории условной оп-
тимизации и оптимального управления, были открыты благодаря необходимости решения раз-
личных практических оптимизационных (экстремальных) задач [1; 2]. Они играют централь-
ную роль и в теории оптимального управления распределенными системами. Говоря о КУО,
мы имеем в виду правило множителей Лагранжа или, более коротко, принцип Лагранжа (ПЛ),

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 20-01-00199_а).
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а также принцип максимума Понтрягина (ПМП). Сложность и актуальность изучения вопро-
сов теории оптимального управления для уравнений с частными производными общеизвестны
(см., например, книги [3;4] и библиографию в них). Их многообразие очень велико, они посто-
янно на протяжении десятков лет привлекают внимание исследователей, о чем можно судить,
бросив даже беглый взгляд на связанные с КУО публикации этого направления математиче-
ской теории за последние несколько лет в целом ряде ведущих научных журналов2.

Отличительная черта настоящей статьи по сравнению с подавляющим числом других ра-
бот, так или иначе посвященных КУО и в целом вопросам теории оптимального управления
распределенными системами, заключается в исследовании проблемы регуляризации КУО. Це-
лесообразность и актуальность изучения этой проблемы обусловлены тем, что КУО являются
математическими объектами со свойствами некорректности [5; 6], в полной мере “унаследо-
ванными” от “порождающих их” самих оптимизационных задач [7]. Основанный на теории
двойственности и методе тихоновской стабилизации [8] подход, связанный с регуляризаци-
ей именно КУО, а не собственно оптимизационных задач, был впервые предложен в [5; 9].
В последние несколько лет в целом ряде исследований (см., например, [6;10], а также библио-
графию в них) указанный подход к регуляризации КУО был реализован для ряда выпуклых
задач оптимального управления сосредоточенными и распределенными системами с оператор-
ными ограничениями в гильбертовом пространстве.

В статье обсуждается, как “нелинейная” версия основанной на двойственности регуляри-
зации [11] порождает соответствующую регуляризацию КУО в форме ПЛ и ПМП в нели-
нейной (невыпуклой) регулярной3 задаче оптимального граничного управления с аддитивно
зависящим от параметра операторным ограничением-равенством (метод возмущений) в случае
третьей начально-краевой задачи для параболического уравнения. Основное предназначение
регуляризованных ПЛ и ПМП — устойчивое генерирование минимизирующих приближен-
ных решений (МПР) в смысле Дж. Варги в рассматриваемой задаче, решение которой может
как существовать, так и не существовать. Регуляризованные ПЛ и ПМП формулируются как
теоремы существования МПР, состоящих из минималей (субминималей) модифицированных
функционалов Лагранжа, взятых при значении двойственной переменной в соответствии с вы-
бранной процедурой двойственной регуляризации. Они “преодолевают” свойства некорректно-
сти ПЛ и ПМП, являются регуляризирующими алгоритмами и служат теоретической осно-
вой для создания алгоритмов практического решения оптимизационной задачи. Конструкции
модифицированных функционалов Лагранжа являются прямыми следствиями субдиффере-
циальных свойств полунепрерывной снизу и, вообще говоря, невыпуклой функции значений
как функции параметра задачи. Благодаря указанной регулярности задачи получаемый ниже
регуляризованный ПЛ (см. теорему 2) можно называть также регуляризованной теоремой Ку-
на — Таккера. Получение регуляризованных ПЛ и ПМП опирается на “нелинейный вариант”
метода возмущений (метод возмущений в случае выпуклой задачи условной оптимизации см.
в [1, п. 3.3.2]) и конструкции современного негладкого анализа [12–14]. Важную роль здесь
играют свойства плотности “нелинейной” субдифференцируемости (см. подразд. 2.3.2).

1. Постановка нелинейной задачи оптимального управления

Пусть W ⊂ R
1 — замкнутое ограниченное множество, QT ≡ Ω × (0, T ), S ≡ ∂Ω, ST ≡

{(x, t) : x ∈ S, t ∈ (0, T )}, Ω — ограниченная область в R
n, n ≥ 2, D ≡ {w ∈ L2(ST ) :

w(x, t) ∈ W п.в. на ST }, D ⊂ L2(ST ) ≡ H, w — управление (управляющая функция). Норму
в гильбертовом пространстве H с элементами w обозначим через ‖ · ‖H.

2Здесь, в первую очередь, достаточно указать такие математические журналы как “SIAM Journal
on Control and Optimization”, “SIAM Journal on Optimization”, “Journal of Optimization Theory and
Applications”, “Applied Mathematics and Optimization”, а также ряд других.

3Регулярность задачи понимается в смысле существования в ней обобщенного вектора Куна —
Таккера (см. подразд. 2.3.5).
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Рассмотрим параметрическую (т. е. зависящую от параметра) нелинейную (вообще гово-
ря, невыпуклую) задачу условной минимизации нелинейного (вообще говоря, невыпуклого)
функционала g0 : D → R

1 с фазовым в финальный момент времени (полуфазовым) нелиней-
ным (вообще говоря) ограничением-равенством

(OCp) g0(w) ≡

∫

Ω

G(x, z[w](x, T ))dx → inf,

g1(w)(x) ≡ ϕ1(x, z[w](x, T )) = p(x) при п.в. x ∈ Ω, w ∈ D ⊂ H,

где p ≡ p(·) ∈ L2(Ω) — параметр. Наличие параметра в ограничении-равенстве задачи (OCp)
означает, что в статье имеется условие применения так называемого метода возмущений [1,
п. 3.3.2]. Здесь и ниже z[w] — решение класса V 1,0

2 (QT ) [15, гл. III] третьей начально-краевой
задачи для параболического уравнения дивергентного вида

zt −
∂

∂xi
(ai,j(x, t)zxj

) + a(x, t)z + u0(x, t) = 0, (1.1)

z(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω,
∂z

∂N
+ σ(x, t)z = w(x, t), (x, t) ∈ ST .

Ниже нам потребуются следующие условия на исходные данные задачи (OCp):

а) функции G, ϕ1 : Ω × R
1 → R

1 измеримы по x и непрерывно дифференцируемы по z,
G(·, z(·, T )) ∈ L∞(Ω), ϕ1(·, z(·, T )) ∈ L∞(Ω) ∀z(·, T ) ∈ L∞(Ω);

б) выполняются оценки для функций G(·, ·), ϕ1(·, ·) и их градиентов по z

|G(x, z)|, |∇zG(x, z)| ≤ CM , |ϕ1(x, z)|, |∇zϕ1(x, z)| ≤ CM ∀ x ∈ Ω, z ∈ S1
M ,

где Sn
M ≡ {x ∈ R

n : |x| < M};

в) функции ai,j , i, j = 1, . . . , n, a, u0 : Ω × (0, T ) → R
1, v0 : Ω → R

1, σ : S × (0, T ) → R
1

измеримы в смысле Лебега;

г) справедливы неравенства

ν|ξ|2 ≤ ai,j(x, t)ξiξj ≤ µ|ξ|2 ∀ (x, t) ∈ QT , ν, µ > 0;

д) имеют место включение v0 ∈ C(Ω) и оценки

|a(x, t)|, |u0(x, t)| ≤ K при п.в. (x, t) ∈ QT , |v0(x)| ≤ K при п.в. x ∈ Ω,

|σ(x, t)| ≤ K при п.в. (x, t) ∈ ST ,

где K > 0 — некоторая постоянная;

е) граница S является кусочно-гладкой.

З а м е ч а н и е 1. Задача оптимального управления (OCp) формально записывается в
компактной форме задачи нелинейного программирования g0(w) → inf, g1(w) = p, w ∈ D ⊂ H.
Если мы определим, в какое пространство вкладываются элементы g1(w), то получим “полно-
ценную” задачу математического (нелинейного) программирования. В качестве пространства
образов оператора g1(·) здесь можно формально рассматривать разные конкретные простран-
ства: C(Ω), L∞(Ω), Lp(Ω), 1 ≤ p <∞, и еще некоторые другие. То, какое из них “более подходя-
щее”, зависит от свойств регулярности решений z[w] задачи (1.1) и “целей регуляризации” КУО.
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Фазовое ограничение-равенство g1(w) ≡ g1(w)(·) ≡ G1(·, z[w](·, T )) = p(·) понимается как ра-
венство почти всюду в Ω: G1(x, z[w](x, T )) = p(x) при п.в. x ∈ Ω. Так как z[w] ∈ V 1,0

2 (QT )∩C(Ω)
в силу условий на исходные данные задачи (1.1), p ∈ L2(Ω), то в дальнейшем нам будет целе-
сообразно смотреть на это равенство как на равенство в L2(Ω). При этом в качестве “важного
бонуса” мы получаем возможность оперирования с субдифференциальными в смысле неглад-
кого (нелинейного) анализа свойствами функции значений параметрической задачи (OCp) как
функции в гильбертовом пространстве L2(Ω). Возможные неустойчивость и невыполнимость
КУО [6] в подобных ситуациях характеризуют те сложности, которые возникают при анализе
задачи (OCp) в случае такого выбора пространства образов.

Пусть F — множество всевозможных наборов исходных данных f ≡ {G, ϕ1, ai,j, i, j =
1, . . . , n, a, u0, v0, σ}, для каждого из которых выполняются условия а), б), в), г), д), е) с не за-
висящими от набора постоянными C(M), ν, µ, K. Определим наборы невозмущенных f

0 и воз-
мущенных f

δ исходных данных из F соответственно: f0 ≡ {G0, ϕ0
1, a

0
i,j, i, j = 1, . . . , n, a0, u00, v

0
0 ,

σ0} и f
δ ≡ {Gδ , ϕδ

1, a
δ
i,j, i, j = 1, . . . , n, aδ, uδ0, v

δ
0, σ

δ}, δ ∈ (0, δ0], δ0 > 0, — некоторое число.
Будем считать, что выполняются следующие оценки:

|Gδ(x, z) −G0(x, z)| ≤ C1
Mδ, |ϕδ

1(x, z) − ϕ0
1(x, z)| ≤ C1

Mδ ∀ (x, z) ∈ Ω× S1
M , (1.2)

‖aδi,j − a0i,j‖∞,QT
, i, j = 1, . . . , n,

‖aδ − a0‖∞,QT
, ‖uδ0 − u00‖∞,QT

, ‖vδ0 − v00‖∞,Ω, ‖σ
δ − σ0‖∞,ST

≤ Cδ,

где C1
M , C > 0 не зависят от δ ∈ (0, δ0].

Соответствующее набору f, а точнее его части {ai,j , i, j = 1, . . . , n, a, u0, v0, σ}, решение
начально-краевой задачи (1.1) обозначим через z(f)[w] ≡ z[w]. Обозначим также задачу (OCp),
решение z[w], функционал g0, оператор g1 и т. п., отвечающие набору исходных данных f

δ,
δ ∈ [0, δ0], через (OCδ

p), z
δ[w] ≡ z(fδ)[w], gδ0, g

δ
1 соответственно. Существование решения зада-

чи (OC0
p) априори не предполагается, однако, в том случае, если такие решения существуют,

примем для них обозначение w0
p.

Введем также обозначения

‖gδ1(w)− p‖ ≡ ‖gδ1(w) − p‖2,Ω, Dδ,ǫ
p ≡ {w ∈ D : ‖gδ(w)− p‖ ≤ ǫ}, ǫ ≥ 0, D0,0

p ≡ D0
p.

Определим обобщенное значение β(p) задачи (OC0
p) как

β(p) ≡ β+0(p) ≡ lim
ǫ→+0

βǫ(p), βǫ(p) ≡ inf
w∈D

0,ǫ
p

g00(w), βǫ(p) ≡ +∞, если D0,ǫ
p = ∅.

Очевидно, в общей ситуации β(p) ≤ β0(p), где β0(p) ≡ inf
w∈D0

p

g00(w) — классическое значение

задачи. Однако благодаря условиям на исходные данные рассматриваемой задачи, влекущим
определенные компактностные свойства решений начально-краевой задачи (1.1), имеет место
равенство β(p) = β0(p) ∀p ∈ L2(Ω). Справедлива следующая важнейшая для дальнейших по-
строений лемма; см. лемму 7 в (Сумин М.И. Субоптимальное управление системами с распре-
деленными параметрами: минимизирующие последовательности, функция значений // Журн.
вычисл. математики и мат. физики. 1997. Т. 37, № 1. С. 23–41).

Лемма 1. Функция значений β : L2(Ω) → R
1 ∪ {+∞} является полунепрерывной снизу.

Центральным для нас будет понятие обобщенной минимизирующей последовательности
(ОМП) — минимизирующего приближенного решения в смысле Дж. Варги [16, гл. III] в зада-
че (OC0

p), т. е. последовательности элементов wi ∈ D, i = 1, 2, . . . , такой, что

g00(w
i) ≤ β(p) + δi, wi ∈ D0,ǫi

p ,
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для некоторых последовательностей сходящихся к нулю неотрицательных чисел δi, ǫi, i =
1, 2, . . . .

Итак, мы имеем семейство зависящих от δ ∈ [0, δ0] параметрических задач оптимального
управления

(OCδ
p) gδ0(w) ≡

∫

Ω

Gδ(x, zδ [w](x, T ))dx → inf,

gδ1(w)(x) ≡ ϕδ
1(x, z

δ [w](x, T )) = p(x) при п.в. x ∈ Ω, w ∈ D ⊂ H,

где p ∈ L2(Ω) — параметр. Верхний индекс δ в исходных данных задачи (OCδ
p) означает, что

либо они заданы точно (δ = 0), либо являются возмущенными (δ > 0), т. е. задаются с ошибкой,
величину которой и характеризует параметр δ ∈ [0, δ0], δ0 > 0, — некоторое фиксированное
число.

Введем важное для всех последующих построений

О п р е д е л е н и е 1. Пусть δk ∈ (0, δ0), k = 1, 2, . . . , — сходящаяся к нулю последова-
тельность положительных чисел. Зависящий от δk, k = 1, 2, . . . , вообще говоря, многознач-
ный оператор Rp(·, δ

k), который ставит в соответствие каждому набору исходных данных f
δk ,

удовлетворяющих оценкам (1.2) при δ = δk, множество Rp(·, δ
k) ≡ Wδk

p ⊂ D, называется

МПР-образующим в задаче (OC0
p), если любая последовательность wδk ∈ Wδk

p , k = 1, 2, . . . ,
есть МПР в этой задаче.

2. Регуляризация правила множителей Лагранжа

в задаче оптимального управления

Переходим к регуляризации правила множителей Лагранжа в задаче оптимального управ-
ления (OC0

p). Прежде всего перепишем задачу (OC0
p) и возмущенные задачи (OCδ

p) в форме
задач нелинейного программирования с операторным ограничением-равенством. С этой целью
сформулируем необходимые утверждения, связанные с существованием обобщенных решений
класса V 1,0

2 (QT ) задачи (1.1) и сопряженной с ней задачи, а также с оценками их устойчивости
по возмущению коэффициентов задачи и управлений.

2.1. Необходимые вспомогательные результаты

В силу условий в), г), д), е) теорема существования обобщенного решения третьей начально-
краевой задачи для линейного параболического уравнения с дивергентной главной частью
[17, с. 34] (см. также [15, гл. III, §5]) обеспечивает разрешимость прямой задачи (1.1) в клас-
се V 1,0

2 (QT ) для любого управления w ∈ H и любого T > 0, а также необходимые оценки для
отклонений этих решений при возмущении исходных данных задачи и управлений.

Лемма 2. Если выполняются условия в), г), д), е), тогда для любого управления w ∈
L2(ST ) существует единственное решение z(f)[w] ≡ z[w] класса V 1,0

2 (QT ) задачи (1.1) и имеет

место оценка4

|z[w]|QT
+ ‖z[w]‖2,ST

≤ CT (‖u0‖2,QT
+ ‖v0‖2,Ω + ‖w‖2,ST

),

где постоянная CT не зависит от w ∈ L2(ST ) и набора исходных данных f ∈ F.

Кроме того, пусть f, f̃ ∈ F — два произвольных набора исходных данных, z(f)[·], z(̃f)[·] —

соответствующие им решения задачи (1.1). Тогда, если выполняются условия в), г), д), е),
то для любых двух управлений w1, w ∈ H,

4Напомним, что, как и в [15], |z|QT
≡ max

0≤t≤T
‖z(·, t)‖2,Ω + ‖zx‖2,QT

— норма в банаховом простран-

стве V 1,0
2

(QT ).
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|z(̃f)[w1]− z(f)[w]|QT
+ ‖z(̃f)[w1]− z(f)[w]‖2,ST

≤ CT

( n∑

i,j=1

‖zxj
(f)[w]‖2,QT

‖ãi,j(·, ·)− ai,j(·, ·)‖∞,QT

+ ‖z(f)[w]‖2,QT
‖ã(·, ·) − a(·, ·)‖∞,QT

+ ‖ũ0 − u0‖2,QT
+ ‖ṽ0 − v0‖2,Ω

+ ‖w1 − w‖2,ST
+ ‖z(f)[w]‖2,ST

‖σ̃ − σ‖∞,ST

)
,

где постоянная CT не зависит от наборов исходных данных f, f̃ ∈ F и управлений w, w1 ∈ H.

Одновременно следствием введенных выше условий на исходные данные и теорем суще-
ствования (см., например, [18, теорема 3.2]) непрерывного вплоть до границы цилиндра QT

обобщенного решения начально-краевой задачи (1.1) является ее разрешимость в классе
V 1,0
2 (QT ) ∩ C(QT ). Можно говорить о том, что справедливо утверждение, дополняющее лем-

му 2.

Лемма 3. Пусть l > n + 1. Если выполняются условия в), г), д), е), то для любого

управления w ∈ Ll(ST ) при любом T > 0 и любом наборе f ∈ F прямая задача (1.1) однозначно

разрешима в V 1,0
2 (QT ) ∩ C(QT ) и справедлива оценка

|z(f)[w]|
(0)

QT

≤ CT (‖u0‖l,QT
+ |v0|

(0)

Ω
+ ‖w‖l,ST

),

в которой постоянная CT не зависит от набора f ∈ F и управления w ∈ Ll(ST ).

Помимо прямой задачи (1.1) ниже при получении регуляризованного ПМП существенную
роль будет играть и сопряженная с ней задача

−ηt −
∂

∂xj
(ai,j(x, t)ηxi

) + a(x, t)η + χ(x, t) = 0, (2.1)

η(x, T ) = ψ(x), x ∈ Ω,
∂η

∂N
+ σ(x, t)η = ω(x, t), (x, t) ∈ ST ,

с χ ∈ L2(QT ), ψ ∈ L2(Ω), ω ∈ L2(ST ), решение которой обозначим через η[χ,ψ, ω].

Так как сопряженная краевая задача (2.1) стандартной заменой времени приводится к
более привычному виду начально-краевой задачи (1.1) (с начальным условием при t = 0), то
можно считать, что следствием первого утверждения леммы 2 является

Лемма 4. Пусть выполняются условия в), г), д), е). Тогда имеет место однозначная

разрешимость в V 1,0
2 (QT ) для любых функций χ ∈ L2(QT ), ψ ∈ L2(Ω), ω ∈ L2(ST ) при любом

T > 0 сопряженной (к (1.1)) задачи (2.1). Для ее решений так же, как в случае прямой

задачи, справедлива оценка

|η[χ,ψ, ω]|QT
+ ‖η[χ,ψ, ω]‖2,ST

≤ C1
T (‖χ‖2,QT

+ ‖ψ‖2,Ω + ‖ω‖2,ST
), (2.2)

в которой постоянная C1
T не зависит от набора исходных данных f и тройки (χ,ψ, ω) ∈

L2(QT )× L2(Ω)× L2(ST ).
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2.2. Задача оптимального управления как задача математического

программирования

На основании условий а), б), в), г), д), е), оценок (1.2) и оценок лемм 2, 3 можно утверждать,
что

|gδ0(w
1)− gδ0(w)| ≤ C1‖w

1 − w‖2,ST
, ‖gδ1(w

1)− gδ1(w)‖2,Ω ≤ C2‖w
1 − w‖2,ST

∀ w1, w ∈ D, (2.3)

|gδ0(w)− g00(w)| ≤ C1δ, ‖gδ1(w)− g01(w)‖2,Ω ≤ C2δ ∀ w ∈ D, δ ∈ [0, δ0], (2.4)

где постоянные C1, C2 > 0 не зависят от δ ∈ [0, δ0], w
1, w ∈ D.

Кроме того, справедлива

Лемма 5. При каждом δ ∈ [0, δ0] оператор zδ [·](·, T ) : D → L2(Ω) переводит слабо сходя-

щуюся в Ll(ST ) (l > n+ 1, см. лемму 3) к элементу w0 ∈ D последовательность управлений

wi ∈ D, i = 1, 2, . . . , в сильно сходящуюся в L2(Ω) к элементу zδ[w0](·, T ) последовательность

элементов zδ[wi](·, T ), i = 1, 2, . . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть последовательность управлений wi ∈ D, i = 1, 2, . . . , сла-
бо в Ll(ST ), l > n+ 1, сходится к элементу w0 ∈ D. При этом, очевидно, та же последователь-
ность сходится слабо к w0 ∈ D и в L2(ST ). Запишем соответствующее интегральное тождество
[15, гл. III] для zδ[wi](x, t), (x, t) ∈ QT :

−

∫

QT

zδ[wi](x, t)ηt(x, t)dxdt +

∫

QT

[(aδi,j(x, t)z
δ
xj
[wi](x, t)ηxi

(x, t) + aδ(x, t)zδ [wi](x, t)η(x, t)]dxdt

+

∫

QT

uδ0(x, t)η(x, t)dxdt +

∫

ST

σδ(s, t)zδ[wi](s, t)η(s, t)dsdt −

∫

ST

wi(s, t)η(s, t)dsdt

=

∫

Ω

vδ0(x)η(x, 0)dx ∀ η ∈W 1,1
2 (QT ), η(x, T ) = 0. (2.5)

Обозначим через zδ0,0[w] обобщенное решение начально-краевой задачи

zt −
∂

∂xi
(aδi,j(x, t)zxj

) + aδ(x, t)z = 0, z(x, 0) = 0, x ∈ Ω,
∂z

∂N
+ σδ(x, t)z = w(x, t), (x, t) ∈ ST .

Тогда можем записать равенство zδ[w] = zδ[0]+zδ0,0[w] ∀w ∈ D. Линейные операторы zδ0,0[·](·, ·) :

Ll(ST ) → C(QT ), z
δ
0,0[·](·, T ) : Ll(ST ) → C(ST ), z

δ
0,0[·](·, T ) : Ll(ST ) → C(Ω) являются в силу

леммы 3 ограниченными и, стало быть, переводят слабую сходимость последовательности
wi ∈ D, i = 1, 2, . . . , в слабую сходимость соответственно в C(QT ), C(ST ) и C(Ω) после-
довательностей zδ0,0[w

i](x, t), (x, t) ∈ C(QT ), z
δ
0,0[w

i](s, t), (s, t) ∈ C(ST ), z
δ
0,0[w

i](x, T ), x ∈

C(Ω), i = 1, 2, . . . , к элементам zδ0,0[w
0](x, t), (x, t) ∈ C(QT ), z

δ
0,0[w

0](s, t), (s, t) ∈ C(ST ),

zδ0,0[w
0](x, T ), x ∈ C(Ω). Последние три слабые сходимости согласно критерию слабой схо-

димости в пространстве непрерывных функций [19, гл. IV, п. 6.4, следствие] являются од-
новременно поточечными сходимостями равномерно ограниченных функций соответственно
в C(QT ), C(ST ) и C(Ω). Тогда, учитывая, что zδ[0] ∈ V 1,0

2 (QT ) ∩ C(QT ), можно утверждать
следующее.

1. Благодаря равномерной ограниченности непрерывных в QT функций {zδ[w] = zδ[0] +
zδ0,0[w] : w ∈ D}

‖zδ[wi]− zδ[w0]‖2,QT
→ 0, ‖zδ[wi]− zδ[w0]‖2,ST

→ 0, i→ ∞. (2.6)
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2. Вследствие равномерной по i = 1, 2, . . . ограниченности в силу леммы 2 норм
‖zδxj

[wi]‖2,QT
, j = 1, . . . , n, и сходимости (2.6) на основании классического свойства обобщенно

дифференцируемых функций, связанного с сохранением обобщенными производными слабого
предельного перехода (см., например, [20, п. 109, теорема 2]),

zδxj
[wi] → zδxj

[w0] слабо в L2(QT ), i→ ∞, j = 1, . . . , n. (2.7)

3. Справедливо предельное соотношение

‖zδ [wi](·, T ) − zδ [w0](·, T )‖2,Ω → 0, i→ ∞. (2.8)

Предельные соотношения (2.6), (2.7) дают возможность осуществить предельный переход
при i → ∞ в тождестве (2.5), показывающий, что полученная в результате слабого предель-
ного перехода функция zδ[w0] = zδ [0] + zδ0,0[w

0] действительно является соответствующим

управлению w0 решением начально-краевой задачи (1.1) в случае набора исходных данных
f
δ ∈ F. Последний факт в совокупности с предельным соотношением (2.8) говорят о том, что

утверждение доказываемой леммы справедливо. �

З а м е ч а н и е 2. Можно заметить, что благодаря лемме 5 задача (OC0
p) в случае вы-

пуклости замкнутого ограниченного множества W ⊂ R
1 является разрешимой.

Далее непрерывный оператор gδ1 : D → L2(Ω) в силу условий на исходные данные зада-
чи (OC0

p) и регулярности ограниченного решения (см. лемму 3) начально-краевой задачи (1.1)

при f = f
δ ∈ F внутри цилиндра QT [15, гл. III, теорема 10.1] имеет компактную5 область

значений gδ1(D). Последнее связано с тем, что согласно теореме 10.1 из [15, гл. III] имеет ме-
сто следующее свойство “равномерной” гельдеровости решений zδ[w], w ∈ D, при δ ∈ [0, δ0]:

существует число α > 0 такое, что zδ[w] ∈ Hα,α/2(QT ) ∀w ∈ D и норма |zδ [w]|
(α)
Q′ для лю-

бой подобласти Q′ ⊂ QT , отстоящей от нижнего основания {(x, t) : x ∈ Ω, t = 0} и боковой
поверхности ST цилиндра QT на положительное расстояние ρ, равномерно по w ∈ D ограни-
чена некоторой постоянной, зависящей лишь от этого расстояния ρ. Последнее свойство можно
переписать как свойство компактности в C(Q′).

Лемма 6. Множество решений прямой задачи {zδ [w] : w ∈ D} ⊂ V 1,0
2 (QT ) является мно-

жеством равномерно ограниченных и равностепенно непрерывных функций в C(Q′) для любой

подобласти Q′ ⊂ QT , отстоящей от нижнего основания {(x, t) : x ∈ Ω, t = 0} и боковой по-

верхности ST цилиндра QT на положительное расстояние ρ. Как следствие, это множество

равномерно ограниченных и непрерывных в QT функций компактно в L2(QT ). Одновременно

множество {zδ [w](·, T ) : w ∈ D} ⊂ L2(Ω) — компакт в L2(Ω).

З а м е ч а н и е 3. Можно заметить, что компактность области значений gδ1(D) операто-
ра gδ1 : D → L2(Ω) в случае выпуклости замкнутого ограниченного множества W ⊂ R

1 есть
непосредственное следствие леммы 5. При этом нет необходимости для доказательства этого
факта применять теорему 10.1 из [15, гл. III].

Таким образом, можно утверждать, что исходная параметрическая задача оптимального
управления (OCδ

p) может быть формально записана как задача нелинейного программирова-
ния в гильбертовом пространстве H с операторным ограничением-равенством

(P δ
p ) gδ0(w) → inf, gδ1(w) = p, w ∈ D ⊂ H,

где p ∈ L2(Ω) — параметр, D ⊂ H — замкнутое ограниченное множество. При этом выполня-
ются оценки (2.3), (2.4), а оператор gδ1 : D → L2(Ω) является непрерывным и имеет компактную
область значений gδ1(D) (см. лемму 6). Это дает нам основание применить к задаче (P δ

p ), а как

следствие, и к исходной задаче (OCδ
p), все результаты работы [11].

5Здесь компактность множества понимается в смысле [21, п. 19.3]. Часто в подобной ситуации ис-
пользуется термин предкомпактность.



210 М.И.Сумин

2.3. Субдифференциалы полунепрерывных снизу функций, плотность

субдифференцируемости, модифицированные функции Лагранжа

как следствия субдифференцируемости функции значений, мо-

дифицированная двойственная задача, обобщенный вектор Куна —

Таккера

Напомним, прежде всего, нужные сведения по субдифференцируемости в смысле нелиней-
ного (негладкого) анализа, связанные с субдифференциалами полунепрерывных снизу функ-
ций в гильбертовом пространстве (см. лемму 1). Необходимость их применения объясняется,
во-первых, неестественностью использования понятия субдифференцируемости в смысле вы-
пуклого анализа применительно к невыпуклым функциям, и, во-вторых, наличием соответ-
ствующих результатов о плотности субдифференцируемости полунепрерывных снизу функ-
ций в гильбертовом пространстве в смысле нелинейного анализа [12–14]. Одновременно эти
понятия субдифференцируемости приведут нас естественным образом к конструкциям так
называемых модифицированных функций Лагранжа.

2.3.1. Субдифференциалы полунепрерывных снизу функций. Далее нам будут
нужны два понятия субдифференцируемости полунепрерывных снизу функций — понятия
проксимального субградиента и субдифференциала Фреше.

Введем прежде всего понятие проксимального субградиента полунепрерывной снизу функ-
ции на основе понятия проксимальной нормали [12, гл. 4, гл. 5; 13, гл. 1, разд. 1, 2].

О п р е д е л е н и е 2. (а) Пусть H — гильбертово пространство, S ⊂ H — замкнутое
множество, s̄ ∈ S. Вектор ζ ∈ H называется проксимальной нормалью к множеству S в
точке s̄ ∈ S, если существует постоянная M > 0 такая, что 〈ζ, s − s̄〉 ≤ M‖s − s̄‖2 ∀ s ∈ S.
Множество всех таких векторов ζ, представляющее собой конус, обозначим через N̂S(s̄) и
назовем проксимальным нормальным конусом.

(б) Пусть f : H → R
1 ∪ {+∞} полунепрерывная снизу функция и x̄ ∈ domf . Вектор ζ ∈ H

называется проксимальным субградиентом функции f в точке x̄, если (ζ,−1) ∈ N̂epi f (x̄, f(x̄)).
Множество всех таких векторов ζ обозначим через ∂P f(x̄) и назовем проксимальным субгра-
диентом f в точке x̄.

Лемма 7 [12, утверждение 4A.3; 13, гл. 1, разд. 2]. Пусть f : H → R
1 ∪ {+∞} — полуне-

прерывная снизу функция и x̄ ∈ domf . Вектор ζ ∈ H является проксимальным субградиен-

том функции f в точке x̄ тогда и только тогда, когда существуют постоянные R > 0 и

δ > 0 такие, что

f(x̄)− 〈ζ, x̄〉 ≤ f(x)− 〈ζ, x〉+R‖x− x̄‖2 ∀ x ∈ Sδ(x̄) ≡ {x′ ∈ H : ‖x′ − x̄‖ < δ}.

Определим далее понятие нормали Фреше к замкнутому множеству в банаховом простран-
стве, а также соответствующее понятие субдифференциала полунепрерывной снизу функции
[14, разд. 1.1.1, 1.3.2].

О п р е д е л е н и е 3. Пусть Ω — непустое множество банахова пространства X. Пусть
x ∈ clΩ. Тогда непустое множество

N̂(x; Ω) ≡
{
x∗ ∈ X∗ : lim sup

u
Ω
→x

〈x∗, u− x〉

‖u− x‖
≤ 0

}

называется нормальным конусом Фреше к Ω в x. При x /∈ clΩ полагается N̂(x; Ω) = ∅.

О п р е д е л е н и е 4. Пусть f : X → R
1 ∪ {+∞} — полунепрерывная снизу функция,

определенная на банаховом пространстве X, x̄ ∈ domf . Множество

∂̂f(x̄) ≡ {x∗ ∈ X∗ : (x∗,−1) ∈ N̂((x̄, f(x̄)); epi f)}

называется субдифференциалом Фреше функции f в точке x̄. При этом полагается ∂̂f(x̄) = ∅

в случае x /∈ dom f .
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Лемма 8 [14, утверждение 1.84]. Пусть f : X → R
1 ∪ {+∞} — полунепрерывная снизу

функция, определенная на банаховом пространстве X, x ∈ domf , γ > 0. Тогда x∗ ∈ ∂̂f(x) в

том и только в том случае, если для любого γ > 0 существует окрестность Xγ точки x
такая, что

f(x)− 〈x∗, x〉 ≤ f(x′)− 〈x∗, x′〉+ γ‖x′ − x‖ ∀ x′ ∈ Xγ .

2.3.2. Плотность субдифференцируемости. Важнейшее характеристическое свойство
полунепрерывных снизу функций f : X → R

1 ∪ {+∞} заключается в том, что как множе-
ство ∂P f(x), так и множество ∂̂f(x) в случае гильбертова пространства X не пусто для всех
точек плотного в domf множества [13, теорема 3.1; 14, следствие 2.29].

2.3.3. Модифицированные функции Лагранжа как следствия субдифференци-
руемости функции значений. Следуя [11], можно утверждать, что для задачи (P 0

p ) с по-
лунепрерывной снизу в силу леммы 1 функцией значений β : L2(Ω) → R

1 ∪ {+∞} являются
естественными две конструкции модифицированной функции Лагранжа в зависимости от суб-
дифференциальных свойств β в фиксированной индивидуальной точке p.

Первая модифицированная функция Лагранжа. Если точка p ∈ domβ такова, что
∂Pβ(p) 6= ∅ и ζ ∈ ∂Pβ(p), то, как следствие, для задачи (P 0

p ) естественна (см. [11]) конструкция
модифицированной функции Лагранжа вида

L0,2
p,c(w, ζ) ≡ g00(w) − 〈ζ, g01(w) − p〉+ c‖g01(w) − p‖2, w ∈ D,

с некоторым достаточно большим коэффициентом c > 0 (этому коэффициенту можно придать
смысл коэффициента штрафа), зависящим, вообще говоря, от ζ ∈ ∂Pβ(p). Это вызвано тем,
что в случае ζ ∈ ∂Pβ(p) в задаче минимизации этой модифицированной функции Лагранжа

g00(w) − 〈ζ, g01(w)− p〉+ c‖g01(w) − p‖2 → inf, w ∈ D, (2.9)

минимизирующей является лишь любая последовательность элементов wk, k = 1, 2, . . . , со
свойствами g00(w

k) → β(p), g01(w
k) → p, k → ∞, и никакая другая последовательность. Одно-

временно справедливо равенство

inf
w∈D

(
g00(w)− 〈ζ, g01(w) − p〉+ c‖g01(w)− p‖2

)
= β(p). (2.10)

В этом случае если для некоторых ζ ∈ L2(Ω), c > 0 выполняется (2.10), то ζ ∈ ∂Pβ(p).
Более того (подробности в [11]), если коэффициент c = c(ζ) берется независимым от

ζ ∈ ∂Pβ(p), то этот коэффициент можно считать столь большим, что в задаче минимиза-
ции модифицированной функции Лагранжа (2.9) равенство (2.10) выполняется лишь при всех
ζ ∈ ∂Pβ(p) и минимизирующей в ней является лишь последовательность wk, k = 1, 2, . . . ,
такая, что g00(w

k) → β(p), g01(w
k) → p, k → ∞, и никакая другая последовательность.

Вторая модифицированная функция Лагранжа. Если точка p ∈ domβ такова, что
∂̂β(p) 6= ∅ и ζ ∈ ∂̂β(p), то, как следствие, для задачи (P 0

p ) естественна (см. [11]) конструкция
модифицированной функции Лагранжа вида

L0,1
p,c(w, ζ) ≡ g00(w) − 〈ζ, g01(w)− p〉+ c‖g01(w) − p‖, w ∈ D,

с некоторым достаточно большим коэффициентом c > 0, зависящим, вообще говоря, от ζ ∈
∂̂β(p). В этом случае, когда ζ ∈ ∂̂β(p), так же как и в предыдущем, в задаче минимизации
модифицированной функции Лагранжа

g00(w)− 〈ζ, g01(w)− p〉+ c‖g01(w)− p‖ → inf, w ∈ D, (2.11)

минимизирующей является лишь последовательность wk, k = 1, 2, . . . , такая, что g00(w
k) →

β(p), g01(w
k) → p, k → ∞, и никакая другая последовательность. Одновременно справедливо

равенство
inf
w∈D

(g00(w)− 〈ζ, g01(w)− p〉+ c‖g01(w)− p‖) = β(p).



212 М.И.Сумин

Комбинированная модифицированная функция Лагранжа. Далее следуя [11], вве-
дем с учетом конструкций модифицированных функций Лагранжа задач (2.9) (2.11) (о моди-
фицированных функциях Лагранжа см. также, например, в [22–24]), комбинированную (сме-
шанную) модифицированную функцию Лагранжа задачи (P δ

p )

Lδ
p,c(w, λ) ≡

1

2
Lδ,1
p,2c(w, λ) +

1

2
Lδ,2
p,2c(w, λ) ≡ gδ0(w) + 〈λ, gδ1(w)− p〉

+ cψ(‖gδ1(w)− p‖), w ∈ D, λ ∈ L2(Ω),

где c ≥ 0, а “штрафная” функция ψ : R1
+ → R

1
+ определяется формулой ψ(t) ≡ l1t+l2t

2, t ∈ R
1
+,

в которой весовые множители l1, l2 ∈ {0, 1} — фиксированные числа.

2.3.4. Модифицированная двойственная задача. Определим, в свою очередь, и мо-
дифицированную двойственную задачу, являющуюся задачей вогнутой оптимизации

V δ
p,c(λ) → sup, λ ∈ L2(Ω), V δ

p,c(λ) ≡ inf
w∈D

Lδ
p,c(w, λ), δ ∈ [0, δ0]. (2.12)

Условия на исходные данные задачи (OC0
p) таковы, что функция V δ

p,c при δ ∈ [0, δ0] является
определенной (конечной) при любом c ∈ R

1 для любой точки λ ∈ L2(Ω) и выполняется оценка

|V δ
p,c(λ)− V 0

p,c(λ)| ≤ Cδ(1 + ‖λ‖+ |c|) ∀ λ ∈ L2(Ω), (2.13)

где C > 0 — некоторая постоянная, зависящая при фиксированном p ∈ L2(Ω) лишь от sup
z∈D

‖z‖.

2.3.5. Обобщенный вектор Куна — Таккера. Введем также соответствующее понятие
обобщенного вектора Куна — Таккера задачи (P 0

p ), т. е. такого вектора λ ∈ L2(Ω), для которого
при некотором c > 0 выполняется неравенство β(p) ≤ inf

w∈D
L0
p,c(w, λ).

Очевидно, возможны две и только две ситуации для задачи (P 0
p ) или, другими словами,

для задачи (OC0
p):

A) в задаче имеется обобщенный вектор Куна — Таккера;

Б) в задаче не существует вектора Куна — Таккера в указанном смысле.

Оказывается (подробности в [11]), как и в привычной ситуации выпуклой оптимизационной
задачи, существование вектора Куна — Таккера в указанном (обобщенном) смысле эквивалент-
но тому, что целевая функция V 0

p,c(λ), λ ∈ L2(Ω), в модифицированной двойственной задаче
при некотором c > 0 достигает максимального значения β(p) в некоторой точке λ0 ∈ L2(Ω) из
замкнутого выпуклого множества всех таких точек максимума при некотором c > 0. Заметим
при этом, что если задача (P 0

p ) обладает вектором Куна — Таккера в указанном обобщен-
ном смысле при l1 = 0, то любой такой вектор, взятый с обратным знаком, есть элемент
проксимального субградиента ∂Pβ(p). И, наоборот, любой элемент проксимального субгради-
ента ∂Pβ(p) — это обобщенный вектор Куна — Таккера при l1 = 0 задачи (P 0

p ) при некотором
c > 0 (подробности в [11]).

2.4. Задача минимизации модифицированной функции Лагранжа

Ниже при формулировке теоремы сходимости метода двойственной регуляризации, а также
регуляризованных ПЛ и ПМП центральную роль будет играть задача минимизации модифи-
цированного функционала Лагранжа

Lδ
p,c(w, λ) → inf, w ∈ D, (2.14)

при λ ∈ L2(Ω) — обычная, но, вообще говоря, не выпуклая, а нелинейная простейшая (т. е.
без ограничений типа равенства и неравенства) задача оптимального управления. Сформу-
лируем и докажем носящее интегральный характер необходимое условие оптимальности в
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этой задаче в терминах функции Гамильтона — Понтрягина, а именно, условие, которому
с необходимостью удовлетворяют элементы w0 ∈ D такие, что Lδ

p,c(w
0, λ) ≤ inf

w∈D
Lδ
p,c(w, λ).

В силу леммы 5 подобные управления существуют при дополнительном предположении вы-
пуклости множества W . Это является следствием слабой компактности ограниченного за-
мкнутого выпуклого (в силу выпуклости W ) множества D в пространстве Ll(ST ) и слабой
непрерывности в Ll(ST ) функционала Lδ

p,c(w, λ), w ∈ D, являющейся следствием утверждения
леммы 5.

Для упрощения рассмотрим случай, когда выполняются следующие дополнительные усло-
вия на исходные данные задачи (OC0

p) (напомним, что λ = −ζ):

1. Множитель l1 = 0, т. е. Lδ,2
p,c(w, λ) ≡ Lδ

p,c(w, λ) ≡ gδ0(w) + 〈λ, gδ1(w)− p〉+ c‖gδ1(w) − p‖2.

2. W ⊂ R
1 — выпуклое замкнутое ограниченное множество.

Лемма 9. Пусть выполняются дополнительные условия 1, 2 и w0 ∈ D — оптимальный

элемент в задаче минимизации (2.14). Тогда имеет место неравенство

∫

ST

(w(s, t)− w0(s, t))ηδp,c[w
0](s, t)dsdt ≤ 0 ∀ w ∈ D (2.15)

и, как следствие, поточечный ПМП

H(w0(s, t), ηδp,c[w
0](s, t)) = max

r∈W
H(r, ηδp,c[w

0](s, t)) при п.в. (s, t) ∈ ST ,

где H(w, η) ≡ wη — функция Гамильтона — Понтрягина, ηδp,c[w
0] — обобщенное решение при

v = w0 сопряженной задачи

−ηt −
∂

∂xj
(aδi,j(x, t)ηxi

) + aδ(x, t)η = 0, (2.16)

η(x, T ) = −∇zG
δ(x, zδ [v](x, T )) − λ(x)∇zφ

δ
1(x, z

δ [v](x, T ))

− 2c(φδ1(x, z
δ [v](x, T )) − p)∇zφ

δ
1(x, z

δ [v](x, T )), x ∈ Ω,
∂η

∂N
+ σδ(s, t)η = 0, (s, t) ∈ ST .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Запишем условие оптимальности элемента w0 ∈ D в задаче
минимизации (2.14). Введем классическую вариацию управления w0: w0

ǫ (s, t) ≡ w0(s, t) +
ǫ(w(s, t)−w0(s, t)) ≡ w0(s, t)+ǫδw0(s, t), где w(s, t), (s, t) ∈ ST , — произвольное фиксированное
управление из D, ǫ ∈ [0, 1]. Вычислим первую вариацию функционала Lδ

p,c(·, λ) в точке w0:

δLδ
p,c(w

0, λ) ≡ lim
ǫ→0

1

ǫ
(Lδ

p,c(w
0
ǫ , λ)− Lδ

p,c(w
0, λ)).

Используя обозначения zδ[w0
ǫ ](x, t)−z

δ[w0](x, t) ≡ ∆ǫz
δ[w0](x, t), zδ[w0](x, T )+l∆ǫz

δ[w0](x, T ) ≡
∆ǫ(l, x), преобразуем выражение для приращения

Lδ
p,c(w

0
ǫ , λ)− Lδ

p,c(w
0, λ) =

∫

Ω

(Gδ(x, zδ[w0
ǫ ](x, T ))−Gδ(x, zδ[w0](x, T )))dx

+

∫

Ω

λ(x)(φδ1(x, z
δ[w0

ǫ ](x, T ))− φδ1(x, z
δ [w0](x, T )))dx

+ c

∫

Ω

[(φδ1(x, z
δ [w0

ǫ ](x, T ))− p)2 − (φδ1(x, z
δ [w0](x, T )) − p)2]dx
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=

∫

Ω

1∫

0

∇zG
δ(x,∆ǫ(l, x))∆ǫz

δ[w0](x, T )dldx

+

∫

Ω

1∫

0

λ(x)∇zφ
δ
1(x,∆ǫ(l, x))∆ǫz

δ[w0](x, T )dldx

+ c

∫

Ω

1∫

0

∇zφ
δ
1(x,∆ǫ(l, x))∆ǫz

δ[w0](x, T )dl(φδ1(x, z
δ [w0

ǫ ](x, T )) − p

+ (φδ1(x, z
δ [w0](x, T )) − p))dx. (2.17)

Кроме того, можем записать

∆ǫz
δ[w0]t −

∂

∂xi
(aδi,j(x, t)∆ǫz

δ[w0]xj
) + aδ(x, t)∆ǫz

δ [w0] = 0, (2.18)

∆ǫz
δ [w0](x, 0) = 0, x ∈ Ω,

∂∆ǫz
δ[w0]

∂N
+ σ(s, t)∆ǫz

δ[w0] = w0
ǫ (s, t)− w0(s, t), (s, t) ∈ ST .

Применяя в этой ситуации в силу (2.17) и (2.18) лемму 3 из (Сумин М.И. Регуляризован-
ный градиентный двойственный метод решения обратной задачи финального наблюдения для
параболического уравнения // Журн. вычисл. математики и мат. физики. 2004. Т. 44, № 11.
С. 2001–2019), получаем

Lδ
p,c(w

0
ǫ , λ)− Lδ

p,c(w
0, λ) = −

∫

ST

(w0
ǫ (s, t)− w0(s, t))ηδp,c[w

0
ǫ , w

0](s, t)dsdt

= −

∫

ST

ǫ(w(s, t) − w0(s, t))ηδp,c[w
0
ǫ , w

0](s, t)dsdt. (2.19)

где ηδp,c[w
0
ǫ , w

0](x, t), (x, t) ∈ QT , — обобщенное решение “промежуточной” сопряженной задачи

−ηt −
∂

∂xj
(aδi,j(x, t)ηxi

) + aδ(x, t)η = 0,

η(x, T ) = −

1∫

0

∇zG
δ(x,∆ǫ(l, x))dl −

1∫

0

λ(x)∇zφ
δ
1(x,∆ǫ(l, x))dl

− c(φδ1(x, z
δ [w0

ǫ ](x, T ))− p+ φδ1(x, z
δ [w0](x, T ))− p)

1∫

0

∇zφ
δ
1(x,∆ǫ(l, x))dl, x ∈ Ω,

∂η

∂N
+ σδ(s, t)η = 0, (s, t) ∈ ST .

Согласно лемме 3 можем записать предельное соотношение |∆ǫz
δ[w0]|

(0)

QT

→ 0, ǫ → 0, для

решений ∆ǫz
δ [w0] промежуточной сопряженной задачи, откуда благодаря условиям на функ-

ции Gδ, φδ1 и их градиенты, а также оценке (2.2) леммы 4 получаем, в свою очередь,

‖ηδp,c[w
0
ǫ , w

0]− ηδp,c[w
0]‖2,ST

→ 0, ǫ→ 0,
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где ηδp,c[w
0] ≡ ηδp,c[w

0, w0] — обобщенное решение “предельной” сопряженной задачи (2.16) при
v = w0. Одновременно, пользуясь полученным выше равенством (2.19), выводим и выражение
для первой вариации δLδ

p,c(w
0, λ):

δLδ
p,c(w

0, λ) = −

∫

ST

(w(s, t)− w0(s, t))ηδp,c[w
0](s, t)dsdt,

а, как следствие, в силу оптимальности w0 и неравенство (2.15). �

2.5. Двойственная регуляризация для нелинейной регулярной задачи

оптимального управления с поточечным фазовым ограничением-

равенством

Выше было установлено, что в задаче (OC0
p) выполняются все условия, при которых в

ней могут быть применены результаты работы [11]. Это дает возможность организовать для
построения МПР в задаче (OC0

p) процедуру двойственной регуляризации в соответствии со
схемой [11]. Двойственная регуляризация в нелинейном случае основана (так же, как и в вы-
пуклом случае) на алгоритме поиска максимума в задаче максимизации при α > 0 сильно

вогнутого функционала Rδ,α
p,c (λ) ≡ V δ

p,c(λ)−α‖λ‖
2, λ ∈ L2(Ω). При этом с целью конструирова-

ния минимизирующей последовательности в исходной задаче (OC0
p) при достаточно большом

c > 0 рассматривается задача (подробности в [11])

Rδ,α
p,c (λ) → max, λ ∈ Λc ≡ {λ ∈ L2(Ω): ‖λ‖ ≤ c}. (2.20)

Обозначим через λδ,αp,c единственную в Λc точку, дающую на Λc максимум функциона-

лу Rδ,α
p,c . Регуляризованный по Тихонову [7; 8] процесс (2.20) поиска максимума в точной (т. е.

взятой при δ = 0) модифицированной двойственной задаче (2.12) с учетом оценки (2.13) и
при выполнении условия согласования δ/α(δ) → 0, δ → 0, α(δ) → 0 конструктивно порож-
дает минимизирующую последовательность wk ∈ D, k = 1, 2, . . . , в задаче (P 0

p ) = (OC0
p), т. е.

g00(w
k) → β(p), g01(w

k) − p → 0, k → ∞. При этом в случае А) величина c может быть взя-
та равной любому фиксированному достаточно большому положительному числу. В случае
же Б), который в данной статье на рассматривается, “штрафной” коэффициент c необходимо
стремить к +∞ согласованно со стремлением к нулю δ. Основное предположение при этом с
точки зрения практической реализации алгоритма двойственной регуляризации заключается
в том, что минимизация модифицированной функции Лагранжа может проводиться с любой
наперед заданной точностью.

Сформулируем “теорему сходимости” (по функции и по “ограничению”) метода двойствен-
ной регуляризации применительно к задаче (OC0

p), являющуюся “следом” соответствующей

теоремы 3.1 в [11]. Обозначим с этой целью через W c,κ,γ,δ
p [λ] ⊂ D, κ ≥ 0, множество всех

элементов wγ ∈ D, удовлетворяющих неравенству Lδ
p,c+κ(w

γ , λ) ≤ Lδ
p,c+κ(w, λ) + γ ∀w ∈ D,

т. е. множество всех γ-оптимальных управлений в задаче минимизации модифицированной
функции Лагранжа

Lδ
p,c+κ(w, λ) → inf, w ∈ D. (2.21)

Теорема 1. Пусть задача (OC0
p) обладает вектором Куна — Таккера в указанном выше

обобщенном смысле и l1, l2 ∈ {0, 1}, (l1, l2) 6= 0, δk, k = 1, 2, . . . , — произвольная сходящаяся к

нулю последовательность положительных чисел, κ > 0. Тогда найдется достаточно большое

c > 0 такое, что справедливы предельные соотношения

g00(w
k) → β(p), g01(w

k)− p→ 0, λδ
k ,α(δk)
p,c → λ0p,c, V 0

p,c(λ
δk ,α(δk)
p,c ) → β(p), k → ∞.
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Здесь

wk, k = 1, 2, . . . , — ǫk-оптимальные элементы в задаче минимизации модифицированной

функции Лагранжа (2.21) при δ = δk, ǫk → 0, k → ∞, λ = λ
δk ,α(δk)
p,c ;

λ
δk ,α(δk)
p,c , k = 1, 2, . . . , — элементы, максимизирующие в L2(Ω) сильно вогнутый функци-

онал R
δk,α(δk)
p,c , δk/α(δk) → 0, k → ∞;

λ0p,c — минимальный по норме обобщенный вектор Куна — Таккера задачи (OC0
p).

При этом если при l1 = 0 множество ∂Pβ(p) содержит минимальный по норме элемент,

то можно считать, что κ = 0 в задаче минимизации (2.21). В случае разрешимости задачи

минимизации (2.21) можно считать, что ǫk = 0, k = 1, 2, . . . .

Таким образом, оператор Rp(·, ·, δ
k), который ставит в соответствие каждому набору

исходных данных (f δ
k

, gδ
k

), удовлетворяющих оценкам (1.2) при δ = δk, множество

Rp(f
δk , gδ

k

, δk) ≡W c,κ,ǫk,δk

p [λδ
k ,α(δk)
p,c ] ⊂ D,

где ǫk → 0, k → ∞, и выполняется условие согласования δk/α(δk) → 0, k → ∞, является

МПР-образующим в задаче (OC0
p) (в смысле определения 1).

2.6. Регуляризованная теорема Куна — Таккера для нелинейной регуляр-

ной задачи оптимального управления с поточечным фазовым

ограничением-равенством

Как и в [11], теорема 1 позволяет сформулировать и доказать необходимые и достаточные
условия существования МПР в задаче (OC0

p), которые можно также назвать, в силу суще-
ствования для нее обобщенного вектора Куна — Таккера, регуляризованной теоремой Куна —
Таккера в недифференциальной форме. Заметим, что необходимость условий формулируемой
ниже теоремы вытекает из теоремы 1, а их достаточность является простым следствием усло-
вий теоремы и условий на исходные данные задачи (OC0

p) (подробности см. в [11, теорема 4.1]).

Теорема 2. Пусть l1, l2 ∈ {0, 1}, (l1, l2) 6= 0 и задача (OC0
p) обладает обобщенным век-

тором Куна — Таккера, δk, k = 1, 2, . . . , — произвольная сходящаяся к нулю последова-

тельность положительных чисел. Тогда найдутся достаточно большое c > 0 и ограничен-

ная последовательность λk ∈ L2(Ω), k = 1, 2, . . . , такие, что для любой последовательно-

сти wk, k = 1, 2, . . . , ǫk-оптимальных элементов в задаче минимизации модифицированной

функции Лагранжа (2.21) при δ = δk, λ = λk, κ > 0, ǫk → 0, k → ∞, справедливы предельные

соотношения

g00(w
k) → β(p), g01(w

k)− p→ 0, V 0
p,c(λ

k) → β(p), k → ∞, (2.22)

и, как следствие, предельное соотношение

V 0
p,c+κ(λ

k) → β(p), k → ∞. (2.23)

Таким образом, оператор Rp(·, ·, δ
k), который ставит в соответствие каждому набору

исходных данных (f δ
k

, gδ
k

), удовлетворяющих оценкам (1.2) при δ = δk, множество

Rp(f
δk , gδ

k

, δk) ≡W c,κ,ǫk,δk

p [λk] ⊂ D,

где ǫk → 0, k → ∞, является МПР-образующим в задаче (OC0
p) (в смысле определения 1).

В качестве указанной выше последовательности λk, k = 1, 2, . . . , может быть взята

последовательность λ
δk ,α(δk)
p,c , k = 1, 2, . . . , из теоремы 1, элементы которой максимизиру-

ют на L2(Ω) сильно вогнутый функционал R
δk ,α(δk)
p,c при условии согласования δk/α(δk) → 0,
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k → ∞. При этом λk → λ0p,c, k → ∞, где λ0p,c — минимальный по норме обобщенный вектор

Куна — Таккера задачи (OC0
p).

И наоборот, если при некотором достаточно большом c > 0 существует ограниченная

последовательность λk ∈ L2(Ω), k = 1, 2, . . . , такая, что элементы последовательности ǫk-
оптимальных элементов wk, k = 1, 2, . . . , задачи (2.21) при λ = λk, ǫk → 0, k → ∞, и при

κ ≥ 0 удовлетворяют второму предельному соотношению (2.22)6, то выполняется и первое

предельное соотношение (2.22), т. е. последовательность wk, k = 1, 2, . . . , является МПР в

задаче (OC0
p). При этом выполняется и предельное соотношение (2.23).

В случае разрешимости задачи (2.21) можно считать, что ǫk = 0, k = 1, 2, . . . .

2.7. Регуляризованный ПМП в нелинейной регулярной задаче оптималь-

ного управления с поточечным фазовым ограничением-равенством

МПР в задаче (OC0
p) в соответствии с теоремой 2 конструируются из элементов wk, k =

1, 2, . . . , принадлежащих множествам W c,κ,ǫk,δk
p [λk] ⊂ D, ǫk → 0, k → ∞, ǫk-оптимальных

элементов задачи минимизации (2.21) при λ = λk. При этом, в свою очередь, элементы
λk, k = 1, 2, . . . , удовлетворяют третьему предельному соотношению (2.22). В случае раз-

решимости задачи минимизации (2.21) множество W c,κ,ǫk,δk
p [λk] следует брать при ǫk = 0.

В такой ситуации МПР в задаче (OC0
p) в соответствии с теоремой 2 конструируются из опти-

мальных элементов задачи минимизации (2.21) при λ = λk, когда элементы λk, k = 1, 2, . . . ,
удовлетворяют третьему предельному соотношению (2.22). Введем в этом случае обозначение:

W c,κ,0,δ
p [λ] ≡W c,κ,δ

p [λ].
Охарактеризуем в случае разрешимости задачи (2.21) с помощью леммы 9, вообще гово-

ря, несколько более широкие, чем W c,κ,δk
p [λk] множества допустимых управлений w ∈ D в

задаче (OC0
p), которым с необходимостью должны принадлежать элементы указанной после-

довательности wk, k = 1, 2, . . . . Соответствующее утверждение можно трактовать как регуля-
ризованный ПМП. В силу нелинейности (невыпуклости) задачи (OC0

p) это утверждение носит
характер лишь необходимого условия, которому должно удовлетворять МПР в этой задаче.

Пусть выполняются дополнительные условия 1,2 и wk, k = 1, 2, . . . , — последовательность
оптимальных управлений в задаче минимизации (2.21) при λ = λk, о которой идет речь в
теореме 2 при ǫk = 0, k = 1, 2, . . . . Тогда в силу леммы 9 (см. неравенство (2.15)) каждое
такое, возможно не единственное, оптимальное управление wk ∈ D удовлетворяет неравенству

∫

ST

(w(s, t) − wk(s, t))ηδ
k

p,c[w
k](s, t)dsdt ≤ 0 ∀ w ∈ D. (2.24)

Обозначим через W c,κ,δk
p,max[λk] множество всех управлений wk ∈ D, которые удовлетворяют нера-

венству (2.24) или, что в данном случае одно и то же, поточечному ПМП

H(wk(s, t), ηδ
k

p,c[w
k](s, t)) = max

r∈W
H(r, ηδ

k

p,c[w
k](s, t)) при п.в. (s, t) ∈ ST ,

где ηδ
k

p,c[w
k] — обобщенное решение при δ = δk, v = wk сопряженной задачи (2.16). Таким

образом, можно утверждать, что следствием леммы 9 и теоремы 2 является следующее утвер-
ждение — регуляризованный ПМП в задаче (OC0

p).

Теорема 3. Если выполняются дополнительные условия 1,2, то имеют место включе-

ния W c,κ,δk
p [λk] ⊆W c,κ,δk

p,max[λk], k = 1, 2, . . . .

6Можно заметить, что благодаря ограниченности множества D и условиям на исходные данные
задачи (OC0

p ) предельное соотношение g01(w
k) − p → 0, k → ∞ выполняется тогда и только тогда,

когда выполняется предельное соотношение gδ
k

1 (wk)− p→ 0, k → ∞.
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2.8. Классические КУО в нелинейной регулярной задаче оптимального

управления как предельные варианты своих регуляризованных

аналогов

Заметим, прежде всего, что если β(p) < +∞, то при дополнительном условии выпуклости
множества управляющих параметров W ⊂ R

1 исходная задача (OC0
p) является разрешимой.

Это является следствием слабой компактности в этом случае выпуклого ограниченного за-
мкнутого множества D как множества в Ll(ST ) (напомним, что l > n+1, см. лемму 3), так и в
L2(ST ), и сформулированного в лемме 5 свойства оператора z0[·](·, T ) : D → L2(Ω), в соответ-
ствии с которым он переводит слабо сходящуюся в Ll(ST ) к элементу w0 ∈ D последователь-
ность управлений wi ∈ D, i = 1, 2, . . . , в сильно сходящуюся в L2(Ω) к элементу z0[w0](·, T )
последовательность элементов z0[wi](·, T ), i = 1, 2, . . . . С учетом этих свойств любое МПР
в задаче (OC0

p) можно “замкнуть” и получить равенства β(p) = β0(p) = g00(w
0
p), g

0
1(w

0
p) = p

для любой его слабой предельной точки w0
p, говорящие о том, что эта точка — решение зада-

чи (OC0
p).

Более того, имея ввиду характеристическое свойство регуляризованных КУО (см. разд. 3 в
[6]) в выпуклых задачах условной оптимизации, в соответствии с которым сами КУО являют-
ся их предельными вариантами, можно утверждать, что это свойство имеет место и в случае
рассматриваемой нелинейной задачи (OC0

p) при дополнительном условии выпуклости мно-
жества W . Действительно, пусть выполняется дополнительное условие 2 (см. подразд. 2.4) и
wk, k = 1, 2, . . . , — последовательность оптимальных управлений в задаче минимизации (2.21)
при λ = λk, о которой идет речь в теореме 2 при ǫk = 0, k = 1, 2, . . . . Тогда, во-первых, счи-
тая без ограничения общности, что эта последовательность слабо сходится при k → ∞ к
решению w0

p задачи (OC0
p) и учитывая предельное соотношение λk → λ0p,c, k → ∞ (λ0p,c — ми-

нимальный по норме обобщенный вектор Куна — Таккера задачи (OC0
p )), оценки (2.3), (2.4), а

также уже использованное в предыдущем абзаце свойство “полной непрерывности” оператора
z0[·](·, T ) : D → L2(Ω) леммы 5, можно перейти к пределу при k → ∞ в соотношениях (2.22),
(2.23) теоремы 2. И, во-вторых, если выполняется и дополнительное условие 1, то те же самые
аргументы при условии непрерывности градиентов ∇zG

δ(·, ·), ∇zϕ
δ
1(·, ·) по δ в точке δ = 0

(помимо оценок (1.2)) позволяют совершить предельный переход в неравенстве (2.24) и в со-
пряженной задаче (2.16), взятой при δ = δk, v = wk. Тем самым мы получаем и “предельный
вариант” теоремы 3. Как результат, мы можем сформулировать следующие классические КУО
для предельного управления w0

p — решения исходной задачи (OC0
p).

Теорема 4. Если выполняется условие 2, то для любой слабой предельной точки w0
p по-

следовательности оптимальных управлений wk, k = 1, 2, . . . , в задаче минимизации (2.21)
при λ = λk, о которой идет речь в теореме 2 при ǫk = 0, выполняются соотношения

L0
p,c+κ(w

0
p, λ

0
p,c) = minw∈D L

0
p,c+κ(w, λ

0
p,c),

g00(w
0
p) = β(p), g01(w

0
p) = p, V 0

p,c(λ
0
p,c) = V 0

p,c+κ(λ
0
p,c) = β(p).

Если же помимо условия 2 выполняется и дополнительное условие 1, а также

|∇zG
δ(x, z) −∇zG

0(x, z)| ≤ C2
Mδ, |∇zϕ

δ
1(x, z) −∇zϕ

0
1(x, z)| ≤ C2

Mδ ∀ (x, z) ∈ Ω× S1
M ,

где C2
M > 0 не зависит от δ ∈ (0, δ0] (см. оценки (1.2)), то для той же слабой предельной

точки w0
p выполняется соотношение максимума

H(w0
p(s, t), η

0
p,c[w

0
p](s, t)) = max

r∈W
H(r, η0p,c[w

0
p](s, t)) при п.в. (s, t) ∈ ST ,

где η0p,c[w
0
p] — обобщенное решение сопряженной задачи

−ηt −
∂

∂xj
(a0i,j(x, t)ηxi

) + a0(x, t)η = 0,
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η(x, T ) = −∇zG
0(x, z0[w0

p](x, T )) − λ0p,c(x)∇zφ
0
1(x, z

0[w0
p](x, T )), x ∈ Ω,

∂η

∂N
+ σ0(s, t)η = 0, (s, t) ∈ ST .

Указанная слабая предельная точка w0
p является одновременно решением задачи (OC0

p).

Заключение

В статье получены так называемые регуляризованные ПЛ и ПМП в нелинейной (невыпук-
лой) регулярной задаче граничного оптимального управлении для параболического уравнения
с операторным ограничением-равенством. Они сформулированы как теоремы существования
МПР, выражаются в терминах модифицированных функций Лагранжа и обычных функций
Гамильтона — Понтрягина и представляют собою регуляризирующие алгоритмы для решения
рассматриваемой задачи с одновременным конструктивным представлением конкретных МПР.
Регуляризованные ПЛ и ПМП: 1) преодолевают возможную некорректность своих классиче-
ских аналогов; 2) являются теоретической базой для конструирования устойчивых численных
алгоритмов для практического решения рассматриваемой задачи оптимального управления.
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