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Ранее автором была предложена довольно общая форма описания управляемых начально-краевых

задач (НКЗ) с помощью вольтерровых функциональных уравнений (ВФУ) вида

z(t) = f (t, A[z](t), v(t)) , t ≡ {t1, . . . , tN} ∈ Π ⊂ R
N , z ∈ Lm

p ≡ (Lp (Π))m ,

где f(., ., .) : Π × R
l × R

s → R
m; v(.) ∈ D ⊂ Ls

k
– управление; A : Lm

p → Ll
q — линейный оператор,

вольтерров на некоторой системе T подмножеств Π в том смысле, что для любого H ∈ T сужение
A [z]|H не зависит от значений z|Π\H ; p, q, k ∈ [1,+∞]. Это определение вольтерровости — многомерное
обобщение известного определения А.Н. Тихонова функционального оператора типа Вольтерра. К подоб-
ным уравнениям естественным образом (обращением главной части) приводятся разнообразные НКЗ для
нелинейных эволюционных уравнений (параболических, гиперболических, интегро-дифференциальных,
с разного рода запаздываниями и др.). Переход к эквивалентному ВФУ-описанию управляемых НКЗ
адекватен многим проблемам распределенной оптимизации (получение условий сохранения глобальной
разрешимости НКЗ при возмущении управлений; обоснование численных методов оптимального управ-
ления; вывод необходимых условий оптимальности (НУО); изучение “особых управлений” НУО и др.).
В частности, автором была предложена опирающаяся на это описание схема получения конструктивных
достаточных условий сохранения (при возмущении управления) глобальной разрешимости управляемых
НКЗ. В статье демонстрируется эффективность ВФУ-описания НКЗ для теории оптимального управ-
ления на примере НКЗ для управляемого полулинейного параболического уравнения. Рассматриваются
вопросы получения достаточных условий сохранения (при возмущении управления) глобальной разреши-
мости НКЗ и вывода НУО для сингулярных в смысле Ж.-Л. Лионса задач оптимального управления.
Показывается, что некоторые задачи оптимизации, которые относили к сингулярным, можно к таковым
не относить, а при выводе для них НУО привести их к классической форме и действовать по схеме
варьирования управлений.

Ключевые слова: Вольтерровы функциональные уравнения, управляемые начально-краевые задачи,
условия сохранения глобальной разрешимости, сингулярные системы оптимальности.

V. I. Sumin. Volterra functional equations in the theory of optimization of distributed systems.

On the problem of singularity of controlled initial–boundary value problems.

Earlier the author proposed a rather general form of describing controlled initial–boundary value problems

(IBVPs) by means of Volterra functional equations (VFEs)

z(t) = f (t, A[z](t), v(t)) , t ≡ {t1, . . . , tN} ∈ Π ⊂ R
N , z ∈ Lm

p ≡ (Lp (Π))m ,

where f(., ., .) : Π× Rl × Rs → Rm, v(.) ∈ D ⊂ Ls
k

is a control function, and A : Lm
p (Π) → Ll

q (Π) is a linear
operator that is Volterra for some system T of subsets of Π in the following sense: for any H ∈ T, the restriction
A [z]|H does not depend on the values of z|Π\H , p, q, k ∈ [1,+∞] (this definition of a Volterra operator is a direct
multidimensional generalization of the well-known Tikhonov definition of a functional Volterra type operator).
Various IBVPs (for nonlinear hyperbolic and parabolic equations, integro-differential equations, equations
with delay, etc.) are reduced by the method of inversion of the main part to such functional equations. The
transition to an equivalent VFE-description of IBVPs is adequate to many problems of distributed optimization
(obtaining conditions for maintaining the global solvability of equations under perturbed controls, substantiation
of numerical methods of optimal control, derivation of necessary optimality conditions, study of singular controls
for necessary optimality conditions, etc.). In particular, the author proposed (using such a description) a scheme
for obtaining sufficient stability conditions (under perturbations of control) for the existence of global solutions
for IBVPs. In the present paper, the effectiveness (for the theory of optimal control) of such a description of
IBVPs is demonstrated by an example of a controlled semilinear parabolic equation. The problems of obtaining
sufficient conditions for the preservation (under perturbation of control) of the global solvability of IBVPs
and the derivation of necessary optimality conditions for singular in the sense of J.-L. Lions optimal control
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problems are considered. It is shown that some optimization problems that were classified as singular can in
fact be classified as nonsingular, since the necessary optimality conditions for them may be derived by bringing
the problems to the classical form and varying the controls.

Keywords: Volterra functional equations, controlled initial–boundary value problems, conditions for maintaining
global solvability, singular optimality systems.
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Ранее автором была предложена (см. обзоры в [8; 16]) достаточно общая форма описа-
ния управляемых начально-краевых задач (НКЗ) с помощью вольтерровых функциональных

уравнений (ВФУ) вида

z(t) = f (t, A[z](t), v(t)) , t ∈ Π, z ∈ Lm
p ≡ (Lp(Π))

m , (0.1)

где Π ⊂ R
N и f(·, ·, ·) : Π×R

l ×R
s → R

m заданы; v(·) ∈ D ⊂ Ls
k — управление; A : Lm

p → Ll
q —

линейный оператор, вольтерров на некоторой системе T подмножеств Π в том смысле, что
для любого H ∈ T сужение A [z]|H не зависит от значений z|Π\H (это многомерное обобще-
ние известного определения А.Н. Тихонова функционального оператора типа Вольтерра [9]);
p, q, k ∈ [1,+∞]. К ВФУ (0.1) обращением главной части приводятся самые разнообразные
НКЗ для эволюционных уравнений (параболических, гиперболических, интегро-дифференци-
альных, с запаздываниями и др.; см. обзоры в [8; 16]). Переход от НКЗ к эквивалентному
ВФУ (0.1) адекватен многим проблемам распределенной оптимизации (получение условий со-

хранения глобальной разрешимости (УСГР) НКЗ при возмущении управлений; обоснование
численных методов оптимального управления; вывод необходимых условий оптимальности

(НУО); изучение “особых управлений” НУО и др., см. обзоры в [8; 16]). Мы проиллюстриру-
ем эффективность такого перехода примерами получения условий единственности решения
и условий сохранения глобальной разрешимости НКЗ для полулинейного параболического
уравнения, а также примером вывода НУО в сингулярной в смысле Ж.-Л. Лионса [4] оптими-
зационной задаче, связанной с параболическим уравнением.

Как отмечено в [4, с. 10], в традиционной теории оптимального управления обычно счита-
ется выполненным следующее общее предположение:

“Для всякого управления, заданного в подходящем множестве, уравнение, описыва-
ющее управляемый процесс, имеет единственное решение в подходящем множестве”.

(0.2)

Эти “подходящие множества” в каждой оптимизационной задаче свои, их можно, вообще гово-
ря, менять и подбирать в зависимости от ситуации, от тех вопросов, которые предполагается
решать. Однако, как сказано в [4, с. 12, 13], многие оптимизационные задачи, возникающие
в приложениях, заставляют отказаться от предположения (0.2). Процитируем [4, с. 13]: “Мы
должны иметь возможность рассматривать ситуации, в которых уравнение либо не имеет ре-
шения, либо имеет сколь угодно большое число решений, либо решения неустойчивы” (под
неустойчивостью понимается, в частности, отсутствие глобального решения НКЗ, отвечающе-
го некоторому допустимому управлению, при наличии соответствующего локального решения;
см., например, [4, с. 14, 15]). Далее, рассматривая ту или иную НКЗ, будем через R обозначать
то множество управлений, каждому из которых отвечает единственное глобальное решение
данной НКЗ. Как сказано в [4, с. 9], “сингулярные распределенные системы (распределенные
системы с особенностями) — это системы, уравнения состояния которых . . . представляют
“особенности”, а именно: неустойчивость, явление разрыва, кратные решения и явления би-
фуркации”. Наиболее подробно в [4] изучается сингулярная ситуация, связанная с неустойчи-
востью в описанном выше смысле, когда единственность решения управляемой НКЗ есть, но
не всякое допустимое управление принадлежит R; управляемая система, обладающая такой
неустойчивостью, называется в [4] еще системой с разрывом.

В [4, гл. 1] “отправным модельным примером” является следующая оптимизационная за-
дача, связанная с “неустойчивым параболическим уравнением”:

L[x](t) ≡ x′tn+1 −∆x = x3 + v(t), t =
{

t1, . . . , tn, tn+1
}

∈ Π, (0.3)
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где ∆x ≡
∑n

i=1 x
′′
titi

— оператор Лапласа; Π ≡ Q × [0, σ] ⊂ R
n+1; Q ⊂ R

n — открытое ограни-
ченное множество с границей ∂Q класса C2. Основная модельная оптимизационная задача из
[4, гл. 1] включает НКЗ для (0.3) с начальным условием (здесь t̂ ≡

{

t1, . . . , tn
}

)

x(t̂, 0) = w(t̂), t̂ ∈ Q (0.4)

(w(.) ∈
◦
W

1

2(Q) фиксирована 2), граничным условием Дирихле

x(t) = 0, t ∈ Γ ≡ ∂Q× [0, σ] (0.5)

(или Неймана), при этом допустимы управления v(.) из некоторого замкнутого в L2(Π), вы-
пуклого множества D, и минимизируемый функционал вида

J [v, x] ≡
1

6
‖x− x‖66,Π +

N

2
‖v‖22,Π → min, (0.6)

в котором x ∈ L6 фиксировано. Решение (0.3)–(0.5) понимается в смысле W 2,1
2 и в основном

рассматриваются случаи n = 1, 2, 3, когда W 2,1
2 (Π) ⊂ L6(Π), т. е. x ∈ L6(Π) и задание (0.6) кор-

ректно. Изучается проблема получения НУО типа интегрального принципа максимума для
задачи (0.3)–(0.6). В данном случае, вообще говоря, D 6⊂ R (некоторым управлениям может
отвечать лишь локальное по tn+1, но не глобальное решение НКЗ (0.3)–(0.5)), т. е. управля-
емая система (0.3)–(0.5) сингулярна в описанном выше смысле. Поэтому в [4] предлагается
для вывода НУО в задаче (0.3)–(0.6) действовать не традиционным методом классического
варьирования управлений, когда значения функционала (0.6) определяются напрямую управ-
лением по правилу I[v] ≡ J [v, xv ] (xv — глобальное решение НКЗ (0.3)–(0.5), отвечающее
управлению v), а изучать задачу (0.3)–(0.6) на классе пар “управление-состояние” {v(.), x(.)} в
пространстве L2×L6 и применять метод адаптированного штрафа. При этом задача (0.3)–(0.6)
заменяется задачей с адаптированным штрафом (как указано в [4, с. 52], используется идея
работы [12], посвященной вариационным неравенствам)

Jε[v, x] ≡ J [v, x] + (2ε)−1‖L[x]− x3 − v‖22 + ‖v − v0‖
2
2 + ‖x− x0‖

2
2 → min, {v, x} ∈ X, (0.7)

где X ≡ {{v, x} ∈ L2 × L6 : (0.4), (0.5),L[x] ∈ L2, v ∈ D}; ε > 0 — параметр штрафа, стремя-
щийся к нулю; {v0, x0} — выбранная оптимальная пара задачи (0.3)–(0.6). Доказывается, что
метод адаптированного штрафа сходится, т. е. при ε→ 0 решение {vε, xε} задачи (0.7) стремит-
ся в L2×L6 к {v0, x0}. Для задачи (0.7) методом классического варьирования выводится НУО в
виде интегрального принципа максимума, из которого предельным переходом при ε→ 0 полу-
чаются искомые НУО для задачи (0.3)–(0.6). Эти НУО, названные в [4] сингулярной системой

оптимальности, выглядят следующим образом (см. [4, гл.1, теорема 3.2]).

Лемма 1. Пусть n ∈ {1, 2, 3} . Если {v0, x0} — оптимальная пара задачи (0.3)–(0.6), то

∫

Π

(ψ +N v0)(v − v0)dt ≥ 0 при v ∈ D,

где ψ — единственное в W 2,1
6/5 (Π) решение задачи

L∗[ψ](t) ≡ −ψ′
tn+1 −∆ψ = 3x20ψ + (x0 − x)5, t ∈ Π, (0.8)

ψ(t̂, σ) = 0, t̂ ∈ Q; ψ(t) = 0, t ∈ Γ. (0.9)

2В обозначениях функциональных пространств мы следуем [3, гл.1, §1].
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В [4] подчеркивается, что сингулярная система оптимальности из леммы 1 имеет в точности
“ту же структуру”, что и НУО для задачи “без разрыва”, полученной заменой уравнения (0.3)
на “устойчивое уравнение”

L[x] = −x3 + v(t), t ∈ Π. (0.10)

В аналогичной задаче (0.3)–(0.6) оптимизационной задаче для (0.10), в отличие от зада-
чи (0.3)–(0.6), D ⊂ R, так как R = L2. Поэтому в [4] для получения НУО в случае (0.10)
функционал (0.6) рассматривается в виде I[v] ≡ J [v, xv ] и применяется классическое варьиро-
вание оптимального управления v0, что быстро приводит к цели (см.[4, гл. 1, п. 1.4]). Метод
адаптированного штрафа гораздо более трудоемок. Одна из существенных трудностей (возни-
кающих при использовании этого метода), как указано в [4, с. 66], — нахождение априорных
оценок так называемого приближенного сопряженного состояния, зависящего от параметра ε.

Таким образом, в теории НУО считать управляемую НКЗ сингулярной и переходить к
рассмотрению пар ”управление-состояние” вынуждает прежде всего недостаток информации
об УСГР управляемой НКЗ относительно требующегося варьирования управлений (в задаче,
описанной выше, это классическое варьирование). Как показано в данной статье, такая труд-
ность в некоторых случаях может быть преодолена (т. е. показана возможность требующегося
для вывода НУО варьирования управлений) с помощью перехода в описании управляемой
системы от НКЗ к эквивалентному ВФУ и применения соответствующих теорем об УСГР.
При этом используется то, что и в сингулярной в смысле [4] ситуации часто можно считать
предположение (0.2) выполненным, взяв за “подходящее множество управлений” из (0.2) мно-
жество R, если НКЗ обладает следующим свойством единственности:

каждому допустимому управлению отвечает не более одного решения НКЗ. (0.11)

Заметим, что в [13], [10] НУО в сингулярных в смысле [4] распределенных задачах оп-
тимального управления, рассматриваемых на классах пар “управление-состояние”, выводят-
ся применением абстрактных принципов Лагранжа для экстремальных задач общего вида с
ограничениями. При этом используются как широко известные варианты принципа Лагранжа
(например, из [2]), так и специально разработанные.

Естественно желание так или иначе (по возможности) возвратиться при выводе НУО в
сингулярных в смысле [4] задачах оптимального управления к простой и естественной клас-
сической идее варьирования управлений. Цель данной статьи — на примере полулинейного
параболического уравнения показать, как эквивалентное описание управляемых НКЗ с помо-
щью ВФУ (0.1) позволяет получить такую возможность для некоторых задач оптимального
управления, рассматриваемых в [4] при выводе НУО как сингулярные, и вывести для них
искомые НУО классическим способом варьирования управлений. При этом удается обойтись
элементарными средствами функционального анализа.

В качестве иллюстративного примера в разделе 3 статьи рассматривается вывод таким
способом “сингулярной системы оптимальности” леммы 1. Мы показываем, что множество R
НКЗ (0.3)–(0.5) открыто, а “сингулярная задача” (0.3)–(0.6) сводится к эквивалентной задаче
оптимизации классической формы на множестве управлений R∩D. Это позволяет для получе-
ния НУО в задаче применить классическое варьирование, что приводит к лемме 1. По той же
схеме могут быть получены и некоторые другие “сингулярные системы оптимальности”, выве-
денные в [4] методом адаптированного штрафа, а также решены некоторые задачи по выводу
“сингулярных систем оптимальности”, поставленные в [4] как “нерешенные и представляющие
интерес” (см., например, [6; 11], а также обзор [16]).

В рассуждениях разд. 3 используются полученные в разд. 2 результаты о первой НКЗ для
полулинейного параболического уравнения: утверждения о единственности решения, об от-
крытости множества R, о дифференцируемости по управлению интегрального функционала.
Эти результаты следуют из соответствующих утверждений для ВФУ (0.1), представленных в
разд. 1, которые опираются, в частности, на теорему об УСГР для (0.1). Некоторые из основ-
ных утверждений статьи в несколько иной форме были приведены в [6] без доказательств.
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Примем следующие обозначения и соглашения: RN — пространство N -векторов-столбцов;
〈., .〉N — скалярное произведение в R

N ; Π ⊂ R
N — ограниченное и измеримое по Лебегу

заданное множество; Σ — σ-алгебра измеримых подмножеств Π; считаем функцию f , опе-
ратор A, систему T ⊂ Σ, числа p, q ∈ [1,+∞) (p ≤ q), m, l, s, n ∈ N фиксированными;
r = pq/(q − p) при p < q, r = +∞ при p = q; модуль вектора (матрицы) равен сум-
ме модулей его (соответственно ее) компонент; норма в Lm

p (H), H ∈ Σ, задается формулой
‖z‖p,m,H ≡ ‖ |z| ‖p,H , где ‖ ·‖p,H — стандартная норма Lp (H) (при H = Π и/или m = 1 соответ-
ствующие значки в обозначениях, как правило, опускаем); Lm×l

r (H) — пространство (m × l)-
матриц-функций c Lr(H)-компонентами, ‖ · ‖r,m×l,H ≡ ‖ |·| ‖r,H — норма в Lm×l

r (H); V (T) —
семейство всех операторов (как линейных, так и нелинейных), действующих из одного в другое
пространство вектор-функций на Π и вольтерровых на системе T в указанном выше смысле;
T(−) ≡ {h : h = H1\H2 : H1,H2 ∈ T,H2 ⊂ H1}; L(B1,B2) — класс всех линейных ограниченных

операторов (ЛОО), определенных на банаховом пространстве B1 и действующих в банахово
пространство B2; ‖G‖p,m,H→q,l,H — норма ЛОО G ∈ L(Lm

p (H), Ll
q(H)); PH — оператор умно-

жения на характеристическую функцию χH(t) = {1, t ∈ H; 0, t ∈ Π \H} множества H ⊂ Π;
* — знак транспонирования и сопряжения.

1. Некоторые свойства вольтерровых функциональных уравнений

Требования к уравнению (0.1) формулируем в виде выписываемых ниже условий K0), K1),
K2), K3), K4), K5), a), b), c), d), e).

K0) Функция f(t,p,v) дифференцируема по {p,v} на R
l×R

s при почти всех (п.в.) t ∈ Π и
вместе с производными f ′p, f ′v измерима по t на Π для всех {p,v} ∈ R

l×R
s, а также непрерывна

по {p,v} на R
l × R

s для п.в. t ∈ Π.

K1) Формула f [y, v](t) ≡ f (t, y(t), v(t)) , t ∈ Π, y ∈ Ll
q, v ∈ D, определяет оператор f [., .] :

Ll
q ×D → Lm

p .

K2) Формула f1[y, v](t) ≡ f ′p (t, y(t), v(t)) , t ∈ Π, y ∈ Ll
q, v ∈ D, определяет ограниченный

оператор f1[., .] : L
l
q ×D → Lm×l

r . То есть существует неубывающая N (.) : R+ → R+ такая, что

‖f1[y, v](.)‖r,m×l ≤ N (max {‖y‖q,l, ‖v‖k,s}) при y ∈ Ll
q, v ∈ D.

а) A ∈ V (T).

Пусть в Lm×l
r = Lm×l

r (Π) выделен некоторый класс функций Γ ≡ Γ(Π), такой что для
любого h ∈ T(−), mes h > 0, справедливо следующее: PhΓ ⊂ Γ; формальная замена в опреде-
лении класса Γ(Π) множества Π на множество h корректна и приводит к некоторому классу
заданных на h функций, который мы обозначим через Γ(h); элементами класса Γ(h) являются
те и только те определенные на h функции, каждая из которых есть сужение на h некоторой
функции класса Γ(Π) (в приложениях роль Γ может играть, например, весь класс Lm×l

r , неко-
торый класс Lm×l

ν , ν > r, класс функций, пересечение которого с каждым шаром из Lm×l
r есть

множество функций с равностепенно абсолютно непрерывными Lm×l
r -нормами и др.).

Положим

I(t, x, y,v) ≡

1
∫

0

f ′p (t, x+ θy, v) dθ, t ∈ Π, x ∈ R
l, y ∈ R

l, v ∈ R
s.

В силу K2) формула

J [x, y, v] (t) ≡ I (t, A[y](t), A[x− y](t), v(t)) , t ∈ Π, x, y ∈ Lm
p , v ∈ D,

задает ограниченный оператор J[., ., .] : Lm
p × Lm

p ×D → Lm×l
r .

K3) J [x, y, v] (.) ∈ Γ (Π) для любых x, y ∈ Lm
p и v(.) ∈ D.
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Далее потребуется введенное ранее нами (см. обзоры и библиографию в [8;16], а также ра-
боту [7]) понятие суперравностепенной квазинильпотентности семейства линейных операто-
ров, действующих в банаховом пространстве. Пусть B — вещественное банахово пространство
с нормой ‖.‖, Γ — некоторое множество, {G(γ)[.] : B → B}γ∈Γ — семейство зависящих от пара-
метра γ ∈ Γ квазинильпотентных ЛОО. Достаточно естественно назвать семейство {G(γ)}γ∈Γ

равностепенно квазинильпотентным, если k

√

sup
γ∈Γ

∥

∥

∥
{G(γ)}k

∥

∥

∥
→ 0 при k → ∞. Но нам требу-

ется следующее определение: семейство {G(γ)}γ∈Γ суперравностепенно квазинильпотентно,
если

k

√

sup
γ1,...,γk∈Γ

‖G(γ1)G(γ2) · . . . ·G(γk)‖ → 0 при k → ∞. (1.1)

Заметим, что число, равное lim
k→∞

k

√

sup
γ1,...,γk∈Γ

‖G(γ1)G(γ2) · . . . ·G(γk)‖, называется совместным

спектральным радиусом (joint spectral radius) семейства {G(γ)}γ∈Γ [14]. Если совместный
спектральный радиус семейства операторов равен нулю, то такое семейство часто называ-
ют квазинильпотентным (см., например, [15]). Мы для обозначения свойства (1.1) семей-
ства {G(γ)}γ∈Γ используем понятие суперравностепенная квазинильпотентность, придер-
живаясь терминологии, предложенной нами ранее.

b) Семейство операторов W (A,Π, ν) ≡
{

(αA) ∈ L(Lm
p , L

m
p ) : α ∈ Γ(Π), ‖α‖r,m×s ≤ ν

}

су-
перравностепенно квазинильпотентно при любом ν > 0.

Условие a) позволяет говорить о локальных решениях уравнения (0.1) на множест-
вах H ∈ T. В силу условий K0),K1), а) такие решения имеет смысл искать в классах Lm

p (H).
Функцию z (·) ∈ Lm

p (H) назовем отвечающим управлению v (·) ∈ D решением уравнения (0.1)
на H ∈ T, если она вместе с v(·) обращает (0.1) в тождество п.в. на H.

Теорема 1. Если выполняются условия K0)–K3), а), b), то каково бы ни было v ∈ D,

уравнение (0.1) не может иметь ни на каком H ∈ T более одного решения в классе Lm
p (H).

Д о к а з а т е л ь с т в о сформулированной теоремы проводится подобно доказательству
аналогичной теоремы единственности решения уравнения (0.1) [8, теорема 1.1], посвященной
случаю регулярного оператора A.

Для рассмотрения вопроса о достаточных условиях сохранения глобальной разрешимости
уравнения (0.1) введем следующие определения. Упорядоченную по вложению систему под-
множеств {H0, . . . ,Hk} множества Π называем цепочкой множеств, если H0 = ∅, Hk = Π.
Если цепочка множеств T = {H0, . . . ,Hk} принадлежит системе T, на которой оператор A
вольтерров, то называем T вольтерровой цепочкой оператора A. Пусть δ > 0 — некоторое
число; говорим, что ЛОО A : Lm

p → Ll
q удовлетворяет δ-условию на множестве H ∈ Σ, если

‖PHAPH‖p,m→q,l < δ. Цепочку T = {H0, . . . ,Hk} назовем δ-цепочкой ЛОО A : Lm
p → Ll

q, если

A удовлетворяет δ-условию на каждой разности Hi \ Hi−1, i = 1,k. Цепочку T = {H0, . . . ,
Hk} ⊂Σ назовем δ-малой по мере, если mes(Hi \Hi−1) < δ для всех i = 1, . . . ,k.

c) Для любого δ > 0 оператор A : Lm
p → Ll

q имеет вольтеррову δ-цепочку.

Пусть Ω — класс тех v ∈ D, каждому из которых отвечает единственное глобальное реше-
ние zv ∈ Lm

p уравнения (0.1). Предполагаем, что Ω 6= ∅. Произвольно фиксируем некоторый
элемент v0 ∈ Ω и пусть z0 ≡ zv0 . Для v ∈ D положим

∆vf(z0)(t) ≡ f(t, A[z0](t), v(t)) − f(t, A[z0](t), v0(t)), t ∈ Π; r(v, v0) ≡ ‖A[∆vf(z0)]‖q,l.

Сформулируем теорему об УСГР уравнения (0.1).

Теорема 2. Если выполняются условия K0)–K3), а), b), c), то для любых d > 0,
d0 > 0, v0 ∈ Ω существуют ǫ > 0, C > 0 такие, что если некоторое v ∈ D удовлетво-

ряет неравенствам 1) ‖v − v0‖k,s < d0, 2) ‖∆vf(z0)‖p,m < d, 3) r(v, v0) < ǫ, то v ∈ Ω
и

‖zv − z0‖p,m ≤ C‖∆vf(z0)‖p,m , ‖A[zv − z0]‖q,l ≤ C · r(v, v0).
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Д о к а з а т е л ь с т в о сформулированной теоремы проводится подобно доказательству
аналогичной теоремы об УСГР уравнения (0.1) [8, теорема 1.1], посвященной случаю регуляр-
ного оператора A.

Заменяя в теореме 2 условие b) теми или иными конкретными условиями, достаточными
для выполнения b), получаем конкретные УСГР уравнения (0.1). Ниже мы воспользуемся,
например, условиями d) и e).

d) Для любого δ > 0 ЛОО A : Lm
p → Ll

q имеет δ-малую по мере вольтеррову цепочку.

e) ЛОО A : Lm
p → Ll

q переводит единичный шар в множество функций с равностепенно
абсолютно непрерывными нормами.

Непосредственно из [7, предложение 3] получаем следующее утверждение.

Лемма 2. Пусть E ⊂ Lm×l
r — ограниченное множество, q < ∞ и ЛОО A : Lm

p → Ll
q

обладает свойствами d) и e). Тогда семейство действующих в Lm
p ЛОО

Fα[z](t) ≡ α(t)A[z](t), t ∈ Π, z(.) ∈ Lm
p (α(.) ∈ E)

суперравностепенно квазинильпотентно.

З а м е ч а н и е 1. Из неравенства Гёльдера следует, что условие e) выполняется, если
существует q∗ > q такое, что A

[

Lm
p

]

⊂ Ll
q∗.

Имея в виду, что целью данной статьи является рассмотрение конкретных задач оптимиза-
ции, связанных с параболическими уравнениями, далее считаем, что k = 2, D = Ls

2, p ∈ [1, 2];
положим: e = 2p/(2 − p) при p < 2, e = +∞ при p = 2.

K4) Для любого v(.) ∈ Ls
2 формула

f2(v)[y](t) ≡ f ′p(t, y(t), v(t)), t ∈ Π, y(.) ∈ Ll
q,

определяет непрерывный оператор f2(v)[.] : L
l
q → Lm×l

r .

K5) Для любого y(.) ∈ Ll
q формула

f3(y)[v](t) ≡ f ′v(t, y(t), v(t)), t ∈ Π, v ∈ Ls
2,

определяет непрерывный и ограниченный оператор f3(y)[.] : L
s
2 → Lm×s

e .

Из теоремы об УСГР получаем следующее утверждение об открытости множества Ω.

Теорема 3. Пусть выполняются условия K0)–K3), K5), a), b), c). Тогда множество Ω
открыто в Ls

2 и для любого элемента v0 ∈ Ω существует его Ls
2-окрестность U , лежащая

в Ω, и число C1 > 0 такие, что

‖A[zv − z0]‖q,l ≤ C1 · ‖v − v0‖2,s, v ∈ U. (1.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условий K0), K5) и теоремы о конечных приращениях имеем

‖∆vf(z0)‖p,m ≤

∥

∥

∥

∥

∥

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

f ′v (., A[z0](.), v0 + θ(v − v0)) dθ

∣

∣

∣

∣

∥

∥

∥

∥

∥

e

· ‖v − v0‖2,s, v ∈ D, (1.3)

причем первый сомножитель правой части (1.3) равномерно по v ограничен в любой Ls
2-

окрестности v0. То есть для любого ε > 0 существует постоянная Cε такая, что

‖∆vf(z0)‖p,m ≤ Cε · ‖v − v0‖2,s при ‖v − v0‖2,s < ε. (1.4)

Опираясь на (1.4), непосредственно из теоремы 2 получаем утверждение теоремы 3.
Теорема доказана.
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При переходе к описанию оптимизационных задач в терминах функционального уравне-
ния (0.1) функционалы задач часто приводятся к виду

J [v] ≡ F [A[zv], v] , v ∈ Ω, (1.5)

где F [., .] : Ll
q × Ls

2 → R — функционал, дифференцируемый по Фреше над Ll
q × Ls

2. Пусть

F ′(y, v)[., .] ∈
(

Ll
q × Ls

2

)∗
— производная Фреше F в точке {y, v} ∈ Ll

q × Ls
2. По теореме Рисса

F ′(y, v)[∆y,∆v] ≡

∫

Π

{

〈σ[y, v](t),∆y(t)〉l + 〈τ [y, v](t),∆v(t)〉s
}

dt, {∆y,∆v} ∈ Ll
q × Ls

2,

где {σ[y, v](.), τ [y, v](.)} ∈ Ll
q′ ×L

s
2, (q′)−1+ q−1 = 1. Теорема 3 позволяет доказать следующую

удобную в приложениях теорему о дифференцируемости функционалов вида (1.5).

Теорема 4. Пусть выполняются условия теоремы 3, условие K4) и указанные условия

дифференцируемости функционала F [., .] : Ll
q ×L

s
2 → R. Тогда в любой точке v0 ∈ Ω функцио-

нал J имеет производную Фреше J ′(v0)[.] ∈ (Ls
2)

∗
, которая отождествляется с принадлежа-

щей Ls
2 функцией

π[v0](t) ≡ τ [A[z0], v0] (t) +
{

f ′v (t, A[z0](t), v0(t))
}∗
ψ(t), t ∈ Π, (1.6)

где ψ — единственное в Lm
p′ , (p

′)−1 + p−1 = 1, решение уравнения

ψ(t)−A∗
[{

f ′p (., A[z0](.), v0(.))
}∗
ψ
]

(t) = A∗ [σ [A[z0], v0]] (t), t ∈ Π. (1.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем v0 ∈ Ω. Пусть U — Ls
2-окрестность v0, отвечающая

управлению v0 по теореме 3. Для v ∈ U рассмотрим приращение ∆J ≡ J [v] − J [v0]. Положим
∆z ≡ zv − z0, ∆v ≡ v − v0. По определению производной Фреше имеем

∆J = F ′ (A[z0], v0) [A[∆z],∆v] + ξ [A[∆z],∆v] ,

где функционал ξ[., .] : Ll
q × Ls

2 → R таков, что

|ξ[∆y,∆v]| = o (‖∆y‖q,l + ‖∆v‖2,s) , ‖∆y‖q,l + ‖∆v‖2,s → 0.

В силу теоремы 3 получаем

|ξ [A[∆z],∆v]| = o (‖∆v‖2,s) , ‖∆v‖2,s → 0. (1.8)

Линеаризовав (0.1) в окрестности U , находим, что

S[∆z](t) = f ′v(t, A[z0], v0) ·∆v + η(t),

где
η(t) ≡ η1(t)∆v + η2(t)A[∆z],

η1(t) ≡

1
∫

0

[

f ′v(t, A[z0], v0 + θ∆v)− f ′v(t, A[z0], v0)
]

dθ,

η2(t) ≡

1
∫

0

[

f ′p(t, A[z0] + θA[∆z], v0)− f ′p(t, A[z0], v0)
]

dθ,

S[.] : Lm
p → Lm

p — ЛОО, определяемый формулой

S[z](t) ≡ z(t)− f ′p (t, A[z0](t), v0(t))A[z](t), t ∈ Π, z(.) ∈ Lm
p .
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В силу условий K3), b) оператор S обратим, причем
(

S−1
)∗

= (S∗)−1 (см. [1, с. 516]), и урав-
нение (1.7) имеет единственное решение в Lm

p′ , а

∆J =

∫

Π

〈π[v0](t),∆v(t)〉s dt+

∫

Π

〈η(t), ψ(t)〉m dt+ ξ [A [∆z] ,∆v] .

Для завершения доказательства теоремы ввиду (1.8) осталось убедиться, что
∫

Π

〈η(t), ψ(t)〉m dt = o (‖∆v‖2,s) , ‖∆v‖2,s → 0. (1.9)

Неравенство Гельдера и оценка (1.2) дают существование такой постоянной C2, что для любого
v ≡ v0 +∆v ∈ U имеем

∣

∣

∣

∣

∫

Π

〈η(t), ψ(t)〉m dt

∣

∣

∣

∣

≤ C2 · ‖∆v‖2,s · (‖|η1|‖e + ‖|η2|‖r) ,

откуда в силу K4), K5) следует (1.9).
Теорема доказана.

2. Применение к задачам оптимизации, связанным с полулинейным

параболическим уравнением

Пусть Π ≡ Q× [0, σ] ⊂ R
n+1, Q ⊂ R

n — ограниченная односвязная область с границей ∂Q
класса C2; Γ ≡ ∂Q× [0, σ]; t = {t1, . . . , tn, tn+1} ≡ {t̂, tn+1}. Рассмотрим смешанную задачу для
полулинейного параболического уравнения

L[x](t) ≡ x′tn+1 −
n
∑

i,j=1

(

aij(t)x
′
tj

)′

ti
= g (t, x(t), v(t)) , t ∈ Π, (2.1)

x(t̂, 0) = w(t̂), t̂ ∈ Q, (2.2)

x(t) = 0, t ∈ Γ, (2.3)

считая начальную функцию w(.) ∈
◦
W

1

2(Q) заданной и предполагая, что коэффициенты глав-
ной части aij вместе с производными (aij)

′
ti

принадлежат некоторому классу Hα,α/2(Π), выпол-

няется условие равномерной параболичности: d1 |ξ|
2 ≤

∑n
i,j=1 aij(t)ξ

iξj ≤ d2 |ξ|
2 , t ∈ Π, ξ ∈ R

n

(числа d1 > 0, d2 > 0 фиксированы). Функция правой части g (t,p,v)) : Π×R×R → R задана,
управление НКЗ (2.1)–(2.3) осуществляется с помощью функции v(.). Чтобы сформулировать
требования к правой части (2.1), проведем сначала вспомогательные рассмотрения.

Рассмотрим связанную с (2.1)–(2.3) вспомогательную НКЗ для уравнения

L[x](t) = z(t), t ∈ Π, (2.4)

с условиями (2.2), (2.3), считая, что z(.) ∈ Lp при некотором p ∈ (1,∞). Эта НКЗ при любом

p ∈ (1,∞) и любом z(.) ∈ Lp имеет единственное в W 2,1
p (Π) решение, задаваемое формулой

x(t) = M(p)[z](t) +M0[w](t), t ∈ Π, (2.5)

в которой первое слагаемое правой части — решение НКЗ при w ≡ 0, второе — решение НКЗ
при z ≡ 0 и каждое слагаемое принадлежит W 2,1

p (Π), причем M(p)[.] : Lp → W 2,1
p (Π) — ЛОО

(см. [3, гл. 4, теорема 9.1]). Оператор M(p) имеет интегральное представление

M(p)[z](t) =

tn+1
∫

0

dζn+1

∫

Q

G(t; ζ)z(ζ)dζ̂, z(.) ∈ Lp, t ∈ Π, (2.6)
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где G(t; ζ) : Π×Π → R — функция Грина задачи (2.2)–(2.4) (см. [3, гл. 4, §16]). Положим

qp,n ≡
{

+∞, если p ≥
n+ 2

2
;

(n+ 2)p

(n + 2)− 2p
, если p <

n+ 2

2

}

.

При p ≤ q ≤ qp,n пространство W 2,1
p ограниченно вложено в Lq (см. [3, гл. 2, лемма 3.3]). Таким

образом, формула

A[z](t) = M(p)[z](t), t ∈ Π, z(.) ∈ Lp , (2.7)

определяет ЛОО A : Lp → Lq для любых p, q, таких что 1 < p ≤ 2, p < q ≤ qp,n, q < ∞.
Фиксируем некоторую пару p, q, удовлетворяющую неравенствам

1 < p ≤ 2, p < q < qp,n, q <∞. (2.8)

Взяв m = 1, l = 1, s = 1, N = n+ 1, D = L2, Γ(Π) = Lr, обозначим через M0), M1), M2),
M3), M4), M5) условия, полученные соответственно из условий K0), K1), K2), K3), K4), K5)
формальной заменой функции f(t,p,v) : Π × R

l × R
s → R

m функцией g (t,p,v)) : Π × R ×
R → R, а символов f , f1, f2, f3 соответственно символами g, g1, g2, g3. Будем считать, что для
функции g выполняются условия M0)– M5).

Пусть W(p,w) — класс всех тех функций из W 2,1
p (Π), каждая из которых при данном w ∈

◦
W

1

2(Q) и некотором z ∈ Lp является решением НКЗ (2.2)–(2.4). Поскольку оператор M(p) как

оператор, действующий в Lp, квазинильпотентен (см. [5, лемма 3]), то для каждой w ∈
◦
W

2,1

2 (Q)
формула (2.5) устанавливает взаимно однозначное соответствие между функциями x(.) из
W(p,w) и функциями z(.) из Lp.

Функцию x(.) ∈ W (Π) ≡ W 2,1
p (Π) назовем решением НКЗ (2.1)–(2.3), отвечающим управ-

лению v(.) ∈ L2, если x(.) является решением НКЗ (2.2)–(2.4) при z(t) ≡ g(t, x(t), v(t)), t ∈ Π
(это определение корректно, так как по условию M1) для g и выбору p и q указанная функция
z(.) принадлежит Lp). Таким образом, заменой (2.5) НКЗ (2.1)–(2.3) приводится к уравнению
вида (0.1) над Lp, в котором ЛОО A : Lp → Lq задается формулой (2.7), а функция f — фор-
мулой f(t,p,v) ≡ g(t,p +M0[w] (t) ,v). Указанное уравнение вида (0.1) есть ВФУ с системой
T ≡ {Q× [0, τ ] : 0 ≤ τ ≤ σ}.

Непосредственно проверяется, что для этого ВФУ выполняются условия K0)–K5), a), b),
c): справедливость условий K0)–K5) с очевидностью следует из условий M0)–M5), так как
M0[w](.) ∈ W 2,1

p ⊂ Lq; возможность говорить о локальных решениях НКЗ (2.1)–(2.3) на мно-
жествах вида Q× [0, τ ], 0 ≤ τ ≤ σ, означает выполнение условия a) при указанной системе T;
условие b) справедливо в силу сформулированных выше леммы 2 и замечания 1 (существова-
ние у оператора A δ-малой по мере вольтерровой цепочки очевидно); выполнение условия c)
обеспечивается, как легко показать, неравенством q < qp,n, вложением A[Lp] ⊂ Lqp,n и нера-
венством Гёльдера.

Для ВФУ (0.1), эквивалентного НКЗ (2.1)–(2.3), выполняются все условия теорем 1–3. По-
этому для НКЗ (2.1)–(2.3) выполняется условие единственности (0.11), а множество R всех
тех управлений v(.) ∈ L2, для каждого из которых существует единственное в классе W 2,1

p (Π)
решение xv(.) НКЗ (2.1)–(2.3) (совпадающее с множеством Ω эквивалентного этой НКЗ урав-
нения (0.1)), открыто в L2.

Пусть D — выпуклое замкнутое множество в L2. Рассмотрим задачу оптимизации вида

J [v] ≡ F0[xv, v] → min, v(.) ∈ D ∩R, (2.9)

где

F0[x, v] ≡

∫

Π

G0(x(t), v(t))dt, x ∈ Lq, v ∈ L2, (2.10)
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— интегральный функционал, дифференцируемый по Фреше над Lq × L2, причем интегрант
G0(p,v) : R×R → R таков, что производная Фреше F ′

0(x, v) функционала F0 в точке {x, v} ∈
Lq × L2 описывается формулой

F ′
0(x, v)[∆x,∆v] =

∫

Π

{

G′
0p(x, v) ·∆x+G′

0v(x, v) ·∆v
}

dt, ∆x ∈ Lq, ∆v ∈ L2;

здесь G′
0p(x, v) ∈ Lq′ , G

′
0v(x, v) ∈ L2.

Рассмотрим вопрос о дифференцировании функционала (2.9) в смысле L2. Заменой (2.5)
функционал (2.9) приводится к виду (1.5), где

F [x, v] ≡ F0[x+M0[w], v], x ∈ Lq, v ∈ L2.

Выполняются все условия теоремы 4. Имеем

σ[y, v] = G′
0p(y +M0[w], v), τ [y, v] = G′

0v(y +M0[w], v),

функция Рисса производной Фреше J ′(v) ∈ L∗
2 функционала (2.9) имеет вид (1.6)

π[v](t) ≡ G′
0v(xv(t), v(t)) + g′v(t, xv(t), v(t))ψ(t), t ∈ Π, (2.11)

где ψ — единственное в Lp′ решение уравнения (1.7)

ψ(t) = A∗
[

g′p(., xv(.), v(.))ψ(.) +G′
0p(xv(.), v(.))

]

(t), t ∈ Π. (2.12)

Уравнение (2.12) можно переписать в форме, эквивалентной НКЗ. Действительно, так как
оператор A : Lp → Lq имеет интегральное представление (2.6) с ядром в виде функции Грина
НКЗ (2.2)–(2.4), то сопряженный оператор A∗ : Lq′ → Lp′

(

p−1 + (p′)−1 = 1, q−1 + (q′)−1 = 1
)

является “разрешающим” для НКЗ

L∗[ψ](t) ≡ −
∂ψ

∂tn+1
−

n
∑

i,j=1

(

aij(t)ψ
′
ti
)′

tj
= y(t), t ∈ Π, (2.13)

ψ(t̂, σ) = 0, t̂ ∈ Q, (2.14)

ψ(t) = 0, t ∈ Γ. (2.15)

Здесь y(.) ∈ Lq′ , т. е. решение НКЗ (2.13)–(2.15), которое понимается как п.в.-решение из

W 2,1
q′ (Π), представляется в виде ψ(t) = A∗[y](t), t ∈ Π, y(.) ∈ Lq′ . Таким образом, уравне-

ние (2.12) эквивалентно НКЗ с начальным и граничным условиями (2.14), (2.15) для уравне-
ния

L∗[ψ](t) = g′p(t, xv , v)ψ(t) +G′
0p(xv , v), t ∈ Π. (2.16)

Подведем итоги.

Теорема 5. Пусть функционал (2.10) удовлетворяет указанным для него условиям диф-

ференцируемости, а функция g — условиям M0)–M5) при некоторых p, q, подчиняющих-

ся неравенствам (2.8). Тогда функционал (2.9), в котором xv ∈ W 2,1
p (Π) — решение НКЗ

(2.1)–(2.3), дифференцируем по Фреше над R в смысле L2. Функция Рисса его производной

Фреше имеет вид (2.11), где ψ — решение из W 2,1
q′ (Π) НКЗ (2.14)–(2.16).

Теорема 5 обеспечивает (учитывая открытость множества R НКЗ (2.1)–(2.3) и выпуклость
множества D) возможность вывода НУО в задаче (2.9), (2.1)–(2.3) классическим варьиро-
ванием. Этим НУО будет, как очевидно, интегральный принцип максимума с сопряженной
системой вида (2.14)–(2.16). Не выписывая этот интегральный принцип максимума в общем
виде для задачи (2.9), (2.1)–(2.3), рассмотрим конкретный пример применения теоремы 5.
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3. Пример

Покажем как, используя результаты разд. 2, можно получить лемму 1 способом классиче-
ского варьирования.

Рассмотрим на множестве пар {v, x} ∈ D × L6 оптимизационную задачу (0.3)–(0.6). НКЗ
(0.3)–(0.5) есть частный случай НКЗ (2.1)–(2.3) при g(p,v) ≡ p3 + v, l = m = 1. Функция g
удовлетворяет, как показано ниже, условиям M0)–M5) при p = 2, q = 6, если n ∈ {1, 2, 3}.
Решение НКЗ (0.3)–(0.5) понимаем как решение в смысле п.в. из класса W (Π) ≡W 2,1

2 (Π) ⊂ L6.
Как доказано в разд. 2, НКЗ (0.3)–(0.5) обладает свойством единственности (0.11). Поэтому
задача (0.3)–(0.6) эквивалентна оптимизационной задаче в классической форме

I[v] ≡ 6−1‖xv − x‖66 + 2−1N‖v‖22 → min, v ∈ D ∩R, (3.1)

где класс R ⊂ L2 соответствует НКЗ (0.3)–(0.5).

Проверим для задачи (0.3)–(0.5), (3.1) выполнение условий теоремы 5. Условия, не исполь-
зующие чисел p, q, очевидно, выполняются. Перечислим в общем виде остальные условия:

0) Функционал F0[x, v] ≡ 6−1‖x−x‖66+2−1N‖v‖22 должен быть дифференцируем по Фреше
над Lq × L2 с указанным представлением производной Фреше;

1) (условие (2.8) для p) 1 < p ≤ 2;

2) (условие (2.8) для q) p < q < qp,n, q <∞;

3) (условие M1) для g) формула g[y, v] ≡ y3 + v определяет оператор g[., .] : Lq ×L2 → Lp;

4) (условие M2) для g′p ≡ 3p2) формула g1[y, v] ≡ 3y2 определяет ограниченный оператор
g1[., .] : Lq × L2 → Lr (r−1 + q−1 = p−1);

5) (условие M4) для g′p) для любого v ∈ L2 формула g2(v)[y] ≡ 3y2 определяет непрерыв-
ный оператор g2(v)[.] : Lq → Lr;

6) (условие M5) для g′v ≡ 1) для любого y ∈ Lq формула g3(y)[v] ≡ 1 определяет ограни-
ченный и непрерывный оператор g3(y)[.] : L2 → Le.

В терминах p, q условия 0), 3)–6) записываются следующим образом: 0) q ≥ 6; 3) p ≤

min{
q

3
, 2}; 4) r ≤

q

2
; 5) r ≤

q

2
; 6) 1 ≤ p ≤ 2. Система условий 0)–6) несовместна при n ≥ 4, а

при n ∈ {1, 2, 3} имеет, в частности, решение q = 6, p = 2.

Взяв в теореме 5 числа p = 2, q = 6, получаем, что функционал (5) дифференцируем по
Фреше в смысле L2 над R. Его производная в точке v0 ∈ R имеет вид (2.11)

π[v0](t) ≡ N · v0(t) + ψ(t), t ∈ Π.

Здесь ψ — единственное в L2 решение из W 2,1
6/5 НКЗ (2.14)–(2.16), в которой нужно взять v = v0,

xv = xv0 и которая совпадает в данном случае с НКЗ (0.8)–(0.9), где x0 ≡ xv0 . Теперь, поль-
зуясь открытостью множества R НКЗ (0.3)–(0.5) и выпуклостью множества D, классическим
варьированием получаем НУО управления v0 в задаче (3.1), совпадающие с НУО пары {v0, x0}
в задаче (0.3)–(0.6), приведенными в лемме 1.

Таким образом, мы доказали лемму 1 (т. е. теорему [4, гл. 1, теорема 3.2], полученную
в [4] методом адаптированного штрафа) с помощью классического варьирования, воспользо-
вавшись тем, что задача оптимизации (0.3)–(0.6), первоначально рассматривавшаяся на классе
пар “управление-состояние”, может быть сведена к классической форме (3.1), а также тем, что
множество R НКЗ (0.3)–(0.5) открыто, а множество D выпукло.
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