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Предложен проекционный метод для задач экономического роста на бесконечном интервале. В каче-

стве базисных функций для параметризации решения используются ортогональные полиномы Лагерра,

умноженные на экспоненту. Проведен численный анализ сходимости метода для интегрируемых случаев

в модели Рамсея. Показано, что наилучшая сходимость метода достигается, если выбрать значение пара-

метра в показателе экспоненты равным отрицательному собственному значению в матрице линеаризации

гамильтоновой системы в неподвижной точке на бесконечности. В рассмотренных примерах проекци-

онный метод приводит к системе уравнений с небольшим числом неизвестных в отличие от методов,

использующих конечно-разностную аппроксимацию.
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Введение

Вычисление равновесия в модели экономического роста сводится к решению краевой зада-
чи, которая получается из условий оптимальности. Большинство численных методов, исполь-
зуемых для решения таких краевых задач, основаны на конечно-разностных аппроксимациях
по времени. Альтернативный подход к решению краевых задач состоит в использовании про-
екционных (спектральных) методов (см., например, [1;2]). Проекционный метод, описанный в
работе [3], использует аппроксимацию решения на конечном отрезке (обзор приложений про-
екционных методов на конечном отрезке для динамических моделей экономики см., например,
в работе [4]). Однако применение метода [3] для моделей экономического роста на бесконечном
интервале времени возможно не всегда. Метод, предложенный в работе [5], является обобще-
нием [3] для задач на бесконечном интервале. Оба метода [3; 5] сформулированы для задач с
дискретным временем.

В настоящей работе предложен проекционный метод для задач экономического роста на
бесконечном интервале с непрерывным временем. Краевым условием на бесконечности явля-
ется предельное соотношение (условие трансверсальности). В качестве базисных функций ис-
пользуются ортогональные полиномы Лагерра, умноженные на экспоненту, а проекции невяз-
ки вычисляются с помощью соответствующего скалярного произведения. Свободный пара-
метр в показателе экспоненты выбирается равным отрицательному собственному значению в
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матрице линеаризации гамильтоновой системы в неподвижной точке на бесконечности (пред-
полагаем, что оптимальная траектория стремится к неподвижной точке).

В предложенном нами методе есть ряд отличий по сравнению с дискретным аналогом [5],
касающихся выбора базисных функций и скалярного произведения. Еще одно отличие от рабо-
ты [5] состоит в подробном описании выбора показателя экспоненты с помощью линеаризации
системы на бесконечности. Чтобы изложение метода не было слишком громоздким, мы огра-
ничиваемся моделью экономического роста Рамсея (см., например, [6–8]). Для иллюстрации
метода и анализа сходимости мы используем интегрируемые случаи в модели Рамсея [9]1.
В качестве входных параметров берутся значения, широко используемые в приложениях [7;
10–12]. Проекционный метод на бесконечном интервале мы сравниваем с методом разностной
аппроксимации по времени, методом стрельбы и методом динамического программирования.

Работа построена следующим образом. В разд. 1 дается общее описание проекционного
метода. Раздел 2 посвящен описанию модели Рамсея. Выписаны условия оптимальности и
линеаризация гамильтоновой системы на бесконечности. В разд. 3 обсуждается выбор ба-
зисных функций для задачи на бесконечном интервале. В разд. 4 изложены интегрируемые
случаи в модели Рамсея. В разд. 5 приведены значения входных параметров модели и ме-
тода и получены численные результаты. Исследована зависимость численных результатов от
числа базисных функций и показателя экспоненты. В разд. 6 мы сравниваем предложенный
проекционный метод с другими методами. В заключении сформулированы основные выводы
и задачи для дальнейшего исследования.

1. Проекционный метод

Рассматриваем функциональное уравнение

N (f) = 0. (1.1)

Здесь f : I ⊂ R → R
m — неизвестная функция, определенная на отрезке I; N : B1 → B2 —

нелинейный оператор, действующий из пространства B1 в пространство B2 со скалярным
произведением

(f1(x), f2(x)) =

∫

I

f1(x)f2(x)w(x)dx,

где f1, f2 ∈ B2 и w(x) ≥ 0 — весовая функция. В интересующей нас задаче оптимального
управления N является дифференциальным оператором. Обобщение на случай системы функ-
циональных уравнений приведено в [13]. Функционал N (f) определен в пространстве B1, как
правило, имеющем бесконечную размерность. Проекционный метод сводит решение функци-
онального уравнения к конечномерной задаче.

Пусть {ϕi(x)}
∞

i=1 — базисная система функций в пространстве B1. Аппроксимируем функ-
цию f(x) конечными линейными комбинациями элементов данной системы. Для выбранной
степени аппроксимации n определяем приближение f̂(x) по формуле

f̂(x,a) =

n
∑

i=1

aiϕi(x), (1.2)

где a = (a1, a2, ..., an)
T — набор коэффициентов.

Равенство (1.1) эквивалентно тому, что элемент N (f) ортогонален некоторой базисной
системе {pj(x)}

∞

j=1 из пространства B2. Вводим функцию невязки подстановкой формулы (1.2)
в уравнение (1.1):

R(x,a) ≡ N (f̂(x,a)).

1В работе [5] для анализа сходимости вместо точного решения использовались результаты проек-
ционного метода на конечном отрезке [3].
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В силу того, что мы рассматриваем конечномерную аппроксимацию (1.2), для решения урав-
нения R(x,a) = 0 требуется конечное число соотношений ортогональности. А именно, для
вычисления n-мерного вектора a необходимо ровно n соотношений

Pj(a) ≡ (R(x,a), pj(x)) = 0, j = 1, . . . , n. (1.3)

Решая нелинейную систему уравнений (1.3), находим приближение (1.2).
Существуют различные варианты выбора проекционных направлений pj(x), j = 1, . . . , n [1;

2]. В методе Галеркина полагается, что проекционные и базисные функции совпадают: pj(x) =
ϕj(x), j = 1, . . . , n. Тогда система уравнений (1.3) выглядит следующим образом:

Pj(a) ≡ (R(x,a), ϕj(x)) = 0, j = 1, . . . , n,

или с использованием введенного скалярного произведения,

Pj(a) =

∫

I

R(x,a)ϕj(x)w(x)dx = 0, j = 1, . . . , n. (1.4)

При удачном выборе базисных функций система нелинейных уравнений (1.3) имеет неболь-
шую размерность, поэтому можем использовать метод Ньютона. Пусть выбрано некоторое
начальное приближение a

0. Тогда следующее приближение вычисляем по формуле

a
k+1 = a

k −W−1(ak)P(ak), (1.5)

где P(a) — невязка системы (1.3), аW (a) — якобиан системы, который вычисляется с помощью
конечно-разностной аппроксимации. В качестве условия останова итераций (1.5) используем
соотношение

‖P(ak)‖ ≤ τr‖P(a0)‖+ τa,

где ‖ · ‖ — евклидова норма вектора, τa и τr — абсолютная и относительная ошибки соответ-
ственно (подробнее см. [14]).

Если функции {ϕi}
n
i=1 близки к линейной зависимости, мы можем получить плохо обу-

словленную матрицу W (a), что, в свою очередь, может приводить к значительным ошибкам
вычисления обратной матрицы W−1(a) в формуле (1.5). Эта проблема устраняется, если ис-
пользуется ортогональный базис: число обусловленности ортогональной матрицы равно еди-
нице. На конечном отрезке I можно использовать систему ортогональных полиномов Чебыше-
ва (см. [1; 2]). На бесконечном интервале выбор базисных функций определяется поведением
решения на бесконечности.

2. Задача экономического роста

Рассматриваем задачу экономического роста, отвечающую модели Рамсея (см., например,
[6; 7]):

∞
∫

0

e−ρtu(c) dt → max
k(t),c(t)

, (2.1)

k̇ = f(k)− δk − c, (2.2)

k(0) = k0 > 0. (2.3)

Здесь u(c) — функция полезности, являющаяся возрастающей и выпуклой функцией потреб-
ления c, т. е. u′(c) > 0 и u′′(c) < 0. Считаем также, что функция полезности удовлетво-
ряет условиям Инады, а именно limc→0 u

′(c) = ∞ и limc→∞ u′(c) = 0. Производственная
функция f(k) — строго выпуклая функция капитала k, удовлетворяющая условию f(0) = 0.
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Так же как и функция полезности, производственная функция подчиняется условиям Инады,
т. е. limk→0 f

′(k) = ∞ и limk→∞ f ′(k) = 0. Параметр ρ ≥ 0 — коэффициент межвременного
предпочтения, δ ∈ [0, 1] — темп устаревания капитала.

Для нахождения условий оптимальности решения задачи (2.1)–(2.3) используем принцип
максимума [15]. Для этого записываем функцию

H(c, k, ψ) = e−ρtu(c(t)) + ψ(t) [f(k(t))− δk(t) − c(t)] ,

где ψ(t) — сопряженная функция. Условия оптимальности первого порядка имеют вид

∂H

∂c
= 0, (2.4)

ψ̇ = −
∂H

∂k
, (2.5)

и при сделанных выше предположениях относительно u(c) и f(k) выполняется условие транс-
версальности (см., например, [6; 8])

lim
t→∞

ψ(t)k(t) = 0. (2.6)

Из уравнений (2.4) и (2.5) следуют соотношения

ψ(t) = e−ρtu′(c), (2.7)

ψ̇(t) = −ψ(t)
(

f ′(k)− δ
)

(2.8)

соответственно. Подстановкой формулы (2.7) в уравнение (2.8) получаем уравнение Эйлера

ċ

c
= −

u′(c)

u′′(c)c
(f ′(k) − δ − ρ). (2.9)

Из уравнения Эйлера (2.9) и уравнения динамики капитала (2.2) составляем систему диффе-
ренциальных уравнений







k̇ = f(k)− δk − c,

ċ

c
= σ (f ′(k)− δ − ρ) .

(2.10)

Здесь

σ = −
u′(c)

u′′(c)c
(2.11)

— обратная величина эластичности замещения [7], которая в экономической теории в основ-
ном рассматривается как положительная константа. В частности, σ действительно постоянна
для функции полезности CRRA, которая будет рассмотрена ниже в связи с интегрируемыми
случаями в модели Рамсея.

При сделанных выше предположениях относительно u(c) и f(k) существует и единственно
решение системы (2.10), удовлетворяющее начальному условию

k(0) = k0 > 0

и условию трансверсальности
lim
t→∞

e−ρtu′(c(t))k(t) = 0, (2.12)

которое получается подстановкой формулы (2.7) в соотношение (2.6).
Система (2.10) имеет неподвижную точку (kss, css), которая определяется из уравнений

{

f ′(kss) = δ + ρ,

css = f(kss)− δkss.
(2.13)
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Матрица линеаризации системы (2.10) в точке (kss, css) имеет вид

J(kss, css) =

[

ρ −1
σf ′′(kss)css 0

]

. (2.14)

Если σ > 0, определитель этой матрицы отрицателен: det(J) = σf ′′(kss)css < 0, поскольку
css > 0. В этом случае собственные значения матрицы J вещественны и имеют разные знаки,
поэтому (kss, css) — седловая точка. Оптимальная траектория отвечает устойчивому решению
системы (2.10), приходящему в неподвижную точку (kss, css).

3. Параметризация решения на бесконечном интервале

Явный вид функционального уравнения (1.1) для модели Рамсея получается сведением си-
стемы дифференциальных уравнений (2.10) к одному уравнению относительно функции k(t):

N (k) ≡ f ′(k)k̇ − δk̇ − k̈ +
u′(f(k)− δk − k̇)

u′′(f(k)− δk − k̇)

(

f ′(k)− δ − ρ
)

= 0.

Параметризация решения должна быть такой, чтобы функция k(t) достигала стационарной
точки kss при t→ ∞. Поэтому вместо разложения (1.2) запишем

k̂(t,a) =

n
∑

i=0

aiϕi(t)e
−λt + kss(1− e−λt). (3.1)

Полагаем ϕi(t) = Li(λt), где Li(t) — полиномы Лагерра, которые определяются рекуррентной
формулой (см., например, [16])

Lj+1(t) =
(2j + 1− t

j + 1

)

Lj(t)−
j

j + 1
Lj−1(t)

при L0(t) = 1 и L1(t) = 1 − t. Полиномы Лагерра взаимно ортогональны на положитель-
ной полуоси с весовой функцией e−t. Следовательно, функции ϕi(t) ортогональны с весовой
функцией e−λt:

(ϕi(t), ϕj(t)) =

∞
∫

0

ϕi(t)ϕj(t)e
−λtdt = 0, i 6= j.

Параметр λ отвечает за скорость убывания k(t) при t → ∞. Поэтому наиболее естественным
кандидатом на роль λ в формуле (3.1) является собственное значение, отвечающее перемен-
ной k в линеаризации системы на бесконечности (2.14). Учитывая начальное условие k(0) = k0
в формуле (3.1), получаем значение нулевого коэффициента

a0 = ϕ0(0)
−1

(

k0 −
n
∑

i=1

aiϕi(0)
)

.

Тогда итоговая аппроксимация примет следующий вид:

k̂(t,a) = ϕ0(0)
−1

(

k0 −
n
∑

i=1

aiϕi(0)
)

ϕ0(t)e
−λt +

n
∑

i=1

aiϕi(t)e
−λt + kss(1− e−λt), (3.2)

где неизвестными являются n коэффициентов ai.
Далее определяем функцию невязки R(t,a) ≡ N (k̂) и применяем метод Галеркина. В ре-

зультате у нас возникает система нелинейных уравнений вида

Pj(a) ≡

∞
∫

0

R(t;a)Lj(λt)e
−λt dt = 0, j = 1, . . . , n, (3.3)
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которую решаем методом Ньютона.
Численная аппроксимация интеграла, участвующего в уравнениях системы (3.3), выпол-

няется с помощью квадратурной формулы Гаусса — Лагерра (сравнение с другими методами
см. в [5]):

∞
∫

0

e−tf(t) dt ≈
N
∑

i=1

wif(si).

Здесь N — степень аппроксимации интеграла, si — i-й корень полинома Лагерра LN (s), а
коэффициент ωi определяется по формуле (см. [16])

ωi =
si

(N + 1)2L2
N+1(si)

.

Для применения данной квадратурной формулы в аппроксимации интеграла (3.3) делаем за-
мену переменных s = λt. Тогда формула (3.3) принимает вид

Pj(a) = λ−1

∞
∫

0

R
( s

λ
,a

)

Lj(s)e
−s ds,

а приближение интеграла вычисляется по формуле

Pj(a) ≈ λ−1
N
∑

i=1

ωiR
(si
λ
,a

)

Lj(si).

Для иллюстрации и анализа сходимости проекционного метода мы рассматриваем инте-
грируемые случаи в модели (2.1)–(2.3).

4. Интегрируемые случаи в модели Рамсея

В работе [17] было получено аналитическое решение для дискретной модели экономиче-
ского роста с логарифмической функцией полезности и производственной функцией Кобба —
Дугласа при полном устаревании капитала, δ = 1 (см. также [18]). Однако, как было показано
в работе [19], аналитическое решение здесь удается получить лишь для дискретного времени
(приложение проекционного метода [5] для этого случая изложено в работе [20]).

В работе [9] аналитическое решение получено для двух случаев задачи Рамсея с функцией
полезности CRRA в непрерывном времени. Функция полезности CRRA (Constant Relative Risk
Aversion) определяется по формуле

u(c) =







c1−θ

1− θ
, θ > 0, θ 6= 1,

ln c, θ = 1.
(4.1)

Как отмечалось выше, для данной функции мы получаем постоянное значение эластичности
замещения (2.11): 1/σ = θ.

4.1. Производственная функция Кобба — Дугласа

Рассматриваем задачу экономического роста (2.1)–(2.3) с производственной функцией Коб-
ба — Дугласа f(k) = kα, 0 < α < 1, и функцией полезности CRRA при θ 6= 1. Записываем
систему (2.10) для данных функций f(k) и u(c):







k̇ = kα − δk − c,

ċ

c
= σ (αkα − δ − ρ) .

(4.2)
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Аналитическое решение этой системы удается получить для случая σ = 1/α [9]. Согласно
формуле (2.11) это условие означает, что θ = α в формуле (4.1).

Система (4.2) является нелинейной, но ее можно свести к линейной, используя замену Бер-
нулли [9] (см. также [21]). В результате решение исходной нелинейной системы записывается
в виде

c(k) =
ρ+ δ(1 − α)

α
k,

k(t) =
[

k1−α
ss +

(

k1−α
0 − k1−α

ss

)

e−(1−α) ρ+δ
α

t
]

1
1−α

, (4.3)

где компоненты неподвижной точки вычисляются с помощью формул (2.13):

kss =
(δ + ρ

α

)
1

α−1
,

css =
ρ+ δ(1 − α)

α
kss.

4.2. AK-модель

Далее рассматриваем производственную функцию AK-модели: f(k) = kα + ak (см. [7]).
Система (2.10) в данном случае принимает вид







k̇ = kα + ak − δk − c,
ċ

c
= σ

(

αkα−1 + a− δ − ρ
)

.

Из формул (2.13) получаем компоненты неподвижной точки:

kss =
(δ + ρ− a

α

)
1

α−1
, (4.4)

css =
ρ+ δ(1− α)− a(1− α)

α
kss. (4.5)

Аналитическое решение в случае σ = 1/α выводится аналогично предыдущему и имеет
вид [9]

c(k) =
ρ− (a− δ)(1 − α)

α
k, (4.6)

k(t) =
[

−
α

a− δ − ρ
+

(

k1−α
0 +

α

a− δ − ρ

)

e
(1−α)

α
(a−δ−ρ)t

]
1

1−α
. (4.7)

Отметим важные условия на параметры a, ρ и δ. Во-первых, для того чтобы функция k(t)
имела предел в бесконечности, показатель экспоненты в (4.7) должен быть отрицателен. Кро-
ме того, необходимо, чтобы координаты неподвижной точки (4.4) и (4.5) были положительны.
Отсюда следует неравенство a < δ+ ρ 2. Во-вторых, для выполнения условия трансверсально-
сти (2.12) на решении системы (4.6) и (4.7) должно выполняться неравенство ρ > (1−α)(a−δ)
(см. [9]), откуда следует, что a < ρ/(1 − α) + δ. Заметим, что первое неравенство для пара-
метра a является более сильным, чем второе неравенство. Поэтому при задании параметров
модели требуем лишь выполнения неравенства a < δ + ρ.

Учитывая формулу (4.4) для неподвижной точки, а также наложенные нами условия на
параметры, уравнение (4.7) можем переписать как

k(t) =
[

k1−α
ss +

(

k1−α
0 − k1−α

ss

)

e−(1−α) ρ+δ−a
α

t
]

1
1−α

. (4.8)

2В работе [9] для выполнения условия сбалансированного роста требуется неравенство с противо-
положным знаком. В этом случае неподвижная точка kss отсутствует, и происходит рост капитала.
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Из вида формул (4.3) и (4.8) замечаем, что аналитические решения для производственной
функции f(k) = kα и для производственной функции f(k) = kα+ak имеют общую структуру.
Отличием решения для второго случая, помимо формулы для неподвижной точки, является
лишь дополнительное слагаемое a в показателе экспоненты.

5. Численные результаты

С помощью проекционного метода решаем задачу экономического роста (2.1)–(2.3) с функ-
цией полезности CRRA как для производственной функции Кобба — Дугласа f(k) = kα, так и
для AK-модели f(k) = kα+ak. Для сравнения численного решения с аналитическим решением
рассматриваем интегрируемый случай σ = 1/α.

Необходимо определить значения параметров модели. В работе [5] рассматривается значе-
ние α = 0.25, что при нашем условии дает величину σ = 4. Однако малое значение параметра α
плохо объясняет ряд эмпирических особенностей экономического роста [7]. К тому же значение
σ = 4 является достаточно большим и не соответствует эмпирическим результатам для обрат-
ной величины эластичности замещения σ, в литературе ее значение варьируется от 1.5 до 3
(см., например, табл. 3 в статье [10]). Поэтому в работе [9] принимается значение α = 0.66, что
дает величину σ = 1.5. Мы приводим результаты расчетов для значений α = 0.25 и α = 0.66.

Для коэффициента межвременного предпочтения потребителя используем значение ρ =
0.05, а для коэффициента устаревания капитала — δ = 0.1 (см. [11; 12]). Начальное значе-
ние капитала полагаем равным k0 = kss/2 для всех дальнейших расчетов (kss вычисляется
отдельно в каждом случае).

Т а б л и ц а 1

Максимальная относительная ошибка
для капитала в случае f(k) = kα, α = 0.25

n λ = 0.1µ λ = 0.5µ λ = µ λ = 2µ

0 3.64e-01 1.37e-01 1.50e-02 1.89e-01

1 2.41e-01 4.12e-02 7.96e-03 6.76e-02

2 1.84e-01 7.14e-03 2.52e-03 2.05e-02

3 1.41e-01 2.20e-03 9.38e-04 6.38e-03

4 1.07e-01 2.00e-03 3.81e-04 2.06e-03

5 8.02e-02 1.61e-03 1.68e-04 6.59e-04

6 5.89e-02 1.10e-03 7.95e-05 2.16e-04

Т а б л и ц а 2

Максимальная относительная ошибка
для капитала в случае f(k) = kα, α = 0.66

n λ = 0.1µ λ = 0.5µ λ = µ λ = 2µ

0 3.58e-01 1.21e-01 4.02e-02 2.19e-01

1 2.11e-01 2.03e-02 1.51e-02 7.67e-02

2 1.40e-01 9.53e-03 3.43e-03 2.15e-02

3 1.05e-01 7.04e-03 8.60e-04 6.67e-03

4 7.81e-02 4.25e-03 1.84e-04 2.11e-03

5 5.68e-02 2.29e-03 2.06e-05 6.80e-04

6 7.77e-01 1.29e-03 1.36e-05 2.20e-04
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Рис. 1. В случае f(k) = kα, α = 0.66: a) функция капитала при λ = µ и различных степенях аппрок-
симации n; b) максимальная относительная ошибка для капитала при степени аппроксимации n = 5 и
различных λ.

В качестве параметров численного метода берем следующие значения. Используем квад-
ратуру Гаусса — Лагерра, имеющую N = 20 узлов. Абсолютную и относительную ошибки в
методе Ньютона полагаем равными τa = 10−8 и τr = 10−6 соответственно. Начальное прибли-
жение — нулевой вектор размерности n.

Показатель λ в аппроксимации (3.2) варьируем в окрестности абсолютного значения µ
отрицательного собственного значения матрицы линеаризации в неподвижной точке на беско-
нечности (2.14). Численные результаты метода оцениваем по величине относительной ошибки

Ek = max
t∈[0,T ]

|k(t) − k̂(t)|

|k(t)|
,

где k(t) — аналитическое решение, k̂(t) — численное решение и T = 200 (для всех рассматри-
ваемых случаев функция k̂(t) достигает стационарного состояния kss до момента T = 200).

В табл. 1 и 2 приведены ошибки Ek при различных вариантах выбора степени аппроксима-
ции n и параметра λ. Как видно, с ростом n преимущество λ = µ становится вполне очевидным:
при n = 6 получаемая точность в 100 раз выше по сравнению с выбором λ = 0.5µ и в 1000 раз
выше по сравнению с λ = 0.1µ. Характер зависимости ошибки для случаев α = 0.25 и α = 0.66
почти одинаков.

На рис. 1a изображена зависимость аппроксимации от числа базисных функций n. Ап-
проксимация с помощью n = 5 базисных функций при λ = µ визуально совпадает с точным
решением. Из рис. 1b видно, что точка µ является точкой минимума функции ошибок. Схо-
жее поведение функции ошибок получено для AK-модели при тех же параметрах, а также в
случае полного устаревания капитала, δ = 1.

6. Сравнение с другими методами

В разностном методе задача экономического роста (2.1)–(2.3) сводится к краевой задаче на
конечном отрезке [0, T ] при некотором достаточно большом значении T . В качестве краевого
условия на правом конце полагаем k(T ) = kss. Отрезок [0, T ] разбивается на m равных подот-
резков длины h, а производные первого и второго порядков по времени заменяются конечно-
разностными аппроксимациями второго порядка по h. Получаемую нелинейную систему из
m + 1 уравнений решаем методом Ньютона. В качестве начального приближения выбираем,
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например, линейную функцию k0(t) = k0 + t(kss − k0)/T . Максимальная относительная ошиб-
ка численного решения для α = θ = 0.66, δ = 0.1, ρ = 0.05 и T = 200 составила 3.63 · 10−5.
Метод Ньютона сходится за несколько итераций, и время счета сопоставимо с проекционным
методом. Но для больших T требуется большая размерность системы для достижения прием-
лемой точности. Для систем большой размерности разностный метод работает существенно
медленнее проекционного метода, который дает приемлемую точность при небольшом числе
базисных функций. К аналогичным выводам приводит использование метода стрельбы.

В методе динамического программирования необходимо решить уравнение Гамильтона—
Якоби— Беллмана

ρV (k) = max
c

{u(c) + V ′(k)(f(k)− δk − c)}, (6.1)

где максимум в правой части достигается при c(k) = (u′)−1(V ′(k)). Рассматривается аппрок-
симация функции цены на m точках разбиения отрезка капитала. Обновляем V = (V1, . . . , Vm)
по явной схеме

V n+1
i − V n

i

h
+ ρV n

i = u(cni ) + (V n
i )′(f(ki)− δki − cni ),

cni = (u′)−1[(V n
i )′], i = 1, . . . ,m,

при некотором начальном приближении V
0. C подробностями вычисления производной (V n

i )′

можно ознакомиться в работах [22; 23].

Для случая f(k) = kα с функцией полезности CRRA при α = θ и δ = 0 уравнение (6.1)
имеет аналитическое решение:

V ∗(k) =
(θ

ρ

)θ(1

ρ
+

1

1− θ
k1−θ

)

, c∗(k) =
ρ

θ
k.

Для численного решения аппроксимируем функцию V (k) на отрезке [0.45kss, 1.25kss] и
используем разбиение из m = 200 точек. В качестве начального приближения выбираем ‘ста-
ционарную’ функцию цены:

V 0(k) =
u(c)

ρ
=

1

ρ

(kα)1−θ

1− θ
,

которая получается подстановкой k̇ = f(k)− δk− c = 0 в уравнение (6.1). В качестве критерия
останова используем условие

||Vi −V
i−1||

||Vi||
< ε.

Значение ε = 10−7 обеспечивает максимальную относительную ошибку 10−3 для c(k) за 893
итерации. Время счета одного порядка с проекционным методом. С увеличением длины от-
резка по k и ростом числа точек, время и число итераций в методе динамического програм-
мирования заметно возрастает.

Заключение

Предложен проекционный метод для задач экономического роста на бесконечном интерва-
ле с непрерывным временем. Численный анализ показывает, что значение показателя экспонен-
ты для параметризации решения лучше всего выбирать равным отрицательному собственному
значению в матрице линеаризации гамильтоновой системы на бесконечности. В рассмотренных
примерах для достижения заданной точности в проекционном методе на бесконечном интерва-
ле решается система уравнений небольшой размерности в отличие от методов, использующих
разностную аппроксимацию. Отметим, что необходимо дальнейшее изучение проекционного
метода в многосекторных и многорегиональных моделях с несколькими группами потребите-
лей (см., например, [12]).
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Актуальной задачей для дальнейшего исследования является также применение проекци-
онного метода на бесконечном интервале к стохастическим моделям экономического роста.
Как отмечается в работе [3], большинство подходов для таких задач используют идеи проек-
ционных методов. Для анализа сходимости проекционного метода можно использовать инте-
грируемые случаи в стохастической модели Рамсея [24].

Благодарности. Мы благодарны редактору за полезные замечания, позволившие нам
улучшить текст статьи.
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