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Рассматривается игровая задача сближения движений абстрактной динамической системы с заданным
целевым множеством внутри фазовых ограничений. В качестве “интервала” управления выступает произ-
вольное подмножество вещественных чисел. Целевое множество M и фазовые ограничения N подчиняются
вложению M ⊂ N. В качестве допустимых стратегий управления рассматриваются неупреждающие муль-
тифункции от истории помехи. Приводятся описание множества разрешимости и конструкции разрешаю-
щих стратегий управления, построенные на основе метода программных итераций. При этом, увеличивая
“количество” итераций оператора программного поглощения, удается расширить (по сравнению с ориги-
нальной версией) области применимости метода, ослабляя или полностью отказываясь от топологических
требований на динамику системы, целевое множество и фазовые ограничения. В предлагаемых конструк-
циях и их обосновании используется техника неподвижных точек монотонных отображений в частично
упорядоченных множествах.
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Введение

В работе обсуждается игровая задача сближения [1; 2] движений динамической системы
с целевым множеством в пределах фазовых ограничений; при этом “интервал” управления
не предполагается конечным. Приводятся конструкции множества разрешимости задачи и
разрешающих стратегий управления, построенные на основе метода программных итераций
(см. [3–5], а также [6; 7]). Метод программных итераций, предложенный в середине 70-х го-
дов прошлого века в пионерских работах А.Г.Ченцова и развитый другими исследователями,

1Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом центре при
финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (номер
соглашения 075-02-2022-874).
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применяется в нескольких вариантах: для построения множества разрешимости в задачах ка-
чества, для построения цены в задачах оптимизации функционала, а также для построения
разрешающих неупреждающих стратегий управления (прямая версия метода). В данной рабо-
те изучается игровая задача сближения для абстрактной динамической системы [8] (см. также
[9–11]) при этом целью рассмотрения является ослабление условий применимости метода по-
средством привлечения трансфинитных итераций. Поводом для развития такого подхода и
его распространения на задачи с ослабленными топологическими свойствами послужил факт
существования неподвижных точек изотонных и сужающих операторов независимо от их то-
пологических характеристик.

Данный подход был использован в игровой задаче удержания движений в заданных фа-
зовых ограничениях [12]. Как видно из настоящей работы, формального переноса результа-
тов [12] на задачу сближения получить не удалось, в частности, возникло дополнительное
требование топологического характера (см. условие 4). В статье мы постарались сохранить
преемственность в обозначениях с указанной работой, а также ограничились ссылками на
содержащиеся в ней вспомогательные конструкции и результаты о неподвижных точках.

Дальнейший материал организован следующим образом. Вначале даются определение аб-
страктной динамической системы и ее основных свойств, используемых в утверждениях (усло-
вия 1–3), постановка задачи сближения — определяются допустимые процедуры управления
(неупреждающие стратегии), целевое множество, множества фазовых ограничений и разре-
шимости задачи сближения (разд. 2); здесь же сформулировано условие 4 (топологического
характера), связывающее динамику системы и целевое множество. Затем рассматриваются
основные конструкций метода программных итераций: многозначное отображение Π (пучки
движений, удовлетворяющих условию сближения), оператор программного поглощения и его
степени (разд. 3), представление неподвижных точек этих операторов (лемма 3) и построен-
ных на их основе неупреждающих стратегий (разд. 4); в разд. 5 доказывается теорема 1 о
представлении множества разрешимости в задаче сближения и виде разрешающей стратегии.

1. Динамическая система

Обозначим через R — вещественную прямую; через BA — отображения из A в B; через
P(X) (P′(X)) — семейство всех (всех непустых) подмножеств всякого множества X. В качестве
пространства позиций выберем непустое множество пар D , I × X, где I ⊂ R — аналог
временного интервала, а X представляет фазовое пространство системы. Отметим, что такой
выбор временного измерения позволяет охватить одновременно дискретные и непрерывные по
времени динамические системы.

Если t ∈ I, то I
t , {ξ ∈ I | ξ 6 t} и It , {ξ ∈ I | ξ > t}. Если t ∈ I и θ ∈ It, то полагаем, что

I
θ
t , I

θ ∩ It.

Выберем непустое множество C ∈ P
′(XI), рассматриваемое в качестве допустимых тра-

екторий системы. Пусть Y 6= ∅ и Ω ∈ P
′(Y I) — множество допустимых помех. Динамику

системы задает отображение

S : D × Ω 7→ P
′(C), (1.1)

которое при (t, x) ∈ D и ω ∈ Ω определяет множество S((t, x), ω) траекторий h ∈ C, имеющих
начальную позиции (t, x) (h(t) = x) и согласованных с помехой ω.

Далее при t ∈ I, h ∈ C и h′ ∈ C отображение (h�h′)t : I 7→ X (склейка h и h′ в момент t)
устанавливается соотношениями

(h�h′)t(ξ) ,

{

h(ξ), ξ ∈ I
t,

h′(ξ), ξ ∈ It \ {t}.

Для произвольных t ∈ I, ω ∈ Ω и ω′ ∈ Ω определим отображение (ω�ω′)t : I 7→ Y (склейка ω
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и ω′ в момент t):

(ω�ω′)t(ξ) ,

{

ω(ξ), ξ ∈ I
t,

ω′(ξ), ξ ∈ It \ {t}.

В терминах операций склейки мы формулируем свойства динамической системы, которые
будут использованы при обосновании результатов.

Условие 1 (допустимость склейки движений). Для любых (t, x) ∈ D, τ ∈ It, ω, ω′ ∈ Ω
выполняется

(

(

(ω | Iτ ) = (ω′ | Iτ )
)

&
(

h ∈ S((t, x), ω)
)

&
(

h′ ∈ S((τ, h(τ)), ω′)
)

)

⇒
(

(h�h′)τ ∈ S((t, x), ω′)
)

.

Условие 2 (допустимость склейки помех). Для любых t ∈ I, ω, ω′ ∈ Ω выполняется вклю-

чение (ω�ω′)t ∈ Ω.

Условие 3 (полугрупповое свойство). Для любых (t, x) ∈ D, τ ∈ It, ω, ω
′ ∈ Ω выполняет-

ся импликация
(

h ∈ S((t, x), (ω�ω′)τ )
)

⇒
(

h ∈ S((τ, h(τ)), ω′)
)

.

2. Задача сближения

Введем класс допустимых процедур управления. Для всякой пары (t, x) ∈ D обозначим
через M(t,x) множество неупреждающих непустозначных отображений вида

M(t,x) ,
{

α ∈
∏

ω∈Ω

P
′ (S((t, x), ω)) | ∀ω, ω′ ∈ Ω ∀ξ ∈ It

(

(ω | Iξ) = (ω′ | Iξ)
)

⇒
(

(α(ω) | Iξ) = (α(ω′) | Iξ)
)

}

; (2.1)

через
∏

α∈A Xα для произвольного семейства
{

Xα : α ∈ A
}

обозначено множество отображений

вида
{

x ∈
(
⋃

α∈AXα

)A ∣

∣ ∀α ∈ A x(α) ∈ Xα

}

.

Будем рассматривать элементы множества M(t,x) в качестве допустимых процедур управления,
отвечающих начальной позиции (t, x).

Объектом исследования в этой работе является задача сближения — одна из двух задач,
составляющих игру сближения–уклонения [2].

Пусть N ⊂ D — заданные фазовые ограничения и M ⊂ D — заданное целевое множество
таковы, что

∅ 6= M ⊂ N. (2.2)

Скажем, что задача сближения с M внутри N (задача (M,N)-сближения) разрешима для
позиции (t, x) ∈ D, если найдется стратегия управления α0 ∈ M(t,x) такая, что для любых
ω ∈ Ω и h ∈ α0(ω) выполнены условия встречи: существует τ ∈ It, для которого

(

(τ, h(τ)) ∈ M
)

&
(

∀s ∈ I
τ
t (s, h(s)) ∈ N

)

. (2.3)

Указанную стратегию управления α0 мы назовем разрешающей для начальной позиции (t, x),
а множество всех начальных позиций, для которых существуют разрешающие стратегии, обо-
значим через AP(M,N) и назовем множеством разрешимости задачи (M,N)-сближения.

Далее будет дано описание множества разрешимости AP(M,N) и разрешающих стратегий
управления в задаче (M,N)-сближения.

Следующая лемма вытекает из введенных определений (см. (2.2), (2.3)) и равенства
(t, h(t)) = (t, x) для любого h ∈ S((t, x), ω).
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Лемма 1. Для всех (t, x) ∈ M задача (M,N)-сближения разрешима. Задача (M,N)-сбли-

жения разрешима для позиции (t, x) ∈ D лишь в случае, когда (t, x) ∈ N. Таким образом,

выполняются соотношения

M ⊂ AP(M,N) ⊂ N. (2.4)

Кроме того, отображение AP(M, ·) ∈ P(D)P(D) изотонно: для любых H,H ′ ∈ P(D)

(H ⊂ H ′) ⇒
(

AP(M,H) ⊂ AP(M,H ′)
)

. (2.5)

Условие 4 (относительной замкнутости M). Для любых (t, x) ∈ D, ω ∈ Ω и h ∈ S((t, x), ω)
справедливо, что если множество τ((t, x), h,M) вида τ((t, x), h,M) , {ξ ∈ It | h(ξ) ∈ M} не

пусто, то в нем существует наименьший элемент:

(

τ((t, x), h,M) 6= ∅
)

⇒
(

(

∃τ ∈ τ((t, x), h,M)
) (

∀ξ ∈ τ((t, x), h,M)
)

τ 6 ξ
)

.

З а м е ч а н и е. В классической постановке задачи (M,N)-сближения для динамики, опи-
сываемой обыкновенным дифференциальным уравнением (см., например, [2, гл. III]), выполне-
ние условия 4 обеспечено замкнутостью целевого множества M и непрерывностью по времени
движений управляемой системы.

3. Оператор программного поглощения в задаче сближения

Введем оператор Π следующим образом: при H ∈ P(D), (t, x) ∈ D и ω ∈ Ω положим

Π(ω|(t, x),H) ,
{

h ∈ S((t, x), ω) | ∃τ ∈ It ((τ, h(τ)) ∈ M) &
(

∀s ∈ I
τ
t (s, h(s)) ∈ H

)

}

. (3.1)

Говоря неформально, Π(ω|(t, x),H) есть множество всех движений из S((t, x), ω), удовлетво-
ряющих условию встречи (2.3) в задаче (M,H)-сближения. Значит, задача (M,H)-сближения
разрешима для позиции (t, x), если и только если

M(t,x) ∩
∏

ω∈Ω

P
′(Π(ω|(t, x),H)) 6= ∅.

Таким образом, для множества разрешимости AP(M,H) задачи (M,H)-сближения имеем
представление (см. также (2.4))

AP(M,H) =
{

(t, x) ∈ H
∣

∣

∣
M(t,x) ∩

∏

ω∈Ω

P
′ (Π(ω|(t, x),H)) 6= ∅

}

. (3.2)

Далее мы рассмотрим свойства отображений вида

Ω ∋ ω 7→ Π(ω|(t, x),H) ∈ P(C) (3.3)

при различных значениях параметров (t, x) и H, а также конструкций на их основе. Отметим
сразу изотонность семейства отображений вида (3.3) по отношению к аргументу H: для
любых H,H ′ ⊂ N, ω ∈ Ω, (t, x) ∈ H имеет место импликация

(H ⊂ H ′) ⇒
(

Π(ω|(t, x),H) ⊂ Π(ω|(t, x),H ′)
)

. (3.4)

В терминах отображения Π (3.1) введем оператор программного поглощения A в задаче

(M,H)-сближения, A : P(D) 7→ P(D), следующим образом:

A(H) ,
{

(t, x) ∈ H | Π(ω|(t, x),H) 6= ∅ ∀ω ∈ Ω
}

∀H ∈ P(D). (3.5)



180 Д.А.Серков

Из определений и свойства (3.4) следует, что A — это сужающее и изотонное преобразо-
вание в (P(D),⊂): для любых F , H ∈ P(D)

A(H) ⊂ H, (3.6)

(F ⊂ H) ⇒ (A(F ) ⊂ A(H)). (3.7)

Для произвольного порядкового числа α (см., например, [13, гл. 7]) введем и обозначим
через A

α α-итерацию (композицию степени α) оператора A, следуя методу трансфинитной
индукции: при α = 0 для любого H ∈ P(D) положим

A
0(H) , H; (3.8)

если α имеет предшественника, α = γ + 1, то для всякого H ∈ P(D) примем

A
α(H) , A (Aγ(H)) ; (3.9)

если α — предельное порядковое число, то для любого H ∈ P(D) положим

A
α(H) , A

(

⋂

β≺α

A
β(H)

)

(3.10)

(символ “≺” обозначает отношение строгого порядка между ординалами).

В лемме 2 доказательство соотношений (3.11), (3.12) следует по индукции (см. (3.8)–(3.10))
из свойств сужаемости и изотонности преобразования A (см. (3.6), (3.7)). Импликация (3.13)
также доказывается по индукции исходя из включения M ∈ Fix(A) и импликации (3.12); здесь
и далее Fix(A) обозначает множество всех неподвижных точек оператора A.

Лемма 2. Для любого порядкового числа α оператор A
α — это сужающее изотонное

отображение: для всех F , H ∈ P(D) выполнены соотношения

A
α(H) ⊂ H, (3.11)

(F ⊂ H) ⇒ (Aα(F ) ⊂ A
α(H)) (3.12)

и, кроме того,

(M ⊂ H) ⇒ (M ⊂ A
α(H)). (3.13)

Следуя [12, предложение 2] и опираясь на соотношения (3.11), (3.12), лемма 3 дает кон-
струкцию неподвижных точек оператора программного поглощения A.

Лемма 3. Если мощность порядкового числа σ строго больше, чем мощность множе-

ства D, то Fix(A) = {Aσ(H) : H ∈ P(D)}. При этом для всякого H ∈ P(D) наибольший

элемент семейства Fix(A) ∩ P(H) имеет вид A
σ(H).

4. Неупреждающие стратегии в задаче сближения

Обратимся к построению разрешающих стратегий, опираясь на конструкции [8].

Лемма 4. Пусть выполнено условие 1 и множество H ∈ P(D) таково, что H ∈ Fix(A).
Тогда для всякой позиции (t, x) ∈ H отображение Π(·|(t, x),H) ∈ P(C)Ω есть допустимая

стратегия управления

Π(·|(t, x),H) ∈ M(t,x). (4.1)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию леммы имеем

A(H) = H. (4.2)

Выберем произвольно (t, x) ∈ H. Для краткости полагаем

α(·) , Π(·|(t, x),H). (4.3)

В этом случае отображение α : Ω 7→ P(C) для любых ω ∈ Ω и h ∈ α(ω) удовлетворяет условию

∃τ ∈ It ((τ, h(τ)) ∈ M) & (∀s ∈ I
τ
t (s, h(s)) ∈ H) (4.4)

и условию
α(ω) ⊂ S((t, x), ω) ∀ω ∈ Ω. (4.5)

С учетом выбора (t, x) и (4.2) получаем (t, x) ∈ A(H). Поэтому (см. (3.5), (4.3))

α(ω) 6= ∅ ∀ω ∈ Ω. (4.6)

Проверим, что α — отображение неупреждающее. Для этого выберем ω, ω′ ∈ Ω и θ ∈ It,
удовлетворяющие

(ω | Iθ) = (ω′ | Iθ), (4.7)

и покажем, что тогда будет выполняться вложение

(α(ω) | Iθ) ⊂ (α(ω′) | Iθ). (4.8)

Пусть γ ∈ (α(ω) | Iθ), т. е. для некоторого h ∈ α(ω) имеем равенство γ = (h | Iθ). Согласно (4.3),
(4.4) h ∈ Π(ω|(t, x),H), иначе говоря, для движения h найдется момент τh ∈ It такой, что

((τh, h(τh)) ∈ M) & (∀s ∈ I
τh
t (s, h(s)) ∈ H). (4.9)

Рассмотрим случай θ 6 τh. Тогда из (4.9) следует, что

(θ, h(θ)) ∈ H. (4.10)

С учетом (3.5), (4.2) и (4.10) для всех ν ∈ Ω имеем Π(ν|(θ, h(θ)),H) 6= ∅. В частности,
Π(ω′|(θ, h(θ)),H) 6= ∅. Пусть

h̃ ∈ Π(ω′|(θ, h(θ)),H). (4.11)

Исходя из этого h ∈ S((t, x), ω) и h̃ ∈ S((θ, h(θ)), ω′). Ввиду (4.7) из условия 1 получим, что

h′ , (h�h̃)θ ∈ S((t, x), ω′). (4.12)

Согласно (3.1), (4.11) и (4.12) для h′ найдется момент τh′ ∈ Iθ ⊂ It такой, что

((τh′ , h′(τh′)) ∈ M) & (∀s ∈ I
τ
h′

θ \ {θ} (s, h′(s)) ∈ H). (4.13)

Кроме того, из (4.9), (4.12) и неравенства θ 6 τh имеем

(s, h′(s)) ∈ H ∀s ∈ I
θ
t . (4.14)

Из (4.14) и (4.13) имеем: для h′ найдется τh′ ∈ It такой, что

(

(τh′ , h′(τh′)) ∈ M
)

&
(

∀s ∈ I
τ
h′

t (s, h′(s)) ∈ H
)

. (4.15)

Из (3.1), (4.12) и (4.15) вытекает, что h′ ∈ Π(ω′|(t, x),H) и, следовательно (см. (4.3)), h′ ∈ α(ω′).
Пусть теперь θ > τh. Пользуясь (1.1) выберем h̃ ∈ C из условия h̃ ∈ S((θ, h(θ)), ω′). Тогда

в соответствии с (4.7) и включением h ∈ S((t, x), ω) из условия 1 выводим (4.12). Положим
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τh′ , τh. Для этого момента в силу (4.9), (4.12) и неравенства θ > τh выполняются соотно-
шения (4.15). Из (3.1), (4.3), (4.12) и (4.15) вновь получим включение h′ ∈ α(ω′) (теперь для
случая θ > τh).

Используя включение h′ ∈ α(ω′) и (4.12), имеем

γ = (h′ | Iθ) ∈ (α(ω′) | Iθ).

Так как γ выбиралось произвольно, получаем вложение (4.8). В силу симметрии участия ω, ω′

в рассуждениях справедливо (α(ω) | Iθ) = (α(ω′) | Iθ). Так как выбор θ, ω, ω′ был произволен,
получаем свойство неупреждаемости отображения α: для любых ω1, ω2 ∈ Ω, ξ ∈ It

(

(ω1 | I
ξ) = (ω2 | I

ξ)
)

⇒
(

(α(ω1) | I
ξ) = (α(ω2) | I

ξ)
)

. (4.16)

Из (2.1), (4.5), (4.6), (4.16) следует α ∈ M(t,x) и (см. (4.3)) включение (4.1). �

Иначе говоря, согласно лемме (см. (3.2), (2.4)) для всякого H ∈ Fix(A) выполняется ра-
венство H = AP(M,H). Учитывая свойства сужаемости (3.11) и изотонности (2.5), а также
представление неподвижных точек оператора A (см. лемму 3), мы приходим к вложению
A

σ(H) ⊂ AP(M,H) для всякого H ∈ P(D). Отсюда, возвращаясь к исходной задаче (M,N)-
сближения, получим

A
σ(N) ⊂ AP(M,N). (4.17)

При этом (см. лемму 3) элемент A
σ(N) — наибольший в семействе Fix(A) ∩ P(N).

Заметим также, что для (t, x) ∈ A
σ(N) в виде Π(·|(t, x),Aσ(N)) мы имеем явное пред-

ставление разрешающей стратегии управления. Множество A
σ(N) при наличии этих свойств

называют стабильным мостом в задаче сближения [2].

5. Максимальный стабильный мост

Теорема 1 устанавливает, что вложение (4.17) на самом деле является равенством, т. е.
за пределами стабильного моста A

σ(N) задача (M,N)-сближения не разрешима. Такой ста-
бильный мост обычно называют максимальным. Доказательство теоремы 1 в идейном плане
следует доказательству утверждения [14, теорема 2], при этом требования топологического
характера на целевое множество, фазовые ограничения и на динамику системы сводятся к
условию 4. Условия 1–3 носят абстрактно-динамический характер, а условие на ординал σ
отсылает к лемме 3.

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1–4 и ординал σ таков, что A
σ(N) ∈ Fix(A).

Тогда A
σ(N) есть множество разрешимости задачи (M,N)-сближения:

A
σ(N) = AP(M,N) =

{

(t, x) ∈ N | M(t,x) ∩
∏

ω∈Ω

P
′ (Π(ω|(t, x),N)) 6= ∅

}

; (5.1)

при этом для всякой начальной позиции (t, x) ∈ A
σ(N) отображение

Π(·|(t, x),Aσ(N)) : Ω 7→ C

есть разрешающая стратегия управления.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обоснование второй части теоремы содержит лемма 4.

С учетом вложения (4.17) для доказательства теоремы достаточно установить вложение

AP(M,N) ⊂ A
σ(N). (5.2)
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Так как AP(M,N) ⊂ N, A0(N) = N (см. (2.4), (3.8)), имеем

AP(M,N) ⊂ A
0(N). (5.3)

Пусть вообще ординал ζ таков, что для всех ординалов ξ, для которых ξ ≺ ζ, выполняется

AP(M,N) ⊂ A
ξ(N). (5.4)

Если ζ — предельный ординал, то с учетом (5.4) выводим AP(M,N) ⊂
⋂

ξ≺ζ A
ξ(N) и остается

показать (см. (3.10)), что

AP(M,N) ⊂ A

(

⋂

ξ≺ζ

A
ξ(N)

)

, A
ζ(N). (5.5)

Если же ζ имеет предшествующий ординал, ζ = η + 1, то, исходя из AP(M,N) ⊂ A
η(N),

следует проверить (см. (3.9)), что выполнено вложение

AP(M,N) ⊂ A(Aη(N)) , A
ζ(N). (5.6)

В обоих случаях надлежит в предположении

AP(M,N) ⊂ F ⊂ N (5.7)

установить вложение AP(M,N) ⊂ A(F ). Таким образом, для доказательства теоремы доста-
точно установить импликацию

(AP(M,N) ⊂ F ⊂ N) ⇒ (AP(M,N) ⊂ A(F )).

Отметим, что в силу (2.2) и (3.13) в дополнение к (5.7) выполнено также вложение

M ⊂ F. (5.8)

Рассуждая от противного, предположим, что справедливы соотношения (5.7), (5.8) и най-
дена позиция (t∗, x∗) такая, что

(t∗, x∗) ∈ AP(M,N) \A(F ). (5.9)

Тогда из (5.7) вытекает, что (t∗, x∗) ∈ F \ A(F ). Следовательно (см. (3.5)), для (t∗, x∗) и F
найдется ω∗ ∈ Ω такая, что

Π(ω∗|(t∗, x∗), F ) = ∅. (5.10)

Из (3.1) и (5.10) получим, что

∀s ∈ S((t∗, x∗), ω∗) s 6∈ Π(ω∗|(t∗, x∗), F ). (5.11)

С другой стороны (см. (5.9)), (t∗, x∗) ∈ AP(M,N) и, значит (см. (3.2)), найдется отображе-
ние α∗ ∈ C

Ω такое, что

α∗ ∈ M(t∗,x∗)

⋂ ∏

ω∈Ω

P
′ (Π(ω|(t∗, x∗),N)) .

То есть отображение α∗ есть допустимая процедура управления:

α∗ ∈ M(t∗,x∗) (5.12)

и, одновременно, α∗ разрешает задачу (M,N)-сближения для начальной позиции (t∗, x∗) ∈ N:

α∗(ω) ⊂ Π(ω|(t∗, x∗),N) ∀ω ∈ Ω. (5.13)
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В частности,
α∗(ω∗) ⊂ Π(ω∗|(t∗, x∗),N). (5.14)

Так как (см. (5.12)) α∗(ω∗) 6= ∅, выберем произвольно

s∗ ∈ α∗(ω∗). (5.15)

Тогда (см. (2.1), (3.1), (5.14) и (5.15)) для некоторого момента τ ∈ It∗ имеем включение
(τ, s∗(τ)) ∈ M. Значит, множество τ((t∗, x∗), s∗,M) ⊂ It∗ не пусто и по условию 4 существует
наименьший элемент τ∗ множества τ((t∗, x∗), s∗,M). Для момента τ∗ по определению выпол-
няется включение

(τ∗, s∗(τ∗)) ∈ M. (5.16)

Из (5.16) и соотношений (3.1), (5.11) следует, что существует момент t∗ ∈ I
τ∗
t∗
\{τ∗}, для которого

выполнено
(t∗, s∗(t

∗)) ∈ N \ F. (5.17)

При этом (см. (5.8), (5.17)), (t∗, s∗(t
∗)) /∈ M и, значит, верно неравенство t∗ < τ∗. Тогда, так

как для всякого ξ ∈ τ((t∗, x∗), s∗,M) справедливо t∗ < τ∗ 6 ξ, имеем

(t, s∗(t)) 6∈ M ∀t ∈ I
t∗ . (5.18)

Из (5.7) и (5.17) вытекает, что (t∗, s∗(t
∗)) 6∈ AP(M,N). Тогда согласно определению AP(M,N)

M(t∗,s∗(t∗))

⋂ ∏

ω∈Ω

P
′ (Π(ω|(t∗, s∗(t

∗)),N)) = ∅. (5.19)

С учетом условия 2 корректно определено отображение β ∈ P(C)Ω вида

β(ω) ,
{

h ∈ α∗((ω∗�ω)t
∗

) | (h | It
∗

) = (s∗ | I
t∗))

}

∀ω ∈ Ω. (5.20)

Покажем включение β ∈ M(t∗,s∗(t∗)). Для этого сначала проверим, что

β(ω) 6= ∅ ∀ω ∈ Ω. (5.21)

Из (2.1), (5.12) и (5.15) следует, что для произвольного ω′ ∈ Ω найдется h′ ∈ α∗((ω∗�ω′)t
∗

)
такое, что (h′ | It

∗

) = (s∗ | I
t∗). Это означает (см. (5.20)), что h′ ∈ β(ω′). Так как выбор ω′ был

произвольным, выполнено неравенство (5.21).
Для любых ω̃ ∈ Ω и h̃ ∈ β(ω̃) из определений α∗, β имеем (2.1), что h̃ ∈ S((t∗, x∗), (ω∗�ω̃)t

∗

).
Тогда согласно условию 3 выводим h̃ ∈ S((t∗, h̃(t∗)), ω̃). Отсюда, так как h̃(t∗) = s∗(t

∗), получим
соотношения h̃ ∈ S((t∗, s∗(t

∗)), ω̃). В силу произвольного выбора ω̃, h̃ из этих соотношений с
учетом (5.21) следует

β(ω) ∈ P
′ (S((t∗, s∗(t

∗)), ω)) ∀ω ∈ Ω. (5.22)

Проверим свойство неупреждаемости отображения β: зафиксируем произвольно θ ∈ It∗ и
ω, ω′ ∈ Ω такие, что (ω | Iθ) = (ω′ | Iθ). Выберем γ ∈ (β(ω) | Iθ). Пусть f ∈ β(ω) таков, что
γ = (f | Iθ). Тогда исходя из (5.20) f ∈ α((ω∗�ω)t

∗

) и

(f | It
∗

) = (s∗ | I
t∗). (5.23)

С учетом условия 2 имеем (ω∗�ω)t
∗

∈ Ω и (ω∗�ω′)t
∗

∈ Ω, причем справедливы равенства

((ω∗�ω)t
∗

| Iθ) = ((ω∗�ω′)t
∗

| Iθ). (5.24)

Из (5.24) в силу (5.12) получим

(α∗((ω∗�ω)t
∗

) | Iθ) = (α∗((ω∗�ω′)t
∗

) | Iθ).
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Следовательно, для f найдется f ′ ∈ α∗((ω∗�ω′)t
∗

) такой, что

(f | Iθ) = (f ′ | Iθ). (5.25)

В частности (см. (5.23)), поскольку θ > t∗, имеем равенство (f ′ | It
∗

) = (s∗ | I
t∗). Следовательно

(см. (5.20)), f ′ ∈ β(ω′) и при этом (см. (5.23), (5.25)) γ = (f ′ | Iθ). Отсюда заключаем, что
γ ∈ (β(ω′) | Iθ), и ввиду произвольного выбора γ имеем вложение (β(ω) | Iθ) ⊂ (β(ω′) | Iθ).
Из соображений симметрии выполнено также обратное вложение и, как следствие, равенство
(β(ω) | Iθ) = (β(ω′) | Iθ). Так как выбор ω, ω′ и θ был произвольным, имеем: для любых ω, ω′ ∈ Ω
и t ∈ It∗ справедлива импликация

((ω | It) = (ω′ | It)) ⇒
(

(β(ω) | It) = (β(ω′) | It)
)

. (5.26)

Из (2.1), (5.22) и (5.26) следует включение β ∈ M(t∗,s∗(t∗)).
Значит (см. (5.19)),

β 6∈
∏

ω∈Ω

P
′ (Π(ω|(t∗, s∗(t

∗)),N)) ,

т. е. найдутся ω̄ ∈ Ω и s̄ ∈ β(ω̄) такие, что

s̄ 6∈ Π(ω̄|(t∗, s∗(t
∗)),N). (5.27)

С другой стороны, по построению β (см. (5.20)) имеем s̄ ∈ α∗((ω∗�ω̄)t
∗

), где (ω∗�ω̄)t
∗

∈ Ω.
Тогда в соответствии с выбором α∗ следует (см. (5.13)), что s̄ ∈ Π((ω∗�ω̄)t

∗

|(t∗, x∗),N) и, в
частности (см. (3.1)),

∃τ̄ ∈ It∗ ((τ̄ , s̄(τ̄ )) ∈ M) & (∀t ∈ I
τ̄
t∗ (t, s̄(t)) ∈ N). (5.28)

Учитывая (см. (5.20)), что (s̄ | It
∗

) = (s∗ | I
t∗) из (5.18) получим (t, s̄(t)) 6∈ M ∀t ∈ I

t∗ . Тогда из
соотношений (5.28) вытекает положение

∃τ̄ ∈ It∗ ((τ̄ , s̄(τ̄ )) ∈ M) & (∀t ∈ I
τ̄
t∗ (t, s̄(t)) ∈ N). (5.29)

Из включения s̄ ∈ β(ω̄) также следует (см. (5.22))

s̄ ∈ S((t∗, s∗(t
∗)), ω̄). (5.30)

Соотношения (5.29), (5.30) в совокупности дают включение

s̄ ∈ Π(ω̄|(t∗, s∗(t
∗)),N),

которое противоречит утверждению (5.27).
Таким образом, предположение (5.9) было ложным и выполняется следствие искомой им-

пликации, т. е. вложения (5.5) и (5.6). Из соотношений (5.3), (5.6) и (5.5) в силу принципа
трансфинитной индукции вытекает, что вложение AP(M,N) ⊂ A

ζ(N) выполняется для про-
извольного ординала ζ. При ζ = σ получаем вложение (5.2) и, как следствие, искомое равен-
ство (5.1). �
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