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В работе рассматривается следующая задача. Пусть H — некоторое гильбертово пространство с вос-
производящим ядром, состоящее из функций, заданных на множестве Ω ⊂ Cn, n ≥ 1, и {e1(·, ξ)}ξ∈Ω1

,
{e2(·, ξ)}ξ∈Ω1

— некоторые полные системы функций в H, Ω1 ⊂ Cm, m ≥ 1. Обозначим

f̃(z)
def
= (e1(·, z), f)H ∀z ∈ Ω1, H̃ = {f̃ , f ∈ H},

(f̃1, f̃2)H̃
def
= (f2, f1)H , ‖f̃1‖H̃ = ‖f1‖H ∀f̃1, f̃2 ∈ H̃,

f̂(z)
def
= (e2(·, z), f)H ∀z ∈ Ω1, Ĥ = {f̂ , f ∈ H},

(f̂1, f̂2)Ĥ
def
= (f2, f1)H , ‖f̂1‖Ĥ = ‖f1‖H ∀f̂1, f̂2 ∈ Ĥ.

Необходимо найти условие, при выполнении которого пространства Ĥ и H̃ совпадают, т. е. Ĥ и H̃ состоят
из одних и тех же функций и

‖f‖
Ĥ

= ‖f‖
H̃

∀f ∈ Ĥ = H̃.

Также изучается вопрос: при каких условиях пространства Ĥ и H̃ эквивалентны? В случае, когда систе-
мы функций {ej(·, ξ)}ξ∈Ω1

, j = 1, 2, являются ортоподобными системами разложения в пространстве H

с одной и той же мерой µ, заданной на Ω1, в этой статье установлен критерий; найдено условие, которое
является необходимым и достаточным для того, чтобы пространства Ĥ и H̃ совпадали (были эквивалент-
ны). Отметим, что в случае произвольного пространства H и произвольных полных в H систем функций

{e1(·, ξ)}ξ∈Ω1
, {e2(·, ξ)}ξ∈Ω1

найденное условие всегда является необходимым, т. е. если пространства Ĥ и

H̃ совпадают (эквивалентны), то это условие выполнено. В случае когда системы функций {e1(·, ξ)}ξ∈Ω1
,

{e2(·, ξ)}ξ∈Ω1
являются ортоподобными системами разложения в пространстве H с разными мерами µ1

и µ2, соответственно, заданными на Ω1, в этой статье построены примеры конкретных пространств H,
конкретных полных в H систем функций {e1(·, ξ)}ξ∈Ω1

, {e2(·, ξ)}ξ∈Ω1
таких, что указанное условие вы-

полнено, однако пространства Ĥ и H̃ не совпадают (не эквивалентны).

Ключевые слова: cистемы разложения, подобные ортогональным, гильбертово пространство с воспро-
изводящим ядром, базис Рисса, задача описания сопряженного пространства.

V. V.Napalkov (jr.), A. A.Nuyatov. On a condition for the coincidence of transform spaces for
functionals in a Hilbert space.

The paper considers the following problem. Let H be some reproducing kernel Hilbert space consisting of
functions given on a set Ω ⊂ Cn, n ≥ 1, and let {e1(·, ξ)}ξ∈Ω1

and {e2(·, ξ)}ξ∈Ω1
be some complete systems of

functions in H, where Ω1 ⊂ Cm, m ≥ 1. Define

f̃(z)
def
= (e1(·, z), f)H ∀z ∈ Ω1, H̃ = {f̃ , f ∈ H},

(f̃1, f̃2)H̃
def
= (f2, f1)H , ‖f̃1‖H̃ = ‖f1‖H ∀f̃1, f̃2 ∈ H̃,

f̂(z)
def
= (e2(·, z), f)H ∀z ∈ Ω1, Ĥ = {f̂ , f ∈ H},

(f̂1, f̂2)Ĥ
def
= (f2, f1)H , ‖f̂1‖Ĥ = ‖f1‖H ∀f̂1, f̂2 ∈ Ĥ.

It is required to find a condition under which the spaces Ĥ and H̃ coincide, i.e., Ĥ and H̃ consist of the same
functions and

‖f‖
Ĥ

= ‖f‖
H̃

∀f ∈ Ĥ = H̃.

We also study the question of conditions under which the spaces Ĥ and H̃ are equivalent. In the case when the
systems of functions {ej(·, ξ)}ξ∈Ω1

, j = 1, 2, are orthosimilar decomposition systems in the space H with the
same measure µ given on Ω1, a criterion is established; more exactly, a condition is found that is necessary and
sufficient for the coincidence (equivalence) of the spaces Ĥ and H̃. Note that, in the case of an arbitrary space H

and arbitrary systems of functions {e1(·, ξ)}ξ∈Ω1
and {e2(·, ξ)}ξ∈Ω1

that are complete in H, the found condition

is always necessary; i.e., if the spaces Ĥ and H̃ coincide (are equivalent), then this condition is fulfilled. In the
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case when the systems of functions {e1(·, ξ)}ξ∈Ω1
and {e2(·, ξ)}ξ∈Ω1

are orthosimilar decomposition systems
in the space H with different measures µ1 and µ2, respectively, given on Ω1, we construct specific examples of
spaces H and systems of functions {e1(·, ξ)}ξ∈Ω1

and {e2(·, ξ)}ξ∈Ω1
complete in H and such that the specified

condition is met, but the spaces Ĥ and H̃ are not the same (not equivalent).

Keywords: orthosimilar decomposition systems, reproducing kernel Hilbert space, Riesz basis, problem of
describing the dual space.
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Введение

В различных задачах комплексного анализа часто возникает необходимость сравнить два
гильбертова пространства, состоящие из функций или последовательностей. Такие вопросы
возникают, например, при решении задач теории уравнений свертки, задач интерполяции ана-
литических функций, в теории инвариантных подпространств и т. д. Представленные в статье
вопросы имеют самостоятельный интерес. Например, как отмечено в книге [1, задача 39], суще-
ствует неограниченное линейное преобразование гильбертова пространства, которое ограни-
чено на элементах базиса. Частным случаем расcматриваемых в работе ортоподобных систем
разложения являются ортонормированные и ортогональные базисы.

Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство с воспроизводящим ядром, состоящее
из функций, заданных на некотором множестве точек Ω ⊂ C

n, n ≥ 1. Пусть {ej(·, z)}z∈Ω1
, j =

1, 2, — две полные системы в пространстве H, где Ω1 ⊂ C
m, m ≥ 1, — некоторое множество

точек. Определим пространства Ĥ, H̃:

f̃(z)
def
= (e1(·, z), f)H ∀z ∈ Ω1, H̃ = {f̃ , f ∈ H};

(f̃1, f̃2)H̃
def
= (f2, f1)H , ‖f̃1‖H̃ = ‖f1‖H ∀f̃1, f̃2 ∈ H̃;

f̂(z)
def
= (e2(·, z), f)H ∀z ∈ Ω1, Ĥ = {f̂ , f ∈ H};

(f̂1, f̂2)Ĥ
def
= (f2, f1)H , ‖f̂1‖Ĥ = ‖f1‖H ∀f̂1, f̂2 ∈ Ĥ.

Всюду ниже предполагается, что пространство H — гильбертово пространство с воспро-
изводящим ядром. Нетрудно показать, что пространства H̃ и Ĥ являются также простран-
ствами с воспроизводящим ядром. Мы изучаем вопрос: при каких условиях гильбертовы про-
странства H̃ и Ĥ совпадают, т. е. пространства состоят из одних и тех же функций и нор-
мы этих пространств равны? Также мы исследуем ситуацию, когда гильбертовы простран-
ства H̃ и Ĥ эквивалентны, т. е. когда пространства состоят из одних и тех же функций
и нормы этих пространств эквивалентны. В этой работе вводится понятие систем функций
{ej(·, z)}z∈Ω1

, j = 1, 2, согласованных с некоторым линейным непрерывным взаимно однознач-
ным оператором T , осуществляющим автоморфизм пространства H. Доказано, что условие
согласованности систем функций {ej(·, z)}z∈Ω1

, j = 1, 2, является необходимым условием для

того, чтобы пространства Ĥ и H̃ совпадали или были эквивалентны. В общем случае, это
условие не является достаточным. По этому поводу в данной работе сконструированы раз-
личные примеры. Однако если предположить, что системы функций {ej(·, z)}z∈Ω1

, j = 1, 2,
суть ортоподобные системы разложения с одной и той же мерой µ, заданной на Ω1, то со-
гласованность систем функций{ej(·, z)}z∈Ω1

, j = 1, 2, с некоторым линейным непрерывным
взаимно однозначным оператором является необходимым и достаточным условием для того,
чтобы пространства H̃ и Ĥ совпадали или были эквивалентны. Заметим, что ортоподобные
системы разложения были введены в работах Т.П.Лукашенко [2]. Нам понадобится

О п р е д е л е н и е 1. Cистемы функций {ej(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2, принадлежащие гильбер-

тову пространству H называются согласованными с оператором T : H → H, если выполнено
соотношение

(e1(·, z1), e2(·, z2))H = (e1(·, z2),T e2(·, z1))H ∀z1, z2 ∈ Ω1. (0.1)
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1. Основные результаты

Сформулируем и докажем следующее

Утверждение 1. Пусть {e1(·, z)}z∈Ω1
, {e2(·, z)}z∈Ω1

— две полные системы в гильберто-

вом пространстве H. Если пространства H̃ и Ĥ совпадают, то найдется линейный непре-

рывный взаимно однозначный унитарный оператор T , осуществляющий автоморфизм про-

странства H, такой, что системы {ej(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2, согласованы с оператором T , т. е.

выполняется соотношение (0.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если пространства H̃ и Ĥ совпадают, то по теореме из работы [3]
найдется линейный непрерывный взаимно однозначный унитарный оператор A : H −→ H
такой, что

A : e1(·, z) 7→ e2(·, z) ∀z ∈ Ω1. (1.1)

Поскольку оператор A унитарный, A∗ = A−1 и

A∗ : e2(·, z) 7→ e1(·, z) ∀z ∈ Ω1. (1.2)

Из соотношений (1.1), (1.2) вытекает

(e1(·, z1), e2(·, z2))H = (A−1e2(·, z1),Ae1(·, z2))H

= ((A ◦ A)−1e2(·, z1), e1(·, z2))H = (e1(·, z2),T e2(·, z1))H ∀z1, z2 ∈ Ω1,

где оператор T определен как T
def
= (A ◦ A)−1. Таким образом, выполнено условие (0.1);

системы функций {ej(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2, согласованы с оператором T .

Утверждение доказано.

В случае эквивалентности пространств Ĥ и H̃ верен аналогичный утверждению 1 резуль-
тат, только здесь не требуется, чтобы оператор T был унитарным.

Утверждение 2. Пусть {e1(·, z)}z∈Ω1
, {e2(·, z)}z∈Ω1

— две полные системы функций в

гильбертовом пространстве H. Если пространства H̃ и Ĥ эквивалентны, то найдется ли-

нейный непрерывный взаимно однозначный оператор T , осуществляющий автоморфизм про-

странства H, такой, что системы {ej(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2, согласованы с оператором T , т. е.

выполняется соотношение (0.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если пространства H̃ и Ĥ эквивалентны, то по теореме из ра-
боты [3] найдется линейный непрерывный взаимно однозначный оператор A : H −→ H такой,
что выполнено соответствие (1.1). Далее, повторяя почти дословно рассуждения из доказа-
тельства утверждения 1, мы получаем, что справедливо равенство

(e1(·, z1), e2(·, z2))H = (e1(·, z2),T e2(·, z1))H ∀z1, z2 ∈ Ω1,

где оператор T определен как T
def
= A∗ ◦A−1. Таким образом, системы функций {ej(·, z)}z∈Ω1

,
j = 1, 2, согласованы с оператором T .

Утверждение доказано.

Возникает следующий вопрос: верны ли утверждения, обратные утверждению 1 и утвер-
ждению 2? Например, допустим, что в гильбертовом пространстве H имеются две полные
системы функций {ej(·, z)}z∈Ω1

, j = 1, 2, и, как и выше, определены два гильбертовых про-

странства H̃ и Ĥ. Пусть системы {ej(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2, согласованы с некоторым линей-

ным непрерывным взаимно однозначным унитарным оператором T , т. е. соотношение (0.1)
выполнено. Будет ли отсюда следовать, что пространства H̃ и Ĥ совпадают? Ниже приведе-
ны примеры, которые показывают, что в общем случае ответ на этот вопрос отрицательный.
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Однако можно наложить дополнительные условия на системы функций {ej(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2,

такие, что будут верны утверждения, обратные утверждению 1 и утверждению 2. Пусть
{ej(·, z)}z∈Ω1

, j = 1, 2, — две ортоподобные системы разложения в пространстве H, Ω1 — про-
странство с мерами µ1, µ2 [2; 6]; любая функция f ∈ H представляется в виде

f(t) =

∫

Ω1

(f, ej(·, z))H · ej(t, z) dµj(z) ∀f ∈ H, ∀t ∈ Ω, j = 1, 2.

Далее мы считаем, что Ω1 счетно-конечно, т. е. может быть представлено в виде счетного
объединения подмножеств конечной меры µ1 и µ2. Докажем следующие утверждения, пред-
полагая, что меры µ1 и µ2 совпадают, т. е. µ1 = µ2 = µ.

Утверждение 3. Пусть {ej(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2, — две ортоподобные системы разложе-

ния в пространстве H с одной и той же мерой µ. Предположим, что найдется линейный

непрерывный взаимно однозначный унитарный оператор T , осуществляющий изометрию

пространства H, такой,что системы функций {ej(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2, согласованы с опера-

тором T , т. е. выполнено соотношение (0.1). Тогда пространства H̃ и Ĥ совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {ej(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2, — две ортоподобные системы раз-

ложения в пространстве H, которые согласованы с оператором T , т. е. выполнено соотноше-
ние (0.1):

(e1(·, z1), e2(·, z2))H = (e1(·, z2),T e2(·, z1))H ∀z1, z2 ∈ Ω1,

или, что то же самое

(e1(·, z1), e2(·, z2))H = (T e2(·, z1), e1(·, z2))H ∀z1, z2 ∈ Ω1.

Последнее равенство влечет соотношение

( m∑

k=1

cke1(·, zk), e2(·, ξ)
)
H

=
( m∑

k=1

ckT e2(·, zk), e1(·, ξ)
)
H

∀ξ ∈ Ω1. (1.3)

Здесь {zk}
m
k=1 — произвольный набор точек из Ω1, а {ck}

m
k=1 — произвольный набор ком-

плексных чисел. Пусть p(t)
def
=

∑m
k=1 cke1(t, zk), t ∈ Ω, — произвольная функция из линейной

оболочки системы функций {e1(·, z)}z∈Ω1
, и q(t)

def
=

∑m
k=1 ckT e2(t, zk), t ∈ Ω, — функция из

линейной оболочки системы функций {T e2(·, z)}z∈Ω1
. Функции p, q принадлежат простран-

ству H, системы функций {ej(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2, — ортоподобные системы разложения в H,

поэтому

p(t) =

∫

Ω1

(p, e2(·, ξ))He2(t, ξ) dµ(ξ) ∀t ∈ Ω,

q(t) =

∫

Ω1

(q, e1(·, ξ))He1(t, ξ) dµ(ξ) ∀t ∈ Ω.

В силу аналога равенства Парсеваля [2, теорема 1] и соотношения (1.3) справедливо равенство

‖p‖2H =

∫

Ω1

|(p, e2(·, ξ))|
2 dµ(ξ) =

∫

Ω1

|(q, e1(·, ξ))|
2 dµ(ξ) = ‖q‖2H

или ‖p‖H = ‖q‖H . Определим оператор A по следующему правилу: A : p 7→ q. По теореме
Банаха [4, c. 240, теорема 2] A продолжается до линейного непрерывного взаимно однозначного

унитарного оператора, действующего из H на H. Тогда оператор A1
def
= T −1 ◦ A — изометрия

пространства H и A1 : e1(·, ξ) 7→ e2(·, ξ) ∀ξ ∈ Ω1. Применяя [3, теорема 1], мы получаем Ĥ = H̃.
Утверждение доказано.
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Также справедливо

Утверждение 4. Пусть {e1(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2, — две ортоподобные системы разложе-

ния в пространстве H с одной и той же мерой µ. Предположим, что найдется линейный

непрерывный взаимно однозначный оператор T , осуществляющий автоморфизм простран-

ства H, такой, что системы функций {ej(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2, согласованы с оператором T ,

т. е. выполнено соотношение (0.1). Тогда пространства H̃ и Ĥ эквивалентны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проводится аналогично доказательству утверждения 3; отли-

чие здесь в том, что в данном случае строится оператор A′
1

def
= T −1 ◦ A, который является

автоморфизмом (а не изометрией, как было в доказательстве утверждения 3) пространства H.
Тогда в силу [3, теорема 2] пространства H̃ и Ĥ эквивалентны. Комбинируя утверждения 1, 2,
а также утверждения 3, 4, мы формулируем следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть {e1(·, z)}z∈Ω1
, {e2(·, z)}z∈Ω1

— две ортоподобные системы разложения

в гильбертовом пространстве H с одной и той же мерой µ. Для того чтобы пространства

H̃ и Ĥ совпадали, необходимо и достаточно, чтобы нашелся линейный непрерывный взаимно

однозначный унитарный оператор T , осуществляющий изометрию пространства H, такой,

что системы функций {ej(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2, согласованы с оператором T , т. е. выполняется

соотношение

(e1(·, z1), e2(·, z2))H = (e1(·, z2),T e2(·, z1))H ∀z1, z2 ∈ Ω1.

Теорема 2. Пусть {e1(·, z)}z∈Ω1
, {e2(·, z)}z∈Ω1

— две ортоподобные системы разложения

в гильбертовом пространстве H с одной и той же мерой µ. Для того чтобы пространства

H̃ и Ĥ были эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы нашелся линейный непрерывный

взаимно однозначный оператор T , осуществляющий автоморфизм пространства H, такой,

что системы функций {ej(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2, согласованы с оператором T , т. е. выполняется

соотношение

(e1(·, z1), e2(·, z2))H = (e1(·, z2),T e2(·, z1))H ∀z1, z2 ∈ Ω1.

2. Примеры

Ниже приводятся примеры, иллюстрирующие, что утверждения 3, 4 неверны, если не на-
кладывать дополнительные условия на системы функций {ej(·, z)}z∈Ω1

, j = 1, 2. Действитель-
но, мы покажем, что если {e1(·, z)}z∈Ω1

, {e2(·, z)}z∈Ω1
— две ортоподобные системы разложения

в гильбертовом пространстве H с мерами µ1, µ2 и µ1 6= µ2, то утверждения 3, 4 могут оказаться
неверными; из условия согласованности систем функций {ej(·, z)}z∈Ω1

, j = 1, 2, с некоторым

оператором T , вообще говоря, не следует, что пространства H̃ и Ĥ совпадают (или эквива-
лентны).

2.1. Случай конечномерного пространства

Пусть λ1, λ2, . . . , λn — некоторый фиксированный набор различных комплексных чисел.
Рассмотрим набор целых функций от переменной t ∈ C: eλ1t, eλ2t, . . . , eλnt. Пусть H — линейная
оболочка системы экспонент {eλkt}nk=1, т. е. совокупность всех функций вида

f(t) =

n∑

k=1

cfke
λkt, t ∈ C,

где cfk , k = 1, 2, . . . , n, — некоторые комплексные числа. На H введем скалярное произведение:
если

f(t) =

n∑

k=1

cfke
λkt, g(t) =

n∑

k=1

cgke
λkt, t ∈ C,
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то

(f, g)H
def
=

n∑

k=1

cfk · cgk.

С введенным по этому правилу скалярным произведением H является конечномерным уни-
тарным пространством. Более того, из определения скалярного произведения в H следует, что
(eλkt, eλjt) = δk,j, δk,j — символ Кронекера. Также нетрудно подсчитать, что cfk = (f(t), eλkt)H .
Так что система {eλkt}nk=1 является ортонормированным базисом в H. Значит, любая функция
f ∈ H представляется в виде

f(t) =

n∑

k=1

cfke
λkt =

n∑

k=1

(f(τ), eλkτ )Heλkt, t ∈ C.

Тем самым, конечно, система {eλkt}nk=1 — ортоподобная система разложения в пространстве H.
Зафиксируем произвольное число t0 ∈ C. Пусть f — произвольная функция из H. Из оценки

|f(t0)| =
∣∣∣

n∑

k=1

cfke
λkt0

∣∣∣ ≤

√√√√
n∑

k=1

∣∣cfk
∣∣2 ·

√√√√
n∑

k=1

|eλkt0 |2

≤ ‖f‖H ·

√√√√
n∑

k=1

exp
(
max
1≤k≤n

2Re(λkt0)
)
= ‖f‖H ·

√
n · exp

(
max
1≤k≤n

2Re(λkt0)
)

= Ct0 ‖f‖H

вытекает, что пространство H является гильбертовым пространством с воспроизводящим яд-
ром. Пусть {ak}

n
k=1 — некоторый фиксированный набор не равных нулю комплексных чисел.

Введем обозначения

e1(t, k)
def
= eλkt, e2(t, k)

def
= ak e

λkt, k = 1, . . . , n, t ∈ C.

Тогда система функций {e1(·, k)}
n
k=1 является ортоподобной системой разложения c мерой µ1 в

пространстве H (даже ортонормированным базисом). В качестве меры µ1 здесь выступает счи-
тающая мера, т. е. в качестве Ω1 берется множество точек {λk}

n
k=1; под мерой µ1 подмножества

A ⊂ {λk}
n
k=1 понимаем количество точек λk, попавших в множество A.

Далее, нетрудно проверить, что справедливо равенство

f(t) =
n∑

k=1

1

|ak|2
(f(·), e2(·, k))He2(t, k) ∀t ∈ C.

Значит, система функций {e2(·, k)}
n
k=1 также является ортоподобной системой разложения с

некоторой мерой µ2 заданной на Ω1 = {λk}
n
k=1 в пространстве H. Заметим, что мера µ2 отлична

от меры µ1. С каждой точкой λk здесь связывается вес
1

|ak|2
; если A — некоторое подмножество

точек из {λk}
n
k=1, A = {λkj}

p
j=1, 0 < p ≤ n, то

µ2(A) =

p∑

j=1

1

|ak|2
.

Рассмотрим пространства H̃ и Ĥ. В данном случае эти пространства будут состоять из
n-мерных векторов {f̃(λk)}

n
k=1 и {f̂(λk)}

n
k=1 соответственно. Здесь

f̃(λk)
def
= (e1(·, k), f(·))H = (eλk ·τ , f(τ))H , f ∈ H, k = 1, . . . , n; (2.1)

f̂(λk)
def
= (e2(·, k), f(·))H = ak (e

λk ·τ , f(τ))H , f ∈ H, k = 1, . . . , n. (2.2)
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При этом

(
{f̃1(λk)}

n
k=1, {f̃2(λk)}

n
k=1

)
H̃

def
= (f2, f1)H =

n∑

k=1

cf2k · cf1k =

n∑

k=1

f̃1(λk) · f̃2(λk). (2.3)

Мы воспользовались равенством (см. (2.1)): cfk = f̃(λk), k = 1, . . . , n, ∀f ∈ H. Далее

(
{f̂1(λk)}

n
k=1, {f̂2(λk)}

n
k=1

)
Ĥ

def
= (f2, f1)H =

n∑

k=1

cf2k · cf1k =
n∑

k=1

1

|ak|2
f̂1(λk) · f̂2(λk). (2.4)

Здесь мы использовали равенство (см. (2.2)): cfk =
1

ak
f̂(λk) ∀f ∈ H, k = 1, . . . , n. Как видно,

в данном случае пространства H̃ и Ĥ разные. Конечно, H̃ и Ĥ состоят из одних и тех же век-
торов, но скалярные произведения в пространствах H̃ и Ĥ вычисляются по разным правилам,
поэтому пространства H̃ и Ĥ разные.

Тем не менее можно проверить, что системы функций {ej(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2, согласованы

с некоторым унитарным оператором T . Действительно, в данном случае это означает, что
найдется линейный непрерывный взаимно однозначный унитарный оператор T : H → H такой,
что выполнено равенство

(e1(·, k), e2(·, j))H = (e1(·, j),T e2(·, k))H ∀k = 1, . . . , n, ∀j = 1, . . . , n.

На самом деле, так как система функций {eλkt}nk=1 — ортонормированный базис в пространстве
H, справедливы равенства

(e1(·, k), e2(·, j))H = 0, k 6= j, 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ j ≤ n;

(e1(·, k), e2(·, k))H = (eλkt, ak · e
λkt)H = (ak · eλkt, eλkt)H = (eλkt, ak · eλkt)H

=
(
eλkt,

ak
ak

· ak · eλkt
)

H

=
(
e1(·, k),

ak
ak

· e2(·, k)
)

H

∀k = 1, . . . , n.

Как нетрудно здесь увидеть, оператор T выражается в базисе {eλkt}nk=1 следующей диагональ-
ной матрицей:

T =




a1
a1

0 . . . 0

0
a2
a2

. . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . .
an
an




.

Так как оператор умножения на комплексное число, модуль которого равен 1, есть унитар-
ный оператор в пространстве C, то оператор T является линейным непрерывным взаимно
однозначным унитарным оператором, осуществляющим изометрию пространства H.

Таким образом, системы функций {ej(·, k)}1≤k≤n, j = 1, 2, согласованы с унитарным опе-

ратором T , однако пространства H̃ и Ĥ разные. Этот пример показывает, что утверждение 3
становится неверным, если мы не требуем, чтобы системы функций {ej(·, z)}z∈Ω1

, j = 1, 2,
являлись ортоподобными системами разложения с одной и той же мерой µ, заданной на Ω1.

2.2. Случай пространства Смирнова

Пространство H состоит из тех же функций, что и пространство Смирнова. В простран-
стве Смирнова E2(G), G — выпуклый многоугольник, имеется базис Рисса из экспонент [5,
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теорема 3.1]; обозначим его как {e1(·, k)}
∞
k=1. Это означает, что любая функция f(z) ∈ E2(G)

единственным образом представляется в виде

f(z) =

∞∑

k=1

cfk · e1(z, k), z ∈ G, (2.5)

где {cfk}
∞
k=1 — некоторая последовательность комплексных чисел; при этом справедливо соот-

ношение

C1‖f‖
2
E2(G) ≤

∞∑

k=1

|cfk |
2 ≤ C2‖f‖

2
E2(G) ∀f ∈ E2(G), (2.6)

где константы C1, C2 > 0 не зависят от f .
На элементах пространства E2(G) определим скалярное произведение

(f, g)H
def
=

∞∑

k=1

cfk · cgk.

Введенное по данному правилу скалярное произведение определяется корректно в силу нера-
венства Коши — Буняковского и соотношений (2.5), (2.6). Это скалярное произведение по-

рождает норму ‖f‖H
def
=

√
(f, f)H . В силу соотношения (2.6) норма ‖ · ‖H эквивалентна нор-

ме ‖ · ‖E2(G). Можно даже сказать, что существует линейный непрерывный самосопряженный
взаимно однозначный оператор S, действующий из E2(G) на E2(G) такой, что

(f, g)H = (f, Sg)E2(G) ∀f, g ∈ E2(G).

Последнее вытекает, например, из [6, лемма 1]. Поэтому H, состоящее из элементов про-
странства E2(G), само является гильбертовым пространством со скалярным произведением
(f, g)H , f, g ∈ H. Конечно, система экспонент {e1(·, k)}

∞
k=1 принадлежит пространству H и

полна там. Далее нетрудно показать (в силу определения скалярного произведения в H), что
система {e1(·, k)}

∞
k=1 — это ортонормированный базис в пространстве H. Пространство H̃ по

определению состоит из элементов

f̃(k)
def
= (e1(·, k), f)H , k = 1, 2, . . . , ∀f ∈ H.

Как видно, {f̃(k)}∞k=1 — это последовательности комплексных чисел. Также в силу полно-

ты системы функций {e1(·, k)}∞k=1 соответствие f → f̃ инъективно, т. е. последовательность

{f̃(k)}∞k=1 однозначно определяет функцию f ∈ H.

На множестве последовательностей H̃ =
{
{f̃(k)}∞k=1 : f ∈ H

}
вводится скалярное произве-

дение по правилу

({f̃(k)}∞k=1, {g̃(k)}
∞
k=1)H̃

def
= (g, f)H ∀f̃ , g̃ ∈ H̃.

С введенным по такому правилу скалярным произведением H̃ становится гильбертовым про-
странством. Рассмотрим пространство Ĥ. Определим систему

{e2(·, k)}
∞
k=1 : e2(·, k)

def
= ak · e1(·, k), k = 1, 2, . . . ,

где {ak}k≥1 — некоторая последовательность не равных нулю комплексных чисел, такая, что,

например, limk→∞ |ak| = +∞. Пространство Ĥ состоит из элементов

f̂(k)
def
= (e2(·, k), f)H , k = 1, 2, . . . , ∀f ∈ H,

и
({f̂(k)}∞k=1, {ĝ(k)}

∞
k=1)Ĥ

def
= (g, f)H ∀f̂ , ĝ ∈ Ĥ.
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Применяя рассуждения, как было сделано в предыдущем подразделе, (см. (2.3), (2.4)) мы
можем аналогично показать, что

f̂(k) = akf̃(k), k = 1, 2, . . . , ∀f ∈ H;

(
{f̃1(k)}

∞
k=1, {f̃2(k)}

∞
k=1

)
H̃

=

∞∑

k=1

f̃1(k) · f̃2(k) ∀f̃1, f̃2 ∈ H̃;

(
{f̂1(k)}

∞
k=1, {f̂2(k)}

∞
k=1

)
Ĥ

=

∞∑

k=1

1

|ak|2
f̂1(k) · f̂2(k) ∀f̂1, f̂2 ∈ Ĥ.

Пространства H̃ и Ĥ, в данном случае, — отличающиеся друг от друга пространства по-
следовательностей, поскольку limk→∞ |ak| = +∞. Рассуждая аналогично, как в предыдущем
подразделе, можно доказать, что

(e1(·, k), e2(·, j))H = 0, k 6= j, k, j = 1, 2, . . . ;

(e1(·, k), e2(·, k))H =
(
e1(·, k),

ak
ak

· e2(·, k)
)

H

∀k = 1, 2, . . . .

Это значит, что системы функций {ej(·, z)}z∈Ω1
, j = 1, 2, согласованы с линейным непрерыв-

ным взаимно однозначным унитарным оператором T : H → H, который выражается в базисе
{e1(·, k)}

∞
k=1 следующей бесконечной диагональной матрицей:

T =




a1
a1

0 . . . 0 . . .

0
a2
a2

. . . 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . .
an
an

. . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




.

Мы построили пример, когда системы функций {ej(·, k)}k≥1, j = 1, 2, согласованы с линей-
ным непрерывным взаимно однозначным унитарным оператором T : H → H, однако меры
ортоподобных систем {e1(·, k)}

∞
k=1, {e2(·, k)}

∞
k=1 разные и пространства H̃ и Ĥ состоят из раз-

ных элементов. Таким образом, условие равенства мер в утверждениях 3, 4 существенно и его
нельзя убрать.

Заметим, что аналогичные рассуждения можно провести и для пространства, эквивалент-
ного пространству Бергмана в многоугольниках. Для пространства Бергмана в многоуголь-
никах построены базисы Рисса из экспонент [7]. Однако следует заметить, что существование
базисов Рисса из экспонент — довольно редкий случай [8]. Этот факт служит мотивацией на
исследование других систем функций, которыми можно заменить базисы.

2.3. Случай весового пространства последовательностей и пространства

Бергмана в круге

Пространство l2w состоит из последовательностей комплексных чисел x = {xk}
∞
k=0, для

которых конечна норма

‖x‖l2w =

√√√√
∞∑

k=0

|xk|2

k + 1
< ∞.

Весовое пространство последовательностей l2w (здесь w = {w2
k}

∞
k=0, wk =

√
1/(k + 1), k =

0, 1, 2 . . . — вес) является гильбертовым пространством со скалярным произведением

(x,y)l2w =

∞∑

k=0

xk · yk
k + 1

, x = {xk}
∞
k=0, y = {yk}

∞
k=0.
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Рассмотрим семейство последовательностей, зависящих от комплексного параметра z ∈ D
(D — единичный круг с центром в нуле):

e1(k, z)
def
= zk, k = 0, 1, . . . , |z| < 1.

Пространство Бергмана B2(D) состоит из функций, голоморфных в единичном круге D =
{z : |z| < 1} и суммируемых с квадратом модуля по площади:

‖f‖2B2(G) =
1

π

∫

D

|f(z)|2 dv(z) < ∞ ∀f ∈ B2(D).

Система мономов {e1(k, ·)}
∞
k=0 образует ортогональный базис в пространстве B2(D) (см., на-

пример, [9, с. 17]). При этом справедливо равенство Парсеваля

(f, g)B2(D) =
∞∑

k=0

fk · gk
k + 1

∀f, g ∈ B2(D);

fk
def
= (f, e1(k, ·))B2(D), gk

def
= (g, e1(k, ·))B2(D). (2.7)

Система мономов {e1(k, ·)}
∞
k=0, очевидно, полна в пространстве B2(D). Каждому линейному

непрерывному функционалу на B2(D), порожденному функцией f ∈ B2(D), поставим в соот-
ветствие последовательность

f̌k
def
= (e1(k, ·), f)B2(D) = fk, k = 0, 1, . . . , ∀f ∈ B2(D). (2.8)

Введем пространство последовательностей

B̌2(D)
def
=

{
{f̌k}

∞
k=0 : f ∈ B2(D)

}
,

(
{f̌k}

∞
k=0, {ǧk}

∞
k=0

)
B̌2(D)

def
= (g, f)B2(D)

∀ {f̌k}
∞
k=0, {ǧk}

∞
k=0 ∈ B̌2(D).

Из равенств (2.7), (2.8) вытекает соотношение
(
{ǧk}

∞
k=0, {f̌k}

∞
k=0

)
B̌2(D)

= (f, g)B2(D)

=

∞∑

k=0

fk · gk
k + 1

=

∞∑

k=0

ǧk · f̌k
k + 1

∀{ǧk}
∞
k=0, {f̌k}

∞
k=0 ∈ B̌2(D). (2.9)

Равенство (2.9) показывает, что пространства B̌2(D) и l2w совпадают (поскольку нормы про-
странств B̌2(D) и l2w совпадают). Согласно теоремам 1, 2 из работы [10] семейство последова-
тельностей {e(·, z)}z∈D — ортоподобная система в l2w с мерой (1/π) · dv(z); любую последова-
тельность x = {xk}k≥0 ∈ l2w можно представить в виде

xk =
1

π

∫

D

(x, e1(·, z))l2we1(k, z) dv(z), k = 0, 1, 2, . . . ,

где dv(z) — мера Лебега.
Пусть a — некоторое произвольное фиксированное комплексное число, отличное от нуля.

Определим систему последовательностей из пространства l2w:

{e2(·, z)}z∈D : e2(·, z)
def
= a · e1(·, z) ∀z ∈ D.

Система последовательностей {e2(·, z)}z∈D будет также ортоподобной системой разложения в
пространстве l2w. Из определения {e2(·, z)}z∈D нетрудно видеть, что любая последовательность
x = {xk}k≥0 ∈ l2w может быть представлена в виде

xk =

∫

D

(x, e2(·, z))l2we2(k, z)
1

|a|2
dv(z), k = 0, 1, 2, . . . .
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В отличие от системы {e1(·, z)}z∈D (которая является ортоподобной системой разложения с
мерой 1/(π) · dv(z)), система {e2(·, z)}z∈D будет ортоподобной системой разложения с мерой
1/(π|a|2) · dv(z) в пространстве l2w. Обозначим

x̃(z)
def
= (e1(·, z),x)l2w ∀z ∈ D, l̃2w = {x̃, x ∈ l2w};

(x̃1, x̃2)l̃2w
def
= (x2,x1)l2w , ‖x̃1‖l̃2w

= ‖x1‖l2w ∀x̃1, x̃2 ∈ l̃2w;

x̂(z)
def
= (e2(·, z),x)l2w ∀z ∈ D, l̂2w = {x̂, x ∈ l2w};

(x̂1, x̂2)l̂2w
def
= (x2,x1)l2w , ‖x̂1‖l̂2w

= ‖x1‖l2w ∀x̂1, x̂2 ∈ l̂2w.

Заметим, что здесь x1,x2 — последовательности из l2w, а x̃1, x̃2, x̂1, x̂2 — это функции, заданные
в единичном круге. По теореме 1 из статьи [10] пространство l̃2w совпадает с пространством
B2(D). Далее, пространство l̂2w состоит из тех же функций, что и пространство l̃2w = B2(D).
Нетрудно видеть, что, поскольку e2(·, z) = a · e1(·, z)∀z ∈ D, выполняется равенство x̂(z) ≡
a · x̃(z), z ∈ D ∀x ∈ l2w. Из определения пространств l̃w и l̂w вытекает

(a · x̃1, a · x̃2)l̂2w
= (x̂1, x̂2)l̂2w

= (x2,x1)l2w = (x̃1, x̃2)l̃2w

=
1

π

∫

D

x̃1(z) · x̃2(z) dv(z) ∀x̃1, x̃2 ∈ l̂2w.

Значит,

‖h‖2
l̂2w

=
1

π|a|2

∫

D

|h(z)|2 dv(z) =
1

|a|2
‖h‖2

l̃2w
∀h ∈ l̂2w.

Таким образом, пространства l̂2w и l̃2w состоят из одних и тех же функций пространства B2(D),
но нормы этих пространств разные. Поэтому l̂2w и l̃2w — разные пространства.

Однако системы функций {ej(·, z), }z∈D, j = 1, 2, согласованы с некоторым линейным
непрерывным взаимно однозначным унитарным оператором T : H → H. Действительно,

(
e1(·, z1), e2(·, z2)

)
l2w

=
(
e1(·, z1), a · e1(·, z2)

)
l2w

=
(
a · e1(·, z2), e1(·, z1)

)
l2w

=
(
e1(·, z2), a · e1(·, z1)

)
l2w

=
(
e1(·, z2),

a

a
· a · e1(·, z1)

)
l2w

=
(
e1(·, z2),

a

a
· e2(·, z1)

)
l2w

=
(
e1(·, z2),T e2(·, z1)

)
l2w

∀z1, z2 ∈ D.

где в качестве оператора T мы взяли оператор умножения последовательности из l2w на ком-
плексное число, по модулю, равное 1: a/a = e−i2arg(a). Конечно, T — унитарный оператор,
действующий из l2w на l2w. Здесь интересно следующее: если взять в качестве числа a веще-
ственное число, то оператор T — тождественный оператор. Следовательно, условие совпадения
мер существенно в формулировке утверждения 3.

Итак, мы привели пример, когда системы функций {ej(·, z)}z∈D , j = 1, 2, согласованы с
линейным непрерывным взаимно однозначным оператором T ; оператор T — есть унитарный
оператор, но условие равенства мер не выполнено, и поэтому пространства l̃2w и l̂2w только
эквивалентны (но не совпадают, как должно бы быть по утверждению 3). Кстати, если a —
комплексное число, по модулю равное 1, то все условия утверждения 3 выполняются (меры,
соответствующие ортоподобным системам {e1(·, z)}z∈D , {e2(·, z)}z∈D совпадают). Оператор T
в данном случае есть оператор умножения на число e−i2arg(a) = 1/a2, и пространства l̂2w и l̃2w
совпадают.
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