
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 28 № 3 2022

УДК 517.977
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В конечномерном евклидовом пространстве рассматривается задача преследования группой преследо-

вателей одного убегающего, описываемая системой

D(αi)zi = Aizi +Biui − Civ, ui ∈ Ui, v ∈ V,

где D(α)f — производная по Капуто порядка α функции f. Множество допустимых управлений игроков —

выпуклые компакты. Терминальное множество состоит из цилиндрических множеств Mi вида

Mi = M1
i +M2

i ,

где M1
i

— линейное подпространство фазового пространства, M2
i

— выпуклый компакт из ортогональ-

ного дополнения к M1
i
. Предложены два подхода к решению задачи, обеспечивающие окончание игры

за определенное гарантированное время в классе квазистратегий. При первом подходе преследователи

строят свои управления так, чтобы терминальные множества “покрывали” область неопределенности убе-

гающего. При втором подходе преследователи строят свои управления, используя разрешающие функции.

Теоретические результаты иллюстрируются на модельных примерах.
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A. I.Machtakova, N.N. Petrov. On a linear group pursuit problem with fractional derivatives.

A problem of pursuit of one evader by a group of pursuers is considered in a finite-dimensional Euclidean

space. The dynamics is described by the system

D(αi)zi = Aizi +Biui − Civ, ui ∈ Ui, v ∈ V,

where D(α)f is the Caputo derivative of order α of a function f . The sets of admissible controls of the players

are convex and compact. The terminal set consists of cylindrical sets Mi of the form Mi = M1
i
+M2

i
, where M1

i

is a linear subspace of the phase space and M2
i

is a convex compact set from the orthogonal complement of M1
i
.

We propose two approaches to solving the problem, which ensure the termination of the game in a certain

guaranteed time in the class of quasi-strategies. In the first approach, the pursuers construct their controls so

that the terminal sets “cover” the evader’s uncertainty region. In the second approach, the pursuers construct

their controls using resolving functions. The theoretical results are illustrated by model examples.
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Введение

В работах Р. Айзекса [1] были заложены основы теории дифференциальных игр преследова-
ния-убегания двух лиц, которая к настоящему времени представляет собой фундаменталь-
ную содержательную теорию [2;3]. Естественным обобщением теории преследования-убегания
двух лиц являются задачи конфликтного взаимодействия группы преследователей и одного
или нескольких убегающих [4–6]. Следует отметить, что методы решения задач группового
преследования создавались заново; при этом не использовалась теория дифференциальных
игр двух лиц. К числу ключевых направлений современного развития теории группового

1Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 21-71-10070).
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преследования-уклонения относится поиск новых задач, для решения которых можно при-
менить ранее разработанные подходы.

В статьях [7;8] изучались дифференциальные игры двух лиц, описываемые уравнениями с
дробными производными. Задачи группового преследования-уклонения с дробными производ-
ными при условии, что все участники обладают равными возможностями, рассматривались в
[9; 10].

В данной работе исследуется задача о поимке убегающего группой преследователей в ли-
нейной дифференциальной игре с дробными производными без предположения о равенстве
всех возможностей у участников конфликта. Предложены два подхода к решению этой за-
дачи. При первом подходе преследователи строят свои управления так, чтобы терминальные
множества “покрывали” область неопределенности убегающего. При втором подходе пресле-
дователи строят свои управления, используя разрешающие функции.

1. Постановка задачи

О п р е д е л е н и е 1. Пусть q — натуральное число, f : [0,∞) → R
k — функция, такая,

что функция f (q) абсолютно непрерывна на [0,∞), α ∈ (q − 1, q). Производной по Капуто
порядка α функции f называется функция D(α)f вида

(

D(α)f
)

(t) =
1

Γ(q − α)

t
∫

0

f (q)(s)

(t− s)α+1−q
ds, где Γ(β) =

∞
∫

0

e−ssβ−1 ds.

Рассматривается конфликтно-управляемый процесс (дифференциальная игра G(n + 1)) с
участием n преследователей P1, . . . ,Pn и одного убегающего E, описываемый системой

D(αi)zi = Aizi +Biui − Civ, ui ∈ Ui, v ∈ V. (1.1)

Здесь i ∈ I = {1, . . . , n}; zi ∈ R
ki ; αi ∈ (pi − 1, pi); pi — натуральные числа; Ai — квадратные

матрицы порядка ki×ki; Bi, Ci — прямоугольные матрицы порядка ki×qi, ki×q соответственно;
Ui ⊂ R

qi , V ⊂ R
q — выпуклые компакты.

При t = 0 заданы начальные условия

z
(l)
i = z0il, l = 0, . . . , pi − 1, i ∈ I. (1.2)

Терминальные множества Mi, i ∈ I, имеют вид Mi = M1
i + M2

i , где M1
i — линейное под-

пространство R
ki , M2

i — выпуклый компакт из L1
i — ортогонального дополнения к M1

i в R
ki .

Считаем, что z0i0 /∈ Mi для всех i ∈ I.
Пусть v : [0,+∞) → V — измеримая функция. Предысторией vt(·) в момент t функции v

будем называть сужение функции v на [0, t]. Измеримая функция v : [0,+∞) → V называется
допустимой, если v(t) ∈ V для всех t ∈ [0,+∞).

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что задана квазистратегия Ui преследователя Pi,
если определено отображение Ui(t, z

0, vt(·)), ставящее в соответствие начальным данным z0 =
(z0il, i ∈ I, l = 0, . . . , pi − 1), моменту t и произвольной предыстории управления vt(·) убегаю-
щего E измеримую функцию ui(t) = Ui(t, z

0, vt(·)) со значениями в Ui.

О п р е д е л е н и е 3. В игре G(n+1) происходит поимка, если существует момент T0 =
T (z0), квазистратегии U1, . . . ,Un преследователей P1, . . . ,Pn такие, что для любой допустимой
функции v(·), v(t) ∈ V , t ∈ [0, T0] найдутся номер j ∈ I и момент τ ∈ [0, T0], для которых
zj(τ) ∈ Mj.

О п р е д е л е н и е 4. Разностью по Минковскому множеств A и B называется множе-
ство

A
∗
B = {c

∣

∣ c+B ⊂ A}.
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Введем следующие обозначения:

πi : R
ki → L1

i — оператор ортогонального проектирования;

νi — размерность L1
i ;

Eρ(B,µ) =

∞
∑

l=0

Bl

Γ(lρ−1 + µ)

— обобщенная функция Миттаг-Леффлера, ρ > 0, µ ∈ R
1;

ξi(t) =

pi−1
∑

l=0

tlE1/αi

(

Ait
αi , l + 1

)

z0il, Fi(t, τ) = (t− τ)αi−1E1/αi

(

Ai(t− τ)αi , αi

)

,

∆ = {(t, τ)
∣

∣ t > 0, τ ∈ [0, t]}.

2. Достаточные условия поимки

Предположение 1. Существуют матричные функции Di(t, τ), (t, τ) ∈ ∆, порядка ki×ki
измеримые по (t, τ) такие, что для всех (t, τ) ∈ ∆ непусты множества

Wi(t, τ) = πiFi(t, τ)BiUi
∗
πiDi(t, τ)Fi(t, τ)CiV.

Введем многозначные отображения

W ∗
i (t, τ, v) = πiFi(t, τ)BiUi − πiDi(t, τ)Fi(t, τ)Civ,

M2
i (t) = M2

i

∗
t

∫

0

πi
(

Di(t, s)− E
)

Fi(t, s)CiV ds,

где E — единичная матрица.

Предположение 2. Для всех i ∈ I, t > 0 имеет место

M2
i (t) 6= ∅.

Возьмем измеримый селектор γi(t, τ) ∈ Wi(t, τ). Определим далее

ηi(t) = πiξi(t) +

t
∫

0

γi(t, τ) dτ.

Теорема 1. Пусть выполнены предположения 1, 2 и существуют номер l ∈ I и момент

T > 0, для которых существует γl(T, τ) ∈ W (T, τ), что ηl(T ) ∈ M2
l (T ). Тогда в игре G(n+1)

происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим многозначные отображения

U2
l (τ, v) =

{

ul ∈ Ul : πlFl(T, τ)Blul − πlDl(T, τ)Fl(T, τ)Clv − γl(T, τ) = 0
}

.

Из предположения 1 следует, что U2
l (τ, v) 6= ∅ для всех τ ∈ [0, T ], v ∈ V. В силу теоремы

измеримого выбора [11] в Ul(τ, v) существует хотя бы один измеримый селектор ul(τ, v). Задаем
управление преследователя Pl, полагая

ul(t) = u2l (t, v(t)), t ∈ [0, T ].
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Управления остальных преследователей задаем произвольным образом. Получаем

πlzl(T ) = πlξl(T ) +

T
∫

0

(

πlFl(T, s)Blul(s)− πlFl(T, s)Clv(s)
)

ds

= ηl(T ) +

T
∫

0

(

πlFl(T, s)Blul(s)− πlDl(T, s)Fl(T, s)Clv(s)− γl(T, s)
)

ds

+

T
∫

0

(

πlDl(T, s)Fl(T, s)Clv(s)− πlFl(T, s)Clvl(s)
)

ds

= ηl(T ) +

T
∫

0

(

πlDl(T, s)Fl(T, s)Clv(s)− πlFl(T, s)Clvl(s)
)

ds

⊂ M2
l (T ) +

T
∫

0

(

πlDl(T, s)Fl(T, s)Clv(s)− πlFl(T, s)Clvl(s)
)

ds = M2
l .

Теорема доказана.

В дальнейшем будем считать, что ηi(t) /∈ M2
i (t) для всех i ∈ I, t > 0.

Рассмотрим далее произвольную диагональную матрицу Li порядка νi × νi вида

Li =









λi1 0 . . . 0
0 λi2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λiνi









= diag(λi1, λi2, . . . , λiνi).

Будем отождествлять матрицу Li с вектором (λi1, . . . , λiνi). Неравенство Li > 0 будем пони-
мать покоординатно. Введем многозначные отображения

Mi(t, τ, v) =
{

Li : Li > 0, (W ∗
i (t, τ, v) − γi(t, τ)) ∩ Li

(

M2
i (t)− ηi(t)

)

6= ∅
}

.

В силу предположений о параметрах игры отображения Mi(t, τ, v) являются замкнутознач-
ными и 0 ∈ Mi(t, τ, v) для всех i ∈ I. Пусть далее Js = (1, . . . , νs). Определим скалярные
функции

λ0
i (t, τ, v) = sup

Li∈Mi(t,τ,v)
min
j∈Ji

λij(t, τ, v). (2.1)

В предположении, что в (2.1) точная верхняя грань достигается, определим множества

M∗
i (t, τ, v) =

{

Li(t, τ, v) ∈ Mi(t, τ, v) : λ
0
i (t, τ, v) = min

j∈Ji
λij(t, τ, v)

}

.

Из [11] следует, что при сделанных предположениях множества Mi(t, τ, v), M∗
i (t, τ, v) являют-

ся измеримыми по (τ, v). Селекторы отображения M∗
i (t, τ, v) будем называть экстремальными.

Среди них по теореме измеримого выбора [11] найдется хотя бы один селектор, измеримый
по (τ, v) при любом t > t0. Возьмем произвольный измеримый по (τ, v) экстремальный селек-
тор Li, зафиксируем его и обозначим L∗

i (t, τ, v) = diag(λ∗
i1(t, τ, v), . . . , λ

∗
iνi
(t, τ, v)). Определим

функции
λ∗
i (t, τ, v) = min

j∈Ji
λ∗
ij(t, τ, v)

и момент времени

T = min

{

t > 0
∣

∣ inf
v(·)

max
i∈I

t
∫

0

λ∗
i (t, τ, v(τ)) dτ > 1

}

.
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Если неравенство в скобках не имеет места для конечного t > 0, то полагаем T = +∞. Если
λi(t, τ, v) = +∞ при некоторых (t, τ) ∈ ∆, i ∈ I, v ∈ V, то будем считать, что

t
∫

0

λ∗
i (t, τ, v(τ)) dτ = +∞.

Предположение 3. T < +∞.

Рассмотрим далее множества Tij(v(·)) (i ∈ I, j ∈ Ji):

Tij(v(·)) =
{

t > 0:

t
∫

0

λ∗
ij(t, τ, v(τ))dτ > 1

}

и моменты времени

tij(v(·)) =
{

inf{t : t ∈ Tij(v(·))}, если Tij(v(·)) 6= ∅,

+∞, если Tij(v(·)) = ∅.

Предположение 4. 1. Для любых τ ∈ [0, T ], v ∈ V, l ∈ I, J0
l ⊂ Jl селекторы Bl(T, τ, v) =

diag
(

βl1(T, τ, v), . . . , βlνl(T, τ, v)
)

, где

βlj(T, τ, v) =

{

λ∗
lj(T, τ, v), j ∈ J0

l ,

0, j /∈ J0
l ,

удовлетворяют условию Bl(T, τ, v) ∈ Ml(T, τ, v).

2. Для любого l ∈ I, любой допустимой функции v(·) выполнено следующее условие:
если

T
∫

0

Bl(T, τ, v(τ))dτ = E,

то
T
∫

0

Bl(T, τ, v(τ))M
2
l (T )dτ ⊂ M2

l (T ).

Теорема 2. Пусть выполнены предположения 1–4. Тогда в игре G(n + 1) происходит

поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v : [0, T ] → V — произвольное допустимое управление
убегающего. Введем функции B∗

i (T, τ, v) =
(

β∗
i1(T, τ, v), . . . , β

∗
iνi
(T, τ, v)

)

, где

β∗
ij(T, τ, v) =

{

λ∗
ij(T, τ, v), если τ ∈ [t0, t

∗
ij(v(·))),

0, если τ ∈ (t∗ij(v(·)), T ];

B∗
i (t, τ, v) — матрица вида

B∗
i (t, τ, v) =









β∗
i1(t, τ, v) 0 . . . 0

0 β∗
i2(t, τ, v) . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . β∗

iνi
(t, τ, v)









.
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Отметим, что B∗
i (T, t, v) является измеримым селектором Mi(T, t, v). Рассмотрим многознач-

ные отображения

Ui(T, τ, v) =
{

ui ∈ Ui :
(

W ∗
i (T, τ, v) − γi(T, v)

)

∩B∗
i (T, τ, v)(M

2
i (T )− ηi(T )) 6= ∅

}

.

Ui(T, τ, v) 6= ∅ для всех i ∈ I, τ ∈ [t0, T ], v ∈ V и, следовательно, по теореме измеримого выбо-
ра [11] у Ui(T, τ, v) существует хотя бы один измеримый селектор u∗i (T, τ, v). Задаем управления
преследователей Pi, i ∈ I, полагая ui(τ) = u∗i (T, τ, v(τ)), i ∈ I. Покажем, что данные управ-
ления преследователей гарантируют поимку убегающего. Решение задачи Коши (1.1), (1.2)
имеет вид (см. [12])

πizi(t) = πiξi(t) +

t
∫

t0

πiFi(t, s)(Biui(s)− Civ(s))ds.

Поэтому

πizi(t) = ηi(T ) +

T
∫

0

(

πiFi(T, s)Biui(s)− πiDi(T, s)Fi(T, s)Civ(s)− γi(T, s)
)

ds

+

T
∫

0

(

πiDi(T, s)Fi(T, s)Civ(s)− πiFi(T, s)Civ(s)
)

ds

∈ ηi(T ) +

T
∫

0

B∗
i (T, s, v(s))

(

M2
i (T )− ηi(T )

)

ds+

T
∫

0

B∗
i (T, s, v(s))M

2
i (T ) ds

+

T
∫

0

(

πiDi(T, s)Fi(T, s)Civ(s)− πiFi(T, s)Civ(s)
)

ds.

Из определения селекторов B∗
l и условий теоремы вытекает, что существует номер l ∈ I, для

которого
T
∫

0

B∗
l (T, s, v(s)) ds = E.

Следовательно,
T
∫

0

B∗
l (T, s, v(s))M

2
l (T ) ⊂ M2

l (T )

и, значит,

πlzl(T ) ∈ M2
l (T ) +

T
∫

0

(

πlDl(T, s)Fl(T, s)Clv(s)− πlFl(T, s)Clv(s)
)

ds ⊂ M2
l ,

что и требовалось доказать.
Теорема доказана.

Приведем теперь условия на параметры игры, при которых поимка гарантирована при
использовании скалярных разрешающих функций.

Определим функции

λi(t, τ, v, γi(·)) = sup
{

λ > 0
∣

∣ W ∗
i (t, τ, v) − γi(t, τ) ∩ λ(M2

i (t)− ηi(t)) 6= ∅
}
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и момент времени

T = min

{

t > 0
∣

∣

∣
inf
v(·)

max
i∈I

t
∫

0

λi(t, τ, v(τ), γi(·)) dτ > 1

}

.

Если неравенство в скобках не имеет места для конечного t > 0, то полагаем T = +∞. Если
λi(t, τ, v, γi(·)) = +∞ при некоторых (t, τ) ∈ ∆, i ∈ I, v ∈ V, то будем считать, что

t
∫

0

λi(t, τ, v(τ), γi(·)) dτ = +∞.

Теорема 3. Пусть существуют γi(t, τ), i ∈ I, (t, τ) ∈ ∆, для которых выполнены пред-

положения 1, 2 и T < +∞. Тогда в игре G(n+ 1) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о данной теоремы проводится аналогично доказательству теоре-
мы 2. �

Приведем еще один подход к решению задачи преследования.

Теорема 4. Пусть выполнены предположение 1 и следующие условия.

1. Для всех i ∈ I размерность подпространств L1
i одна и та же.

2. Существуют момент T > 0 и векторы γi ∈ L1
i , i ∈ I, такие, что

2a) −πiξi(T ) ∈ γi +

∫ T

0
Wi(T, s)d s,

2b) для всех i ∈ I и любой допустимой функции v(·) векторы

T
∫

0

πi
(

Di(T, s)− E
)

Fi(T, s)Civ(s)d s

не зависят от i и справедливо включение

T
∫

0

π
(

Di(T, s)− E)Fi(T, s)CiV d s ⊂
⋃

i∈I

(

γi +M2
i

)

.

Тогда в игре G(n + 1) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о данной теоремы проводится аналогично доказательству теоре-
мы 1.1 из [4, с. 133]. �

З а м е ч а н и е. Если в системе (1.1) взять все αi равными единице, то предположения 1, 2
данной работы совпадут с предположением 2.1 из [4, с. 110]. Кроме того, условия теоремы 4
данной работы совпадут с соответствующими условиями теоремы 1.1 с учетом замечания 1.1
из [4, с. 133]. Поэтому теорема 2.1 [4, с. 110] является следствием теорем 1, 2, а теорема 1.1
из [4, с. 133] — следствием теоремы 4 данной работы.

3. Примеры

П р и м е р 1. Рассмотрим игру G(2), в которой система (1.1) имеет вид

D(α)z = u− v, u ∈ U, v ∈ V, z(0) = z0,
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где z, u, v ∈ R
2, α ∈ (0, 1), z0 = (1, 2), M = {0}, V = {(0, 0), (0.5, 0.5)},

U = {(0, u), u ∈ [−1, 1]} ∪ {(u, 0), u ∈ [−1, 1]} ∪ {(u, u), u ∈ [−1, 1]}.

Тогда ξ(t) = z0, F (t, τ) = (t− τ)α−1/Γ(α). Возьмем D(t, s) = E для всех (t, s). Будем иметь

F (t, τ)U
∗
F (t, τ)V = F (t, τ)(U

∗
V ) 6= ∅,

U
∗
V =

{

(−0.5, 0), (0,−0.5), (v, v), v ∈ [−1, 0.5]
}

.

В качестве γ(t, τ) возьмем γ(t, τ) = (0, 0) для всех (t, τ). Поэтому

M(t, τ, (0, 0)) = {L > 0 : −Lz0 ∈ W ∗(t, τ, (0, 0)) = F (t, τ)U}

=
{

(F (t, τ)

2
, 0
)

,
(

0,
F (t, τ)

4

)

,
(

−F (t, τ)v,−F (t, τ)v

2

)

, v ∈ [−1, 0]
}

,

M(t, τ, (0.5, 0.5)) =
{

L > 0 : −Lz0 ∈ W ∗(t, τ, (0.5, 0.5)) = F (t, τ)U − 1

2
(F (t, τ), F (t, τ))

}

=
{

(

F (t, τ),
F (t, τ)

4

)

,
(F (t, τ)

2
,
F (t, τ)

2

)

,
(

F (t, τ)(0.5 − v),
F (t, τ)(0, 5 − v)

2

)

, v ∈ [−1, 0.5]
}

.

Отсюда и из определения λ∗(t, τ, v) имеем

λ∗(t, τ, (0, 0)) = 0.5F (t, τ), λ∗(t, τ, (0.5, 0.5)) = 0.75F (t, τ).

Следовательно, момент T из предположения 3 равен T =
(

2αΓ(α)
)1/α

. Таким образом, в
данной игре G(2) происходит поимка. Отметим, что использование скалярных разрешающих
функций не позволяет получить данный результат.

П р и м е р 2. В пространстве R
k(k > 2) рассматривается дифференциальная иг-

ра G(n+ 1), описываемая системой вида

z
(αi)
i = ui − v, ‖ui‖ 6 1, ‖v‖ 6 1.

Здесь i ∈ {1, . . . , n}, zi, ui, v ∈ R
k, αi ∈ (q − 1, q), q — натуральное число. При t = 0 заданы

начальные условия z
(l)
i (0) = z0il, l = 0, . . . , q − 1. Терминальные множества Mi имеют вид

Mi = {0}. Тогда

ξi(t) = z0i0 + tz0i1 +
t2

2
z0i2 + . . .+

tq−1

(q − 1)!
z0iq−1, Fi(t, s) =

(t− s)αi−1

Γ(αi)
.

Отметим, что если ξl(T ) = 0 при некоторых l ∈ I, T > 0, то преследователь Pl осуществляет
поимку E, полагая ul(t) = v(t). Считаем далее, что ξi(t) 6= 0 для всех i ∈ I, t > 0.

В качестве матриц Di(t, s) возьмем единичные матрицы. Тогда предположения 1, 2 вы-
полнены, причем Wi(t, τ) = {0}, M2

i (t) = {0} для всех (t, τ) ∈ ∆, i ∈ I. Взяв γi(t, τ) = 0,
получаем

λi(t, τ, v, γi(·)) = Fi(t, τ)λi(v, ξi(t)), где λi(v, ai) =
(v, ai) +

√

(v, ai)2 + ‖ai‖2(1− ‖v‖2)
‖ai‖2

.

Обозначим z0i = z0iq−1/(q − 1)!, ξ0i (t) = ξi(t)/t
q−1, intA, coA соответственно внутренность и

выпуклая оболочка множества A.

Утверждение 1. Если 0 ∈ int co {z0i , i ∈ I}, то в рассматриваемой в примере 2 игре

G(n + 1) происходит поимка.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия утверждения следует (см. [13]), что существует δ > 0
такое, что для всех v, ‖v‖ 6 1, выполняется неравенство

max
i∈I

λ0
i (v, z

0
i ) > δ.

Поэтому существует момент T ∗ > 0 такой, что для всех t > T ∗ верно неравенство

min
‖v‖61

max
i

λ0
i (v, ξ

0
i (t)) >

δ

2
.

Далее имеем

max
i∈I

t
∫

0

λi(t, τ, v(τ), γi(·)) dτ >
1

n

t
∫

0

∑

i∈I

λi(t, τ, v(τ), γi(·)) dτ >
1

n

t
∫

0

max
i∈I

λi(t, τ, v(τ), γi(·)) dτ.

Обозначим Γ(α̂) = max
i∈I

Γ(αi), α0 = min
i∈I

αi,

f(t, τ) =

{

(t− τ)α0−1, если t− τ > 1,

0, если t− τ < 1.

Пусть далее t > max{1, T ∗ + 1}. Тогда

t
∫

0

max
i∈I

λi(t, τ, v(τ), γi(·)) dτ >
1

tq−1Γ(α̂)

t
∫

T ∗

min
i∈I

Fi(t, τ)max
i∈I

λ0
i (v(τ), ξ

0
i (t)) dτ

>
δ

2tq−1Γ(α̂)

t−1
∫

T ∗

f(t, τ) dτ =
δ

2tq−1α0Γ(α̂)
((t− T ∗)α0 − 1).

Следовательно, найдется T такое, что inf
v(·)

max
i∈I

∫ T

0
λi(T, τ, v(τ), γi(·)) dτ > 1. По теореме 3 в иг-

ре G(n+ 1) происходит поимка. �

П р и м е р 3. В пространстве R
2k(k > 2) рассматривается дифференциальная иг-

ра G(n+ 1), описываемая системой

{

z
(α)
i1 = zi2 − v, ‖ui‖ 6 ρ, ‖v‖ 6 σ, α ∈ (0, 1),

z
(α)
i2 = ui, zi1(0) = z0i1, zi2(0) = z0i2.

Здесь zi1, zi2 ∈ R
k. Терминальные множества Mi имеют вид

Mi =
{

(zi1, zi2)
∣

∣ ‖zi1‖ 6 li
}

, li > 0.

Тогда

M1
i =

{

(0, zi2)
∣

∣ zi2 ∈ R
k
}

, L1
i =

{

(zi1, 0)
∣

∣ zi1 ∈ R
k
}

, M2
i =

{

(zi1, 0)
∣

∣ ‖zi1‖ 6 li
}

,

ξi(t) = z0i1 +
tα

Γ(1 + α)
z0i2,

Fi(t, s) = F (t, s) =









(t− s)α−1

Γ(α)
E,

(t− s)2α−1

Γ(2α)
E

0,
(t− s)α−1

Γ(α)
E









.
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Обозначим

µ =
(Γ(2α)σ

Γ(α)ρ

)1/α
, DR(a) = {z ∈ R

k
∣

∣ ‖z − a‖ 6 R}.

Выберем матрицы Di(t, s) в виде

Di(t, s) =

(

di(t, s)E, 0
0, 0

)

,

где di(t, s) определяются следующим образом.
Если t 6 µ, то di(t, s) = (t− s)α/µα для всех s ∈ [0, t]. Если t > µ, то

di(t, s) =







1, если s ∈ [0, t− µ],
(t− s)α

µα
, если s ∈ (t− µ, t].

Получим, что для всех (t, s) ∈ ∆

πiFi(t, s)BiUi =
(t− s)2α−1

Γ(2α)
Dρ(0).

Если t 6 µ, то для всех s ∈ [0, t]

πiDi(t, s)Fi(t, s)CiV =
(t− s)2α−1

Γ(2α)
Dρ(0).

Если t > µ, то

πiDi(t, s)Fi(t, s)CiV =















(t− s)2α−1

Γ(2α)
Dρ(0), s ∈ [t− µ, t],

(t− s)α−1

Γ(α)
Dσ(0), s ∈ [0, t− µ).

Поэтому Wi(t, τ) = {0} для всех τ ∈ [0, t], если t 6 µ. Если t > µ, то

Wi(t, τ) =

{

{0}, τ ∈ [t− µ, t],

DRi(t,τ)(0), τ ∈ [0, t − µ),

где

Ri(t, τ) =
(t− τ)2α−1

Γ(2α)
ρ− (t− τ)α−1

Γ(α)
σ.

Следовательно, если t > µ, то
t

∫

0

Wi(t, τ) dτ = DR0
i
(t)(0),

где

R0
i (t) =

t2α

Γ(2α + 1)
ρ− tα

Γ(α+ 1)
σ − µ2α

Γ(2α+ 1)
ρ+

µα

Γ(α+ 1)
σ .

Поэтому условие 2a) теоремы 4 будет выполнено для любых γi при достаточно больших T.
Далее имеем (T > µ)

T
∫

0

πi
(

Di(T, s)− E
)

Fi(T, s)CiV ds =

T
∫

T−µ

πi
(

Di(T, s)− E
)

Fi(T, s)CiV ds = Dr(0),

где r = σ2Γ(2α)/2αρΓ2(α).
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Утверждение 2. Пусть существуют γi ∈ Li такие, что

Dr(0) ⊂
⋃

i∈I

(γi +Dli(0)) =
⋃

i∈I

Dli(γi).

Тогда в рассматриваемой в примере 3 игре G(n + 1) происходит поимка.

Действительно, в этом случае выполнено условие 2b) теоремы 4. �

Пусть в рассматриваемом примере k = 2, n = 4 и для всех i параметры имеют вид α =
0, 5, σ = ρ = π. Тогда r = 1. Если, например, li, γi таковы, что

li =

√
2

2
, γ1 =

(

√
2

2
,

√
2

2

)

, γ2 =
(

−
√
2

2
,

√
2

2

)

, γ3 =
(

√
2

2
,−

√
2

2

)

, γ4 =
(

−
√
2

2
,−

√
2

2

)

,

то условие 2b) теоремы 4 будет выполнено и поэтому в такой игре G(5) происходит поимка.

П р и м е р 4. В пространстве R
3k(k > 2) рассматривается дифференциальная иг-

ра G(n+ 1), описываемая системой











z
(α)
i1 = zi2 − v, ‖ui‖ 6 ρ, ‖v‖ 6 σ, α ∈ (0, 1),

z
(α)
i2 = zi3, zi1(0) = z0i1, zi2(0) = z0i2, zi3(0) = z0i1,

z
(α)
i3 = ui.

Здесь zi1, zi2, zi3 ∈ R
k. Терминальные множества Mi имеют вид Mi =

{

(zi1, zi2, zi3)
∣

∣ ‖zi1‖ 6

li
}

, li > 0. Тогда

ξi(t) = z0i1 +
tα

Γ(1 + α)
z0i2 +

t2α+1

Γ(2α)
z0i3,

Fi(t, s) =

















(t− s)α−1

Γ(α)
E

(t− s)2α−1

Γ(2α)
E

(t− s)3α−1

Γ(3α)
E

0
(t− s)α−1

Γ(α)
E

(t− s)2α−1

Γ(2α)
E

0 0
(t− s)α−1

Γ(α)
E

















, Di(t, s) =





di(t, s)E 0 0
0 0 0
0 0 0



 ,

di(t, s) =























1, если s ∈ [0, t− µ), t > µ,
(t− s)2α

µ2α
, если s ∈ [t− µ, t], t > µ,

(t− s)2α

µ2α
, если s ∈ [0, t], t < µ,

где µ =
(σΓ(3α)

ρΓ(α)

)1/(2α)
. Поэтому

πiFi(t, s)BiUi =
(t− s)3α−1

Γ(3α)
Dρ(0),

πiDi(t, s)Fi(t, s)CiV =































(t− s)3α−1

Γ(3α)
Dρ(0), если s ∈ [t− µ, t], t > µ,

(t− s)α−1

Γ(α)
Dσ(0), если s ∈ [0, t− µ), t > µ,

(t− s)3α−1

Γ(3α)
Dρ(0), если s ∈ [0, t], t < µ,
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Wi(t, s) =







0, s ∈ [t− µ, t], t > µ,
0, s ∈ [0, t], t < µ,
DRi(t,s)(0), s ∈ [0, t− µ), t > µ,

T
∫

0

πi
(

Di(T, s)− E
)

Fi(T, s)CiV ds = Dr(0), если T > µ,

где

Ri(t, s) =
(t− s)3α−1ρ

Γ(3α)
− (t− s)α−1σ

Γ(α)
, r =

2σµα

3Γ(α+ 1)
.

Следовательно, будут выполнены предположение 1 и условия теоремы 4, если найдутся γi ∈ L1
i

такие, что

Dr(0) ⊂
⋃

i∈I

(γi +Dli(0)) =
⋃

i∈I

Dli(γi).
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