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Работа посвящена построению регуляризующих алгоритмов для решения некорректной задачи опре-
деления нормали и положения линий разрыва функции двух переменных. Предполагается, что вне линий
разрыва функция гладкая, а в каждой точке на линии имеет разрыв первого рода. Рассматривается
случай, когда точная функция неизвестна, а вместо нее в каждом узле равномерной сетки с шагом τ
известны средние значения на квадрате со стороной τ от возмущенной функции. Возмущенная функция
приближает точную функцию в пространстве L2(R2), и уровень возмущения δ считается известным. Ра-
нее авторами были исследованы (получены оценки точности) глобальные дискретные регуляризирующие
алгоритмы аппроксимации множества линий разрыва зашумленной функции. Для подавления шума при
построении алгоритмов используется идея усреднения исходных возмущенных данных по обеим перемен-
ным. В настоящей работе конструируются методы, позволяющие находить множество пар (точка сетки
и вектор): точка сетки аппроксимирует линию разрыва точной функции, а соответствующий вектор ап-
проксимирует нормаль к линии разрыва. Эти алгоритмы исследуются для частного случая, когда линии
разрыва являются ломаными. Получены оценки точности аппроксимации линий разрыва и нормалей.
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Введение

Определение границ объектов на изображении часто является неотъемлемой частью зада-
чи обработки изображений. Пусть границы объектов являются линиями, на которых функция
двух переменных (изображение) терпит разрыв первого рода (линии разрыва), а вне линий
разрыва функцию можно считать гладкой. Во многих ситуациях точная функция f неизвест-
на, а вместо нее известна информация о приближенной функции f δ. Рассматривается случай,
когда возмущения таковы, что линии разрыва приближенной функции могут не аппрокси-
мировать линии разрыва точной функции, то есть задача аппроксимации линий разрыва яв-
ляется некорректно поставленной и для ее решения необходимо строить регуляризирующие
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алгоритмы [1; 2]. Иногда кроме аппроксимации (локализации) линий разрыва точной функ-
ции необходимо также аппроксимировать нормаль к линиям разрыва. В частности, в качестве
блока в алгоритме локализации в [3] оценивается нормаль к линии разрыва, и эта оценка да-
лее используется для улучшения качества локализации линий разрыва. Насколько известно
авторам, никаких строгих теоретических исследований алгоритмов аппроксимации нормали
(оценок точности) на сегодняшний день нет. В настоящей работе для частного случая, когда
линии разрыва являются замкнутыми ломаными, построен алгоритм (по схеме работы [3]) и
получены оценки точности аппроксимации нормали. Все результаты могут быть перенесены
на случай криволинейных линий разрыва.

Различные алгоритмы, позволяющие локализовать линии разрыва зашумленной функции
двух переменных, их численную реализацию и ссылки на литературу можно найти, например,
в [4; 5, гл. 10]). В российских и зарубежных научных журналах за последние годы этой темати-
ке посвящено много работ. Например, в [6] строятся фильтры, рассчитанные на локализацию
линий разрыва в условиях импульсных шумов, при этом используются совместно усреднения
с помощью маски и медианные фильтры. Локализация линий разрыва также входит в каче-
стве блока в [7] при сглаживании изображений, сохраняющих структуру. Локальные оценки
точности аппроксимации линий разрыва для алгоритмов усреднения были впервые получе-
ны в [8], обобщающий глобальный теоретический анализ алгоритмов локализации для случая
кусочно-линейных линий разрыва проведен в [9].

В работе изучается модельная ситуация, когда вместо точной функции f известна ин-
формация о функции f δ, ‖f δ − f‖L2

≤ δ, L2 := L2(R2): для равномерной сетки с шагом τ
предполагается, что в каждом узле известны средние значения на квадрате со стороной τ
функции f δ. Уровень возмущения δ считается известным. Для простоты предполагаем, что
линия разрыва Γ является ломаной. По исходным данным алгоритм должен выдать множество
пар (точка сетки и вектор) таких, что точка сетки аппроксимирует точку на линии разрыва,
а соответствующий вектор аппроксимирует нормаль к линии разрыва в этой точке. Сразу
нужно обратить внимание на то, что точка сетки может аппроксимировать вершину лома-
ной, в которой нормаль не определена. Естественно, в этом случае нельзя гарантировать, что
соответствующий вектор, выдаваемый алгоритмом, будет приближать какую-либо нормаль.
Поэтому при исследовании алгоритмов нужно показать, что количество такого рода пар (с
плохой аппроксимацией) мало по сравнению с общим числом пар, выдаваемых алгоритмом.

Локализация линии разрыва проводится так же, как в работе [9]: алгоритм строит мно-
жество точек, аппроксимирующих линию разрыва по зашумленным данным. Затем в каждой
точке аппроксимирующего множества вычисляется вектор, который в большинстве точек при-
ближает нормаль линии разрыва исходной функции. Получены оценка количества точек, в
которых найденный вектор приближает нормаль линии разрыва, и оценка количества точек,
в которых этот вектор может не приближать нормаль. Для получения наилучшего поряд-
ка аппроксимации нормали выбрана связь параметров регуляризации, при которой порядок
точности локализации линий разрыва хуже, чем в [9]. Вместо оценок точности локализации
порядка δ получены оценки порядка δ1/2. Однако такой выбор параметров позволяет получить
наилучшую оценку аппроксимации нормали порядка δ1/2.

В разд. 1 настоящей работы получено вспомогательное утверждение для оценки нормали.
В разд. 2 введены основные понятия, приведена постановка задачи и проведена дискретизация.
В разд. 3 и 4 получены предварительные оценки соответственно для точности локализации и
для оценки нормали. В последнем разделе работы приведен основной алгоритм, сформулиро-
ваны и доказаны теоремы аппроксимации с соответствующими оценками.

1. Подход к аппроксимации нормали

Изложим основную идею аппроксимации нормали к линии разрыва функции f . Пусть
точка (x̂, ŷ) лежит на линии разрыва Γ в точке гладкости этой линии, т. е. точка (x̂, ŷ) при-
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надлежит внутренности одного из отрезков, составляющих Γ. Прямую, на которой лежит этот
отрезок, обозначим L : x(t) = axt + bx, y(t) = ayt + by, ax, bx, ay, by ∈ R. Поскольку использу-
емые в настоящей работе методы локальны, то прежде чем перейти к исследованию работы
методов локализации для функции f , построим алгоритм определения нормали к линии L по
функции fL, аппроксимирующей функцию f в точке (x̂, ŷ) ∈ Γ ∩ L.

Если прямая L не параллельна оси OX, то положим p = f(x̂ − 0, ŷ), q = f(x̂ + 0, ŷ).
Если прямая L не параллельна оси OY , то положим p = f(x̂, ŷ − 0), q = f(x̂, ŷ + 0). Пока
предполагаем, что функция f ограничена и имеет разрыв первого рода в каждой точке на
линии Γ, то есть p, q конечны и p 6= q. Определим функцию fL:

fL(x, y) =

{
p, ax(y − ŷ)− ay(x− x̂) ≥ 0,
q, ax(y − ŷ)− ay(x− x̂) < 0,

(x, y) ∈ R2.

Для (x, y) ∈ R2 введем норму ‖(x, y)‖ =
√

x2 + y2. Через nL обозначим нормаль к пря-
мой L. Рассмотрим усреднение функции fL с помощью функции двух переменных ω(x, y),
предполагая, что все нужные нам интегралы и производные существуют:

F [fL](x, y) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

fL(ξ, η)ω(x − ξ, y − η)dξdη, (x, y) ∈ R2. (1.1)

Введем вектор градиента функции F [fL]

∇F [fL](x, y) =
(∂F [fL](x, y)

∂x
,
∂F [fL](x, y)

∂y

)
.

Сформулируем основную лемму о совпадении направления вектора ∇F [fL] с направлением
нормали к линии L. В дальнейшем будет доказана близость частных производных по x и по
y функций F [fL] и F [f ], а затем и дискретных аналогов, посчитанных с использованием воз-
мущенных данных (см. разд. 4). Это позволит получить оценки близости дискретного аналога
вектора ∇F [f δ] к нормали одного из отрезков линии Γ.

Лемма 1. Пусть функция F [fL](x, y), определенная (1.1), существует и имеет в R2

непрерывные частные производные. Если для точки (x̃, ỹ) ∈ R2 имеем ‖∇F [fL](x̃, ỹ)‖ 6= 0,
тогда ∇F [fL](x̃, ỹ)/‖∇F [fL](x̃, ỹ)‖ = ±nL, то есть нормированный градиент функции F [fL]
в этом случае совпадает с одной из нормалей к прямой L.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Производная по направлению ν = ν(α) = (cosα, sinα) вычисля-
ется по формуле

∂F [fL](x, y)

∂ν(α)
=

∂F [fL](x, y)

∂x
cosα+

∂F [fL](x, y)

∂y
sinα.

Поскольку ‖∇F [fL](x̃, ỹ)‖ 6= 0, то из [11, гл. V, §3, п. 184] следует, что

‖∇F [fL](x̃, ỹ)‖ = max
α

∥∥∥∂F [fL](x̃, ỹ)

∂ν(α)

∥∥∥ > 0.

Обозначим угол, при котором достигается этот максимум, через α∗:

cosα∗ =
∂F [fL](x̃, ỹ)

∂x

/
‖∇F [fL](x̃, ỹ)‖, sinα∗ =

∂F [fL](x̃, ỹ)

∂y

/
‖∇F [fL](x̃, ỹ)‖. (1.2)

Легко видеть, что функция F [fL](x, y) постоянна вдоль любой линии, параллельной пря-
мой L, значит, ее производная вдоль любой линии, параллельной L, равна нулю. Применим это
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соображение к прямой, параллельной прямой L и проходящей через точку (x̃, ỹ). Обозначая
угол, определяющий это направление, через ᾱ, получаем

∂F [fL](x̃, ỹ)

∂ν(ᾱ)
=

∂F [fL](x̃, ỹ)

∂x
cos ᾱ+

∂F [fL](x̃, ỹ)

∂y
sin ᾱ = min

α

∥∥∥∂F [fL](x̃, ỹ)

∂ν(α)

∥∥∥ = 0.

Следовательно, направляющий вектор прямой L может быть вычислен, например, по формуле

cos ᾱ = −∂F [fL](x̃, ỹ)

∂y

/
‖∇F [fL](x̃, ỹ)‖, sin ᾱ =

∂F [fL](x̃, ỹ)

∂x

/
‖∇F [fL](x̃, ỹ)‖.

Очевидно, что направления ν(ᾱ), ν(α∗) перпендикулярны. Следовательно, (1.2) определяет
одну из нормалей к прямой L.

Лемма доказана.

В настоящей работе используется частный случай функции ω. Сформулируем следствие
из леммы 1, отвечающее нашим потребностям. Пусть финитная функция φ(t) (с носителем на
[−1, 1]) имеет непрерывную производную на R. Положим φλ(t) = φ(t/λ), λ > 0, и

Fλ[fL](x, y) =
1

λ

y+λ∫

y−λ

x+λ∫

x−λ

fL(ξ, η)φλ(x− ξ)φλ(y − η)dξdη, (x, y) ∈ R2. (1.3)

Из теоремы в [12, гл. VII, §5, п. 5.4] следует, что функция Fλ[fL](x, y), определенная (1.3),
существует и имеет на R2 непрерывные частные производные, которые могут быть вычислены
по формулам

∂F [fL](x, y)

∂x
=

1

λ

y+λ∫

y−λ

x+λ∫

x−λ

fL(ξ, η)φ
′
λ(x− ξ)φλ(y − η)dξdη,

∂F [fL](x, y)

∂y
=

1

λ

y+λ∫

y−λ

x+λ∫

x−λ

fL(ξ, η)φλ(x− ξ)φ′
λ(y − η)dξdη.

Следствие. Для функции Fλ[fL](x, y), определенной (1.3), заключение леммы 1 справед-

ливо.

2. Постановка задачи, дискретизация вспомогательных функций

Пусть функция f(x, y) двух переменных в квадрате D = {(x, y) : |x| ≤ d, |y| ≤ d}, d > 0,
имеет конечное число l линий разрыва Γk, которые являются отрезками; вне этих отрезков
функция f гладкая (точные условия на функцию f выписаны ниже). Для удобства будем
предполагать, что функция f вне квадрата D равна нулю и не имеет скачка на границе D (это
условие непринципиально и может быть снято).

Предполагаем, что отрезки Γk, k = 1, 2, . . . , l, образуют замкнутый контур, обозначим
Γ = ∪l

1Γk, |Γk| — длина отрезка Γk. Отрезки, имеющие общие концы, назовем смежными.
Пусть отрезки занумерованы так, что Γk,Γk+1 смежные; через ϑk обозначим наименьший по-
ложительный угол между этими отрезками. Введем величину

Θk =

{
(sinϑk)

−1, 0 < ϑk < π/2,
1, π/2 ≤ ϑk < π.

(2.1)

Пусть отрезки Γk, k = 1, 2, . . . , l, заданы параметрически: xk(t) = ax,kt + bx,k, yk(t) = ay,kt +
by,k, 0 ≤ t ≤ |Γk|, ax,k, bx,k, ay,k, by,k ∈ R, k = 1, 2, . . . , l.
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В следующем определении приведены условия гладкости функции f вне множества Γ.

О п р е д е л е н и е 1. Введем линейное множество MV1(R) функций g ∈ L2(R) одной
переменной с конечным числом разрывов первого рода: на любом отрезке таком, что соответ-
ствующий интервал не содержит точек разрыва, функция g непрерывно дифференцируема;
функция g ограничена на R; функция g′ ограничена на R (в точках разрыва функции g доопре-
деляем функцию g′ нулем). Определим линейное множество MV1(R

2), состоящее из функций
двух переменных f(x, y) ∈ L2(R2)1, для которых выполнены следующие условия: для всех y
функция f(·, y) принадлежит множеству MV1(R), для всех x функция f(x, ·) принадлежит
множеству MV1(R).

Заметим, что условия гладкости в настоящей работе несколько более сильные, чем в рабо-
тах [9; 10].

Введем понятие скачка функции f на отрезках разрыва Γk, k = 1, 2, . . . , l.

О п р е д е л е н и е 2. Пусть отрезок Γk не параллелен оси OX. Определим скачок
∆x(x, y) = f(x+ 0, y) − f(x− 0, y) функции f в точках (x, y) ∈ Γk (исключая концы отрезка).
Пусть отрезок Γk не параллелен оси OY . Определим скачок ∆y(x, y) = f(x, y+0)− f(x, y− 0)
функции f в точках (x, y) ∈ Γk (исключая концы отрезка). Если отрезок Γk параллелен оси
OX, то в точках (x, y) ∈ Γk скачок ∆x(x, y) не определен. Если отрезок Γk параллелен оси
OY , то соответственно не определен скачок ∆y(x, y) в точках (x, y) ∈ Γk.

З а м е ч а н и е 1. Легко видеть, что для функции f ∈MV1(R2) определение 2 корректно.
Отметим, что если отрезок Γk не параллелен осям OX и OY , то в точках (x, y) ∈ Γk существуют
скачки ∆x(x, y), ∆y(x, y), причем |∆x(x, y)| = |∆y(x, y)|.

Введем класс функций M, на котором будут проводиться оценки точности работы алго-
ритма локализации линий разрыва.

О п р е д е л е н и е 3. Пусть функция f ∈ MV1(R
2) имеет линию разрыва Γ = ∪l

1Γk, и
скачок функции f на отрезках {Γk}l1 удовлетворяет определению 2. Класс M состоит из таких
функций f, дополнительно удовлетворяющих следующим условиям:

(i) задано положительное число r такое, что для всех (x, y) ∈ D имеем |f(x, y)| ≤ r; для
(x, y) /∈ Γ выполнены неравенства |f ′

x(x, y)| ≤ r, |f ′
y(x, y)| ≤ r; для (x, y) ∈ Γ существуют и

ограничены величины |f ′
x(x± 0, y)| ≤ r, |f ′

y(x, y ± 0)| ≤ r;

(ii) заданы положительные числа L, ∆min : 0 < l ≤ L, min{|∆x(x, y)| : (x, y)∈Γk,Γk∦OX, k =
1, 2, . . . , l} ≥ ∆min, min{|∆y(x, y)| : (x, y) ∈ Γk,Γk ∦ OY, k = 1, 2, . . . , l} ≥ ∆min;

(iii) заданы положительные числа Θ и S : max
1≤k≤l

Θk ≤ Θ, min
1≤k≤l

|Γk| ≥ S.

Таким образом, класс M зависит от параметров r, L,∆min,Θ, S. Для краткости будем опус-
кать эти параметры в обозначении класса. Без ограничения общности можно считать, что
r = 1, что мы и будем делать в дальнейшем.

Введем в квадрате D равномерную сетку T = {(xn, ym)} с шагом τ (условия на τ сформули-
рованы в теореме): xn = −d+nτ, ym = −d+mτ, где n = 0, 1, . . . ,M, m = 0, 1, . . . ,M, M = 2d/τ .
(Без ограничения общности будем считать, что M — целое число, поскольку всегда можно под-
ходящим образом увеличить d.)

Постановка задачи. Пусть f ∈ M, функция f δ ∈ L2(R2) такова, что ‖f − f δ‖L2
≤ δ.

По уровню погрешности δ и значениям f δ
n,m в точках равномерной сетки T = {(xn, ym)} с

заданным шагом τ, которые с функцией f δ связаны соотношением

f δ
n,m =

1

τ2

ym+τ∫

ym

xn+τ∫

xn

f δ(ξ, η)dξdη, (2.2)

1Для получения оценок удобнее считать, что функции заданы на R2, несмотря на то что они имеют
конечный носитель.
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требуется аппроксимировать множество Γ подмножеством точек сетки T с оценкой точности
приближения. Кроме того, в каждой точке аппроксимирующего множества нужно найти век-
тор, который в большинстве точек приближает нормаль линии разрыва Γ точной функции f .

З а м е ч а н и е 2. Постановка задачи не вполне описана, так как необходимо определить
понятие “аппроксимировать”. Это понятие введено в формулировке теоремы 1, где дана оценка
не только близости точек сетки, найденных алгоритмом, к множеству линий разрыва, но и их
количества.

З а м е ч а н и е 3. Поскольку в углах линий разрыва нормаль не определена, а угловая
точка может аппроксимироваться алгоритмом, то соответствующий вектор, выдаваемый ал-
горитмом, не будет аппроксимировать никакую нормаль. Поэтому в теореме 2 будет получена
оценка количества точек, в которых найденный вектор приближает нормаль линий разрыва,
и оценка количества точек, в которых этот вектор может не приближать нормаль.

При построении регулярных методов локализации для подавления шума используется идея
усреднения возмущенных значений f δ

n,m. Сначала введем и исследуем вспомогательные функ-
ции (усреднения) — две непрерывные функции и их дискретные аналоги. Для проведения

усреднения определим множество непрерывных усредняющих функций Φ̃F одной перемен-
ной φ(t), t∈R, удовлетворяющих условиям:

(a) φ непрерывно дифференцируема на R и φ′′ непрерывна на (−1, 1);

(b) существуют 0 < b < 1, a > 0 такие, что φ(t) ≥ a для t ∈ [−b, b];

(c)

∫ 1

−1
φ(t)dt = 1;

(d) φ(t) = 0 для t /∈ [−1, 1]; φ(t) ≥ 0 для t ∈ [−1, 1].

Введем константу C = max
t∈(−1,1)

{|φ′′(t)|, |φ′(t)|, φ(t)} (в силу условий (a), (d) константа C

существует). Ясно, что функция φ ∈ Φ̃F принадлежит классу W 1
1 (R). Положим φλ(t) =

φ(t/λ), λ > 0.
В качестве вспомогательных функций для алгоритма локализации рассмотрим частные

производные функции Fλ[f ], вычисленной по формуле (1.3). Функция Fλ[f ](x, y) непрерывна
и имеет непрерывные частные производные [12, гл. VII, §5, п. 5.4]

∂Fλ[f ](x, y)

∂x
=

1

λ

y+λ∫

y−λ

x+λ∫

x−λ

f(ξ, η)φ′
λ(x− ξ)φλ(y − η)dξdη, (x, y) ∈ R2; (2.3)

∂Fλ[f ](x, y)

∂y
=

1

λ

y+λ∫

y−λ

x+λ∫

x−λ

f(ξ, η)φλ(x− ξ)φ′
λ(y − η)dξdη, (x, y) ∈ R2. (2.4)

Дискретные значения усредняющей функции для функции двух переменных будем вычис-
лять по формуле

Λi,j
λ = φ′

λ(−iτ)φλ(−jτ)τ2/λ, где −K ≤ i, j ≤ K − 1.

Параметр K будет определен ниже как функция уровня погрешности δ и шага сетки τ . Вве-
дем дискретные функции, которые при подходящей связи параметров приближают частные
производные функции Fλ[f ] в точках (xn, ym) сетки T ,

Gδ
x(x

n, ym) = Gδ,K
x,λ (x

n, ym) =

K−1∑

j=−K

K−1∑

i=−K

Λi,j
λ f δ

n+i,m+j,

Gδ
y(x

n, ym) = Gδ,K
y,λ (x

n, ym) =

K−1∑

j=−K

K−1∑

i=−K

Λj,i
λ f δ

n+i,m+j.



Об аппроксимации нормали к линиям разрыва 13

Лемма 2. Пусть зафиксированы усредняющая функция φ ∈ Φ̃F и натуральное число K.
Тогда в условиях рассматриваемой задачи при λ = Kτ в точках (xn, ym) ∈ T справедливы

следующие оценки:

∣∣∣Gδ
x(x

n, ym)− ∂Fλ[f ](x
n, ym)

∂x

∣∣∣ ≤ A0(δ + 4τ)

λ
,

∣∣∣Gδ
y(x

n, ym)− ∂Fλ[f ](x
n, ym)

∂y

∣∣∣ ≤ A0(δ + 4τ)

λ
, A0 = 2C2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Разбивая интегралы в (2.3) на сумму интегралов по тем же
квадратам, что и в (2.2), подставляя выражение для f δ

n+i,m+j и используя обозначение ∆f =

f δ − f, получаем

Gδ
x(x

n, ym)− ∂Fλ[f ](x
n, ym)

∂x

=
K−1∑

j=−K

K−1∑

i=−K

ym+(j+1)τ∫

ym+jτ

xn+(i+1)τ∫

xn+iτ

f(ξ, η)
[Λi,j

λ

τ2
− 1

λ
φ′
λ(x

n − ξ)φλ(y
m − η)

]
dξdη

+

K−1∑

j=−K

K−1∑

i=−K

Λi,j
λ

τ2

ym+(j+1)τ∫

ym+jτ

xn+(i+1)τ∫

xn+iτ

∆f(ξ, η)dξdη. (2.5)

Поскольку для всех i, j имеем |Λi,j
λ | ≤ C2τ2/λ2 и ‖∆f‖L2

≤ δ, то, используя неравенство
Коши — Буняковского, второе слагаемое оценим следующим образом:

∣∣∣∣∣

K−1∑

j=−K

K−1∑

i=−K

Λi,j
λ

τ2

ym+(j+1)τ∫

ym+jτ

xn+(i+1)τ∫

xn+iτ

∆f(ξ, η)dξdη

∣∣∣∣∣ ≤
C2

λ2

ym+λ∫

ym−λ

xn+λ∫

xn−λ

|∆f(ξ, η)|dξdη

≤ C2

λ2

√√√√√
ym+λ∫

ym−λ

xn+λ∫

xn−λ

dξdη

√√√√√
ym+λ∫

ym−λ

xn+λ∫

xn−λ

|∆f(ξ, η)|2dξdη ≤ C2

λ2
2λ δ =

2C2δ

λ
.

Перейдем к оценке первого слагаемого в правой части (2.5). По формуле конечных приращений
для функции двух переменных [11, гл. V, п. 183]

|φ′
λ(−iτ)φλ(−jτ)− φ′

λ(x
n − ξ)φλ(y

m − η)| ≤ τ |φ′′
λ(θ1)φλ(θ2) + φ′

λ(θ1)φ
′
λ(θ2)| ≤ 2C2τ/λ2, (2.6)

где θ1 ∈ (−(i + 1)τ,−iτ), θ2 ∈ (−(j + 1)τ,−jτ). Следовательно, используя условие (i) на
функцию f, подставляя выражение для Λi,j

λ и используя оценку (2.6), для первого слагаемого
в правой части (2.5) получаем

∣∣∣∣∣

K−1∑

j=−K

K−1∑

i=−K

ym+(j+1)τ∫

ym+jτ

xn+(i+1)τ∫

xn+iτ

f(ξ, η)
[Λi,j

λ

τ2
− 1

λ
φ′
λ(x

n − ξ)φλ(y
m − η)

]
dξdη

∣∣∣∣∣

≤ 1

λ

2C2τ

λ2
sup

(x,y)∈D
|f |

∣∣∣∣∣

ym+λ∫

ym−λ

xn+λ∫

xn−λ

dξdη

∣∣∣∣∣ ≤
8C2τ

λ
.

Первая оценка доказана. Оценка для Gδ
y получается аналогично.

Лемма доказана.



14 А.Л.Агеев, Т.В.Антонова

3. Вспомогательные оценки для точности локализации линий разрыва

Для множеств U1, U2 ∈ R2 положим

ρ(U1;U2) = inf{‖u1 − u2‖ : u1 ∈ U1, u2 ∈ U2}.

В следующей лемме приведены оценки сверху для функций ∂Fλ[f ]/∂x, ∂Fλ[f ]/∂y, определен-
ных формулами (2.3), (2.4), вне окрестности множества Γ.

Лемма 3. Пусть зафиксирована усредняющая функция φ ∈ Φ̃F. Тогда в условиях рас-

сматриваемой задачи для любого λ > 0 в точках (x, y) ∈ D таких, что ρ((x, y); Γ) ≥
√
2λ,

имеют место оценки ∣∣∣∂Fλ[f ](x, y)

∂x

∣∣∣ ≤ λ,
∣∣∣∂Fλ[f ](x, y)

∂y

∣∣∣ ≤ λ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим область интегрирования в формулах (2.3), (2.4) че-
рез Πλ(x, y). Поскольку при выполнении условия ρ((x, y); Γ) ≥

√
2λ в области Πλ(x, y) функция

f не имеет разрывов (т. е. Πλ(x, y) ∩ Γ = ∅), то можно от двойного интеграла в (2.3) перейти
к повторному и к внутреннему интегралу применить формулу интегрирования по частям:

∂Fλ[f ](x, y)

∂x
=

1

λ

y+λ∫

y−λ

( x+λ∫

x−λ

f ′
x(ξ, η)φλ(x− ξ)dξ

)
φλ(y − η)dη.

Используя условия на функции f и φ, получаем требуемую оценку

∣∣∣∂Fλ[f ](x, y)

∂x

∣∣∣ ≤ 1

λ
sup

(x,y)∈D
|f ′

x|
x+λ∫

x−λ

φλ(x− ξ)dξ

y+λ∫

y−λ

φλ(y − η)dη ≤ λ.

Первая оценка получена. Вторая оценка получается аналогично.
Лемма доказана.

Оценки в предыдущей лемме получены в предположении, что пересечение области усредне-
ния и ломаной Γ пусто. В следующей лемме получим оценки в случае, когда это пересечение
состоит из отрезка. Для этого нужно, во-первых, чтобы область усреднения не пересекала
смежные отрезки (в том числе углы ломаной), а во-вторых, чтобы область усреднения не
пересекала несмежные отрезки.

Обсудим достаточные условия, гарантирующие, что если область усреднения пересекается
с отрезком Γk, то она не пересекается со смежными отрезками Γk−1 и Γk+1. Для этого до-
статочно, чтобы точка, в которой вычисляется усреднение, была далека от углов ломаной.
Зададим вектор ε=(ε1, ε2, . . . , εl), εk>0. Определим Γε

k как часть отрезка Γk без окрестностей
концов длины εk−1 и εk : Γ

ε
k = {(x, y) : x = xk(t), y = yk(t), εk−1 ≤ t ≤ |Γk| − εk}. Отметим, что

числа εk будут выбраны таким образом, что Γε
k 6= ∅ и в области усреднения с центром в точке

(x̂, ŷ) ∈ Γε
k нет смежных отрезков Γk−1 и Γk+1. Обозначим Γε = ∪l

k=1Γ
ε
k.

Для того чтобы в пересечение области усреднения и ломаной Γ не попадали одновременно
два несмежных отрезка, вводится условие разделимости.

Получим оценки снизу для частных производных ∂Fλ[f ]/∂x, ∂Fλ[f ]/∂y, определенных фор-
мулами (2.3), (2.4), в точках сетки T , близких к Γε. Напомним, что величины Θk, k = 1, 2, . . . , l,
определены в (2.1), константы a, b введены в условии (b) на функцию φ, величина ∆min входит
в определение класса M, τ — шаг сетки T. Введем константу κ = a2b.

Лемма 4. Пусть зафиксирована усредняющая функция φ ∈ Φ̃F . Тогда в условиях рас-

сматриваемой задачи для всех положительных λ и τ ≤ bλ/4 при выполнении условия разде-

лимости min
1≤k,j≤l, k 6=j

ρ(Γε
k; Γ

ε
j) ≥

√
2λ+ τ, где ε = (Θ1(

√
2λ+ τ),Θ2(

√
2λ+ τ), . . . ,Θl(

√
2λ+ τ)),
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в точках (x, y) ∈ D таких, что ρ((x, y); Γε) ≤ τ, имеет место хотя бы одна из оценок :
либо ∣∣∣∂Fλ[f ](x, y)

∂x

∣∣∣ ≥ κ∆min − λ,

либо ∣∣∣∂Fλ[f ](x, y)

∂y

∣∣∣ ≥ κ∆min − λ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку ρ((x, y); Γε) ≤ τ, то Πλ(x, y) ∩ Γ 6= ∅. Условие раз-
делимости min

1≤k,j≤l, k 6=j
ρ(Γε

k; Γ
ε
j) ≥

√
2λ гарантирует, что в области интегрирования Πλ(x, y)

в (2.3) функция f имеет разрывы только на отрезке Γk. Предположим, что |ax,k/ay,k| ≤ 1, и
докажем первую оценку (если |ay,k/ax,k| ≤ 1, то справедлива вторая оценка).

Поскольку |ax,k/ay,k| ≤ 1, то отрезок Γk не параллелен OX, следовательно, на нем опреде-
лен скачок ∆x (см. определение 2). Согласно [8, лемма 1] имеет место разложение

∂Fλ[f ](x, y)

∂x
=

1

λ

y+λ∫

y−λ

( x+λ∫

x−λ

f(ξ, η)φ′
λ(x− ξ)dξ

)
φλ(y − η)dη

=
1

λ

y+λ∫

y−λ

∆x(xk(t(η)), η)φλ(x− xk(t(η)))φλ(y − η)dη

+
1

λ

y+λ∫

y−λ

( x+λ∫

x−λ

f ′
ξ(ξ, η)φλ(x− ξ)dξ

)
φλ(y − η)dη, (3.1)

где (xk(t(η)), η) ∈ Γk, t(η) = (η− by,k)/ay,k. Второе слагаемое в правой части (3.1) оценивалось
в лемме 3: ∣∣∣∣∣

1

λ

y+λ∫

y−λ

( x+λ∫

x−λ

f ′
ξ(ξ, η)φλ(x− ξ)dξ

)
φλ(y − η)dη

∣∣∣∣∣ ≤ λ.

Рассмотрим первое слагаемое. Поскольку функция ∆x(x, y) не меняет знак на Γk, то без огра-
ничения общности можно считать, что значение функции ∆x(x, y) положительно в пределах
интегрирования. Следовательно, в силу неотрицательности функции φ справедлива оценка
снизу

1

λ

y+λ∫

y−λ

∆x(xk(t(η)), η)φλ(x− xk(t(η)))φλ(y − η)dη

≥ 1

λ

y+bλ/2∫

y−bλ/2

∆x(xk(t(η)), η)φλ(x− xk(t(η)))φλ(y − η)dη.

По условию теоремы существует точка (x̂, ŷ) ∈ Γε
k такая, что ρ((x, y); (x̂, ŷ)) ≤ τ, т. е. |x− x̂|+

|y − ŷ| ≤ 2τ. Следовательно,

|x− xk(t(η))| ≤ |x− x̂|+ |x̂− xk(t(η))|

≤ |x− x̂|+ |ax,k/ay,k||ŷ − η| ≤ |x− x̂|+ |ŷ − y|+ |y − η| ≤ 2τ + |y − η| ≤ 2τ + bλ/2.
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Учитывая, что τ ≤ bλ/4, имеем |x− xk(t(η))| ≤ bλ. Используя условия на функции f и φ, для
первого слагаемого в правой части (3.1) получаем оценку

1

λ

y+λ∫

y−λ

∆x(xk(t(η)), η)φλ(x−xk(t(η)))φλ(y − η)dη ≥ a∆min

λ

y+bλ/2∫

y−bλ/2

φλ(y − η)dη ≥ a2b∆min.

Лемма доказана.

Напомним, что величины a, b введены в условии (b) на функцию φ, величина ∆min входит
в определение класса M, A0 = 2C2, κ = a2b. Введем константы

P =
κ∆min

2
, δ̄0 = min

{( P√
2(5A0 + 2)

)2
,
( b
4

)2}
.

Заметим, что δ̄0 < 1. Обозначим ⌈z⌉ = [z] + 1, где [z] — целая часть числа z. Положим

K = K(τ, δ) =
⌈δ1/2

τ

⌉
. (3.2)

Напомним, что (см. формулировку леммы 2)

λ = Kτ. (3.3)

Ниже нам понадобятся очевидные оценки для τ и λ, которые сформулируем в виде отдель-
ного утверждения.

Утверждение. Пусть δ ≤ δ̄0 и шаг τ заданной равномерной сетки T удовлетворяет

условию τ ≤ δ, тогда при связи параметров (3.2), (3.3) имеем τ ≤ bλ/4 и δ1/2 ≤ λ ≤ δ1/2 +
τ < 2δ1/2.

Справедливость этих оценок следует из связи параметров (3.2), (3.3) и выбора δ̄0. �

В точках (xn, ym) сетки T определим функцию

Hδ(xn, ym) =
√

(Gδ
x(x

n, ym))2 + (Gδ
y(x

n, ym))2. (3.4)

Лемма 5. Пусть зафиксирована усредняющая функция φ ∈ Φ̃F . Тогда в условиях рас-

сматриваемой задачи для всех δ ≤ δ̄0, τ ≤ δ при связи параметров (3.2), (3.3) и при выпол-

нении условия разделимости min
1≤k,j≤l, k 6=j

ρ(Γε
k; Γ

ε
j) ≥

√
2λ+ τ, где ε = (Θ1(

√
2λ+ τ),Θ2(

√
2λ+

τ), . . . ,Θl(
√
2λ+ τ)), для значения функции Hδ в точках (xn, ym) ∈ T имеют место оценки

(1) если ρ((xn, ym); Γ) ≥
√
2λ, то Hδ(xn, ym) < P,

(2) если ρ((xn, ym); Γε) ≤ τ, то Hδ(xn, ym) > P.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем справедливость (1). Для точек (xn, ym) таких, что
ρ((xn, ym); Γ) ≥

√
2λ, используя оценки лемм 2 и 3, получаем

Hδ(xn, ym) ≤
√
2 max{|Gδ

x(x
n, ym)|, |Gδ

y(x
n, ym)|} ≤

√
2
(A0(δ + 4τ)

λ
+ λ

)
.

Поскольку τ ≤ δ и δ ≤ δ̄0, то при данном выборе параметров, используя оценки для λ из
утверждения, имеем

Hδ(xn, ym) <
√
2(5A0 + 2)δ1/2 ≤ P.

Перейдем к доказательству (2). Для точек (xn, ym) таких, что ρ((xn, ym); Γε) ≤ τ, используя
оценки лемм 2 и 4, получаем

Hδ(xn, ym) ≥ min
{
|Gδ

x(x
n, ym)|, |Gδ

y(x
n, ym)|

}
≥ κ∆min − A0(δ + 4τ)

λ
− λ.

При данном выборе параметров Hδ(xn, ym) > κ∆min − P/
√
2 > P.

Лемма доказана.
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4. Вспомогательные оценки для аппроксимации нормали

Пусть точка (x̂, ŷ) ∈ Γk. Напомним, что отрезки Γk, k = 1, 2, . . . , l, заданы параметрически:
xk(t) = ax,kt + bx,k, yk(t) = ay,kt + by,k, 0 ≤ t ≤ |Γk|, ax,k, bx,k, ay,k, by,k ∈ R, k = 1, 2, . . . , l.
Введем функцию fk в точках (x, y) ∈ D. Для k такого, что Γk ∦ OX, положим

fk(x, y) =

{
f(x̂− 0, ŷ), ax,k(y − ŷ)− ay,k(x− x̂) ≥ 0,
f(x̂+ 0, ŷ), ax,k(y − ŷ)− ay,k(x− x̂) < 0.

Для k такого, что Γk ∦ OY , положим

fk(x, y) =

{
f(x̂, ŷ − 0), ax,k(y − ŷ)− ay,k(x− x̂) ≥ 0,
f(x̂, ŷ + 0), ax,k(y − ŷ)− ay,k(x− x̂) < 0.

Напомним, что A0 = 2C2, τ — шаг сетки T. Введем функцию

β(δ, τ, λ) =
A0(δ + 4τ)

λ
+ 8Cλ.

Функция Fλ[fk], вычисленная по формуле (1.3), непрерывна и имеет непрерывные частные
производные (см. разд. 1). В следующей лемме получены оценки близости функций Gδ

x, G
δ
y и

соответствующих частных производных функции Fλ[fk] в точках сетки T из окрестности Γk.

Лемма 6. Пусть зафиксированы усредняющая функция φ ∈ Φ̃F и натуральное число K.

Тогда в условиях рассматриваемой задачи при связи параметров λ = Kτ и при выполнении

условия разделимости min
1≤k,j≤l, k 6=j

ρ(Γε
k; Γ

ε
j) ≥ 2

√
2λ, где ε = (Θ12

√
2λ,Θ22

√
2λ, . . . ,Θl2

√
2λ), в

точках (xn, ym) ∈ T таких, что ρ((xn, ym); (x̂, ŷ)) ≤
√
2λ, где (x̂, ŷ) ∈ Γε

k, имеют место оценки

∣∣∣Gδ
x(x

n, ym)− ∂Fλ[fk](x
n, ym)

∂x

∣∣∣ ≤ β(δ, τ, λ),

∣∣∣Gδ
y(x

n, ym)− ∂Fλ[fk](x
n, ym)

∂y

∣∣∣ ≤ β(δ, τ, λ).

Кроме того,

|Gδ
x(x

n, ym)| ≤ 2C + β(δ, τ, λ), |Gδ
y(x

n, ym)| ≤ 2C + β(δ, τ, λ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем справедливость первой оценки. Рассмотрим разность

∣∣∣∂Fλ[f ](x
n, ym)

∂x
− ∂Fλ[fk](x

n, ym)

∂x

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1

λ

ym+λ∫

ym−λ

xn+λ∫

xn−λ

(f − fk)(ξ, η)φ
′
λ(x

n − ξ)φλ(y
m − η)dξdη

∣∣∣∣∣.

Условие разделимости min
1≤k,j≤l, k 6=j

ρ(Γε
k; Γ

ε
j) ≥ 2

√
2λ гарантирует, что в области интегрирова-

ния Πλ(x
n, ym) функция f имеет разрывы только на отрезке Γk. Напомним, что (x̂, ŷ) ∈ Γε

k.
Применим формулу конечных приращений для функции двух переменных [11, гл. V, п. 183]
отдельно в точках по разные стороны от отрезка разрыва Γk. Нетрудно видеть, что, допол-
нительно используя условия на функцию f , для модуля разности f − fk имеет место оценка
|f−fk| ≤ |ξ−x̂|+|η−ŷ|. По условию леммы ρ((xn, ym); (x̂, ŷ)) ≤

√
2λ, т. е. |xn−x̂|+|ym−ŷ| ≤ 2λ.

Тогда
|f − fk| ≤ |ξ − x̂|+ |η − ŷ| ≤ |ξ − xn|+ |xn − x̂|+ |η − ym|+ |ym − ŷ| ≤ 4λ.

Следовательно, ∣∣∣∂Fλ[f ](x
n, ym)

∂x
− ∂Fλ[fk](x

n, ym)

∂x

∣∣∣ ≤ 8Cλ.
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Используя дополнительно первую оценку из леммы 2, получаем первую оценку настоящей
леммы. Вторая оценка может быть получена аналогично.

Подставляя в равенство (3.1) функцию fk вместо f , для всех точек (x, y) ∈ D имеем

∣∣∣∂Fλ[fk](x, y)

∂x

∣∣∣ ≤ 2C. (4.1)

Аналогично ∣∣∣∂Fλ[fk](x, y)

∂y

∣∣∣ ≤ 2C. (4.2)

Оценки для |Gδ
x(x

n, ym)| и |Gδ
y(x

n, ym)| следуют из оценок (4.1), (4.2) и первых двух оценок
настоящей леммы.

Лемма доказана.

В точках (x, y) ∈ D, для которых ‖∇Fλ[fk](x, y)‖ 6= 0, определим вектор

nk(x, y) =

(
∂Fλ[fk](x, y)/∂x

‖∇Fλ[fk](x, y)‖
,

∂Fλ[fk](x, y)/∂y

‖∇Fλ[fk](x, y)‖

)
.

В точках (xn, ym) сетки T , для которых Hδ(xn, ym) 6= 0, определим вектор

n
δ(xn, ym) =

(Gδ
x(x

n, ym)

Hδ(xn, ym)
,

Gδ
y(x

n, ym)

Hδ(xn, ym)

)
. (4.3)

Введем константы

B = 5A0 + 16C, δ̂0 = min
{( P 2

4B(4C +B)

)2
, 1

}
.

Напомним, что

β(δ, τ, λ) =
A0(δ + 4τ)

λ
+ 8Cλ.

Лемма 7. Пусть зафиксирована усредняющая функция φ ∈ Φ̃F . Тогда в условиях рас-

сматриваемой задачи для всех δ < δ̂0, τ ≤ δ при связи параметров (3.2), (3.3) и при выполне-

нии условия разделимости min
1≤k,j≤l, k 6=j

ρ(Γε
k; Γ

ε
j) ≥ 2

√
2λ, где ε=(Θ12

√
2λ,Θ22

√
2λ, . . . ,Θl2

√
2λ),

в точках (xn, ym) ∈ T таких, что Hδ(xn, ym) > P и ρ((xn, ym); (x̂, ŷ)) ≤
√
2λ, где (x̂, ŷ) ∈ Γε

k,
вектор nk(x

n, ym) совпадает с одной из нормалей к отрезку Γk, а для синуса угла между

векторами n
δ(xn, ym), nk(x

n, ym) справедлива оценка

sin( ̂
n
δ(xn, ym),nk(xn, ym)) ≤ 4

√
2CB

P 2
δ1/2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала получим оценку снизу для ‖∇Fλ[fk](x
n, ym)‖ в точ-

ках (xn, ym) ∈ T таких, что Hδ(xn, ym) > P . Используя оценки (4.1), (4.2) и лемму 6, имеем

∣∣∣(Hδ(xn, ym))2 − ‖∇Fλ[fk](x
n, ym)‖2

∣∣∣ =
∣∣∣∣(G

δ
x(x

n, ym))2 −
(∂Fλ[fk](x

n, ym)

∂x

)2

+ (Gδ
y(x

n, ym))2 −
(∂Fλ[fk](x

n, ym)

∂y

)2
∣∣∣∣ ≤ 2β(δ, τ, λ)(4C + β(δ, τ, λ)).

При данном выборе параметров

β(δ, τ, λ) =
A0(δ + 4τ)

λ
+ 8Cλ < (5A0 + 16C)δ1/2 = Bδ1/2.
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Используя условие δ < δ̂0, получаем
∣∣(Hδ(xn, ym))2 − ‖∇Fλ[fk](x

n, ym)‖2
∣∣ < 2B(4C +B)δ1/2 =

P 2/2. Следовательно,

‖∇Fλ[fk](x
n, ym)‖2 ≥ (Hδ(xn, ym))2 −

∣∣(Hδ(xn, ym))2 − ‖∇Fλ[fk](x, y)‖2
∣∣ > P 2 − P 2/2 = P 2/2.

Таким образом, ‖∇Fλ[fk](x
n, ym)‖ > P/

√
2. Согласно следствию из леммы 1 вектор nk(x

n, ym)
совпадает с нормалью отрезка Γk. Перейдем к оценке синуса угла между векторами n

δ(xn, ym),
nk(x

n, ym):

sin( ̂
n
δ(xn, ym),nk(xn, ym)) = cos( ̂

n
δ(xn, ym),n⊥

k (x
n, ym)) = |(nδ(xn, ym),n⊥

k (x
n, ym))|,

где

n
⊥
k (x, y) =

(
− ∂Fλ[fk](x, y)/∂y

‖∇Fλ[fk](x, y)‖
,

∂Fλ[fk](x, y)/∂x

‖∇Fλ[fk](x, y)‖
)
.

Используя оценки (4.1), (4.2) и лемму 6, имеем

∣∣∣∣−Gδ
x(x

n, ym)
∂Fλ[fk](x, y)

∂y
+Gδ

y(x
n, ym)

∂Fλ[fk](x, y)

∂x

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∂Fλ[fk](x, y)

∂y

(∂Fλ[fk](x, y)

∂x
−Gδ

x(x
n, ym)

)
+

∂Fλ[fk](x, y)

∂x

(
Gδ

y(x
n, ym)− ∂Fλ[fk](x, y)

∂y

)∣∣∣∣

≤ 4Cβ(δ, τ, λ) ≤ 4CBδ1/2.

Следовательно,

sin( ̂
n
δ(xn, ym),nk(xn, ym)) ≤ 4CBδ1/2

‖Hδ(xn, ym)‖‖∇Fλ[fk](x, y)‖
≤ 4

√
2CB

P 2
δ1/2.

Лемма доказана.

5. Исследование алгоритма локализации линий разрыва

Изложенный ниже метод локализации определяет множество T δ точек сетки T , аппрокси-
мирующих множество Γ. Обозначим через N = N(T δ) количество точек множества T δ. Дого-
воримся, если T δ = ∅, считать ρ((xn, ym);T δ) = ∞ для любой точки (xn, ym) сетки T . Кроме
того, в каждой точке множества T δ алгоритм вычисляет вектор, аппроксимирующий нормаль
линии Γ. Напомним, что функция Hδ определена в (3.4), вектор n

δ(xn, ym) вычисляется по
формуле (4.3); константы L, ∆min, Θ и S введены в определении класса M.

Приведенный ниже алгоритм локализации в своей работе использует параметр регуляри-
зации λ, являющийся функцией уровня погрешности данных δ,

λ = Kτ, K = K(τ, δ) =
⌈δ1/2

τ

⌉
, (5.1)

и величину порога P = κ∆min/2, где κ = a2b.

А л г о р и т м ΠDn(δ, f
δ
n,m)

Подготовка к циклу. Положим N := 0; T δ := ∅.
Цикл перебора точек (xn, ym) сетки T . Если в процессе перебора нерассмотренных точек
сетки T не осталось, то — конец цикла;
иначе для точки (xn, ym) проверяем: если Hδ(xn, ym) > P и ρ((xn, ym);T δ) > 3

√
2λ,

то N := N + 1; T δ := T δ ∪ (xn, ym), и продолжаем цикл;
иначе продолжаем цикл.

В каждой точке (xn, ym) ∈ T δ вычисляем вектор n
δ(xn, ym).
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Заметим, что выше сформулирован целый класс алгоритмов. Чтобы получить конкрет-
ный метод, нужно зафиксировать усредняющую функцию φ ∈ Φ̃F и правило перебора точек.
Далее будем считать, что конкретное правило перебора и усредняющая функция выбраны и
зафиксированы.

Пусть множества U1, U2 ∈ R2. Введем меру близости множества U1 к множеству U2

µ(U1;U2) = sup
u1∈U1

inf
u2∈U2

‖u1 − u2‖.

Положим

δ0 = min
{
δ̄0, δ̂0, 1/49, (S/(9

√
2Θ))2

}
, h(δ) = 4

√
2δ1/2.

Теорема 1. В условиях рассматриваемой задачи для всех δ ≤ δ0, τ ≤ δ при связи па-

раметров (5.1) и при выполнении условия разделимости min
1≤k,j≤l, k 6=j

ρ(Γε
k; Γ

ε
j) ≥ h(δ), где

ε = (Θ1h(δ),Θ2h(δ), . . . ,Θlh(δ)), алгоритм ΠDn(δ, f
δ
n,m) построит множество точек T δ та-

кое, что

(1) µ(T δ; Γ) ≤ 2
√
2δ1/2;

(2) µ(Γε;T δ) ≤ 4
√
2δ1/2; µ(Γ;T δ) ≤ 4

√
2(1 + Θ)δ1/2;

(3) для всех различных точек (x1, y1), (x2, y2) ∈ T δ справедливо неравенство

ρ((x1, y1); (x2, y2)) > 3
√
2δ1/2;

(4) множество T δ 6= ∅, и справедливы оценки

1

7
√
2

|Γ|
δ1/2

− 8LΘ

7
≤ N(T δ) ≤ 1√

2

|Γ|
δ1/2

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что при выборе h(δ) = 4
√
2δ1/2 выполнено условие разде-

лимости в лемме 5.

Докажем оценку (1). Из оценки в п. (1) леммы 5 следует, что µ(T δ; Γ) ≤
√
2λ. Используя

оценку для λ из утверждения перед леммой 5, получаем требуемое неравенство.

Докажем оценки (2). Согласно алгоритму ΠDn все Γε можно покрыть кругами с центром
в точках из множества T δ радиусом 3

√
2λ+

√
2τ/2. Если это не так, то согласно п. (2) леммы 5

обязательно найдется точка сетки T , не принадлежащая множеству T δ и находящаяся на
расстоянии больше 3

√
2λ от множества T δ, в которой функция Hδ больше порога P . Этого

не может быть, поскольку в ходе работы алгоритма ΠDn перебираются все точки сетки T .
Следовательно, µ(Γε;T δ) ≤ 3

√
2λ +

√
2τ/2 и µ(Γ;T δ) ≤ 3

√
2λ +

√
2τ/2 + Θh(δ). Поскольку

h(δ) = 4
√
2δ1/2, то, учитывая условия на параметры, получаем требуемые оценки.

Докажем оценку (3). Пусть (x1, y1), (x2, y2) ∈ T δ. По построению множества T δ алгорит-
мом ΠDn справедливо неравенство ρ((x1, y1); (x2, y2)) > 3

√
2λ ≥ 3

√
2δ1/2.

Докажем оценки (4). Согласно оценке в п. (1) леммы 5 круг с центром в точке из множе-
ства T δ радиусом

√
2λ обязательно содержит точку из Γ. Пусть (xn, ym) ∈ T δ, тогда существует

(x, y) ∈ Γ такая, что ρ((xn, ym); (x, y)) ≤
√
2λ. Аналогично для (xn̄, ym̄) ∈ T δ существует (x̄, ȳ) ∈

Γ такая, что ρ((xn̄, ym̄); (x̄, ȳ)) ≤
√
2λ. Ясно, что ρ((x, y); (x̄, ȳ)) ≥ ρ((xn̄, ym̄); (xn, ym)) − 2

√
2λ.

Используя для первого слагаемого оценку из доказательства п. (3) настоящей теоремы, имеем
ρ((x, y); (x̄, ȳ)) ≥

√
2λ. Следовательно, для количества точек множества T δ справедлива оценка

сверху

N(T δ) ≤ |Γ|√
2λ

≤ |Γ|√
2δ1/2

.

Получим оценку снизу. В доказательстве п. (2) показано, что все Γε можно покрыть круга-
ми с центром в точках из множества T δ радиусом 3

√
2λ+

√
2τ/2. Поскольку, учитывая условие
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δ ≤ 1/49, имеем h(δ)−(3
√
2λ+

√
2τ/2) ≥ δ1/2/

√
2 > 0, то количество таких кругов на Γε

k должно
быть не меньше

|Γε
k|

2(3
√
2λ+

√
2τ/2)

≥ |Γk| − εk − εk−1

7
√
2δ1/2

≥ |Γk|
7
√
2δ1/2

− 8Θ

7
.

При δ ≤ (S/(9
√
2Θ))2 эта величина больше нуля для всех k. Суммируя по k, при выбранных

параметрах получаем

N(T δ) ≥ |Γ|
7
√
2δ1/2

− 8LΘ

7
.

Требуемая оценка получена, и теорема доказана.

Теорема 2. В условиях рассматриваемой задачи для всех δ ≤ δ0, τ ≤ δ при связи па-

раметров (5.1) и при выполнении условия разделимости min
1≤k,j≤l, k 6=j

ρ(Γε
k; Γ

ε
j) ≥ h(δ), где ε =

(Θ1h(δ),Θ2h(δ), . . . ,Θlh(δ)), алгоритм ΠDn(δ, f
δ
n,m) построит множество точек T δ = T δ

1∪T δ
2

такое, что

(1) для всех точек (xn, ym) ∈ T δ
1 существует точка (x̂, ŷ) ∈ Γε такая, что

sin ̂(nδ(xn, ym),n(x̂, ŷ)) ≤ 4
√
2CB

P 2
δ1/2,

где n(x̂, ŷ) — нормаль к линии Γ в точке (x̂, ŷ);
(2) для количества точек множеств T δ

1 и T δ
2 справедливы оценки

N(T δ
2 ) ≤ 8LΘ,

1

7
√
2

|Γ|
δ1/2

− 8LΘ

7
≤ N(T δ

1 ) ≤
1√
2

|Γ|
δ1/2

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При выборе h(δ) = 4
√
2δ1/2 выполнено условие разделимости в

леммах 5 и 7.
Докажем (1). Поскольку (xn, ym) ∈ T δ, то Hδ(xn, ym) > P. Согласно п. (1) леммы 5 су-

ществует точка (x̂, ŷ) ∈ Γk такая, что ρ((xn, ym); (x̂, ŷ)) ≤
√
2λ. При этом, если (x̂, ŷ) ∈ Γε

k,
то считаем, что (xn, ym) ∈ T δ

1 , если (x̂, ŷ) ∈ Γk \ Γε
k, то считаем, что (xn, ym) ∈ T δ

2 . Пусть
(x̂, ŷ) ∈ Γε

k, тогда n(x̂, ŷ) является нормалью отрезка Γk. По лемме 7 нормаль отрезка Γk

совпадает с вектором nk(x
n, ym), для которого имеет место оценка

sin( ̂
n
δ(xn, ym),nk(xn, ym)) ≤ 4

√
2CB

P 2
δ1/2.

Докажем (2). Поскольку |Γk \ Γε
k| = εk + εk−1, то |Γk \ Γε

k| ≤ 2Θh(δ). Таким образом, для
количества точек множества T δ

2 справедлива следующая оценка:

N(T δ
2 ) ≤

2ΘLh(δ)√
2λ

≤ 8LΘ.

Оценка для N(T δ
1 ) совпадает с оценкой количества точек для всего множества T δ, полученной

в п. (4) теоремы 1.
Теорема доказана.

Заключение. Самым любопытным с точки зрения использования оценок нормали в алго-
ритмах локализации является порядок аппроксимации. Напомним, что в [9] при другом выборе
параметра регуляризации была получена оценка точности локализации порядка δ. Это суще-
ственно лучше оценки точности настоящей работы порядка δ1/2, полученной при λ = O(δ1/2).
Однако при таком выборе λ оценка точности для нормали получается наилучшей. Следова-
тельно, данным методом при одном и том же выборе параметра регуляризации не получается
одновременно хорошо аппроксимировать и линию разрыва, и нормаль. Это обстоятельство
ставит вопросы о конструировании алгоритмов совместной аппроксимации линии разрыва и
нормали максимально возможного порядка по точности.
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