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Автономный объект t, движущийся в условиях наблюдения в R2 с постоянной скоростью по кратчайшей

кривой Tt с заданными начальной и конечной точками, обходит упорядоченную совокупность попарно не

пересекающихся выпуклых множеств. Задача наблюдателя f состоит в поиске траектории движения Tf

такой, что в каждый момент времени он находится на заданном расстоянии от объекта при ограничении

сверху на величину его скорости. В работе предлагаются возможные варианты движения наблюдателя,

отслеживающего перемещение объекта t на различных участках траектории Tt.
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V. I. Berdyshev. An object bypassing convex sets and an observer’s trajectory in two-dimen-

sional space.

An autonomous object t moving under observation in R2 with constant speed along a shortest curve Tt

with given initial and final points bypasses an ordered family of pairwise disjoint convex sets. The aim of the

observer f , whose speed is upper bounded, is to find a trajectory Tf on which the distance to the observer is at

each time a certain prescribed value. Possible variants of motion are given for the observer f , who tracks the

object on different segments of the trajectory Tt.
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1. Автономный объект t движется с постоянной скоростью V (·) = Vt(·) по кратчайшей
траектории T , последовательно огибающей выпуклые попарно не пересекающиеся множества
из заданного упорядоченного набора {Gi}

k
1 . Начальная и конечная точки траектории обо-

значаются через t∗, t∗, (t∗, t
∗ 6∈ ∪Gi). Задача наблюдателя f = fτ — поиск траектории Tf ,

позволяющей ему двигаться с возможно малой скоростью Vf и держать объект t = tτ в поле
зрения в каждый момент времени τ на расстоянии δ: ‖tτ −fτ‖ = δ, где δ > 0 — заданное число.
В работе предлагаются варианты искомых траекторий Tf .

Кратчайшая траектория Tt объекта состоит из набора дуг (см. рис. 1)

t̂1, t1 ⊂ ∂G1, . . . , t̂ i, ti ⊂ ∂Gi, . . . , t̂ k, tk ⊂ ∂Gk (1)

и касательных к Gi отрезков

[t∗, t1], [ t1, t2], . . . , [ ti, t i+1] . . . [ tk, t
∗], t∗ = t0, t∗ = t k+1, (2)

где ∂G — граница множества G. Обозначим

∆i = t̂ i, ti, Λi =
[
ti, t i+1

]
.

Достаточно рассмотреть такое расположение множеств Gi, когда “соседние” множества Gi, Gi+1

разделяются прямой ti, t i+1, содержащей точки ti, t i+1 (см. рис. 1). В самом деле, если пара
Gi, Gi+1 не разделяется этой прямой, то, заменив ее на выпуклую оболочку conv (Gi, Gi+1),
получим задачу с меньшим количеством выпуклых множеств. Кроме того, угол между векто-
рами скорости V (t i), V (ti) не превосходит 180◦.

1Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом центре при
финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (номер
соглашения 075-02-2022-874).
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Рис. 1. Тонкими линиями отмечены границы множеств Gi, жирной линией изображена траектория Tt,
короткими отрезками — векторы скорости V (t).

2. Простейший способ движения наблюдателя — движение по траектории

Tf =
{
f = t± δ ·

V (t)

|V (t)|
: t ∈ Tt

}

впереди или за объектом с переменным вектором наблюдения b =
V (t)

|V (t)|
, с величиной скоро-

сти, зависящей от кривизны траектории Tt. Эта скорость может принимать большие значения
даже в случае гладкой траектории. В самом деле, представив фрагменты траекторий Tt и Tf
графиками функций t(τ), f(τ) от времени (рис. 2), получим (см. [1, рис. 2]) выражение

Vf (τ) = [1 + f ′(τ)2]
1

2 =
{
1 +

[
t′(τ)± δ

t′′(τ)

(1 + t′(τ)2)3/2

]2}1/2
, (3)

содержащее фактически формулу кривизны кривой t(τ) в точке τ .

Следует отметить нецелесообразность движения наблюдателя непосредственно по траек-
тории Tt вслед за t в случае строгой выпуклости или негладкости этой траектории из-за риска
упустить t из зоны видимости.

3. Движение наблюдателя определяется видом участка (см. (1), (2)) траектории наблюда-
емого объекта. Если этот участок — гладкая дуга ∆i приемлемо малой кривизны, то наблюда-

телю целесообразно использовать траекторию f = t+ δ
V (t)

|V (t)|
(t ∈ ∆i ∪ Λi) движения впереди

объекта t.

Для отслеживания объекта, движущегося по дуге ∆i с большой кривизной (в частности,
по негладкой дуге), можно использовать “освещенную” часть траектории Tt: пусть b = bi =
ti+1 − ti

‖ti+1 − ti‖
— вектор, определяющий направление наблюдения, и пучок сонаправленных с ним

graph f(τ)

graph t(τ)

δ

τ

Рис. 2. Жирными линиями изображены траектории Tt, Tf , отрезками — векторы направления −V (t)
длины δ.
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Рис. 3. Жирной сплошной линией обозначена траектория Tt, жирной штриховой линией — траекто-
рия Tf , заштрихованные области — выпуклые множества G1 и G2.

лучей “освещает” часть Λi−1∪∆i траектории Tt. Обозначим ее через T b
t . Предлагается исполь-

зовать дугу
T b
f = T b

t − δ · b (4)

в качестве фрагмента траектории Tf . Наблюдатель fτ , отслеживая объект tτ , fτ+δb = tτ , дви-
жется по T b

f с постоянным вектором наблюдения b и постоянной скоростью Vf = Vt, вне зависи-
мости от наличия участков большой кривизны и угловых точек дуги ∆i. В этом преимущество
дуги (4) перед другими. Однако следует отметить, что после преодоления дуги ∆i наблюда-
тель выходит к отрезку [ ti, ti+1] в позицию f i позади объекта t = ti (см. левую часть рис. 3 при
i = 1). Такая позиция выгодна для наблюдателя, когда дуга ∆i+1 имеет малую кривизну и он

может следовать за объектом сперва по отрезку Λi и далее по дуге
{
f = t−δ ·

Vt

|Vt|
: t ∈ ∆i+1

}
.

4. Рассмотрим задачу наблюдения за объектом, движущимся по отрезку [ t, t ] = [ ti, ti+1] из
совокупности (2), после преодоления дуги (4) в предположении, что дуга ∆i+1 имеет большую
кривизну. Пусть выполняются условия

min
{
‖g − g′‖ : g ∈ Gi, g′ ∈ Gi+1

}
≥ δ, (5)

∥∥ ti+1 − ti
∥∥ > 2δ. (6)

Определим ортогональную систему координат (x, y) с началом в точке
ti + ti+1

2
и осью абс-

цисс ti, ti+1 (рис. 3 для случая i = 1). Пусть с использованием дуги ∆i, предшествующей отрез-

ку [ ti, ti+1], построена дуга T b
f = T bi

f,i = ∆i − biδ ⊂ Tf . Двигаясь по этой дуге, наблюдатель fτ ,

следя за объектом tτ ∈ ∆i, приходит в точку f i = ti − biδ, а объект одновременно приходит в
точку ti. Затем в момент τ объект tτ прибывает в точку t2 = ti + biδ, а наблюдатель fτ — в
точку f2 = ti, расположенную позади t2. Следующая задача наблюдателя — обогнать объект:
соблюдая дистанцию ‖fτ − tτ‖ = δ, из точки ti прибыть в точку ti+1 + δbi = f

i+1
в момент

достижения объектом точки ti+1, с тем чтобы далее двигаться по траектории T −bi
f,i+1

. Для это-
го требуется найти непрерывную вектор-функцию F (s) = (x(s), y(s)) (см. рис. 4) такую, что
‖F (s)− (s, 0)‖ = δ и угол A(s) между вектором F (s)− s и осью абсцисс убывает от 180◦ до 0◦

при увеличении s от x0 до X. В результате вектор ti−f i наблюдения за объектом tτ в момент τ

из точки f i переходит в вектор ti+1 − f
i+1

наблюдения за tτ из точки f
i+1

. Пространство для

такого перехода обеспечивают условия (5), (6). Скорость движения наблюдателя выражается

формулой (8). Приведем два примера построения дуги f̂3, f
2

траектории Tf .
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Рис. 4. Отрезками [s, F (s)] обозначены векторы наблюдения.

П р и м е р 1. Пусть i = 1. Зададим Y > 0, и пусть X — координата точки t2 = (X, 0).

Для точки (s, 0), s ≥ 0, определим число ys = Y −
Y

X
s, ys ≥ 0, и на луче с вершиной (0,−ys),

содержащем точку (s, 0), отметим точку F (s) такую, что (s, 0) ∈ [(0,−ys), F (s)] и ‖(s, 0) −
F (s)‖ = δ (см. рис. 3). Пусть T — объединение дуги {F (s) : 0 ≤ s ≤ X} с ее симметричным
образом {F (−s)}. Обозначив через f3 точку из T ∩ ∂G1 с максимальной абсциссой, найдем
точку t3 = (x0, 0) на оси абсцисс такую, что ‖f3 − t3‖ = δ. Пусть число y0 > 0 таково, что
t3 ∈ [f3, (0,−y0)]. Положим

Tf =
(
f̂2, f3 ⊂ ∂G1

)
∪
{
F (s) : (s, 0) ∈ [t3, t2]

}
(7)

и

Y =
y0X

X − x0
.

Дуга {F (s) : 0 ≤ s ≤ X} через числовой параметр s выражается в виде

x(s) = s
(
1 +

δ

D

)
, y(s) = δ

(
Y − Y

X s
)

D
,

где D =
[
s2 +

(
Y −

Y

X
s
)2]1/2

, а скорость движения наблюдателя по ней имеет вид

[x′(s)2 + y′(s)2]1/2 (8)

на участке f̂3, f
2
.

П р и м е р 2. Пусть i = 1. Далее предлагается способ построения кусочно-линейной

дуги f̂3, f
2

траектории наблюдателя, обеспечивающий возможно малую скорость движения

наблюдателя и позволяющий следить за объектом tτ ∈ [ t1, t2]. Зададим число γ > 1. На-
помним, что f2 = t1, f

2
— точка на оси абсцисс, для которой ‖f

2
− t2‖ = δ, t2 ∈ [0, f

2
], а

точка t2 ∈ [ t1, 0] такова, что ‖ t1 − t2‖ = δ. Точки t3 ∈ [t2, 0] и f3 ∈ ∂G1 определены так,

что |f̂2, f3| = γ‖t2 − t3‖. Разобьем отрезок [t3, t2] (рис. 5) равномерной сеткой узлов ti на
частичные отрезки ∆i = [ti−1, ti], i = 1, . . . , k. На каждом отрезке ∆i последовательно, начи-
ная с i = 4, построим параллелограмм с основанием длины |∆| = |∆i|, боковыми сторонами
[ti−1, f i−1], [ti, gi] длины δ, отметим точку f i такую, что

‖f i−1 − f i‖ = γ · |∆|, ‖ti − f i‖ = δ, (9)

и обозначим через Ai = Ai(δ, γ) угол между векторами gi − ti, f i − ti. Легко устанавливаются
(см. рис. 5(a) и 5(b)) следующие утверждения.

Лемма 1. Для любого i справедливы утверждения:
Ai(δ, γ) < Ai(δ, γ′) при γ < γ′;
Ai(δ′, γ) < Ai(δ, γ) при δ < δ′;
Ai(δ, γ) > 0 при γ > 1.
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На рис. 5 вверху жирной штриховой линией изображена дуга f̂2, f
2

траектории Tf и отрезки [ti, f i].

Рис. 5(a) иллюстрирует п. 1 леммы 1; рис. 5(b) иллюстрирует п. 2 леммы 1; на рис. 5(c) стрелками

изображены векторы t(f)− f наблюдения.

Лемма 2. Для любой f ∈ [f i−1, f i] существует единственная точка (см. рис. 5)

t = t(f) ∈ [ti−1, ti], ‖f − t(f)‖ = δ (10)

такая, что отображение f → t(f) непрерывно и сохраняет порядок на отрезках

[f i−1, f i] → [ti−1, ti].

Далее обратное к (10) отображение будем обозначать через f = f(t).
Заметим, что условие равномерности сетки {ti} введено лишь ради простоты. Так, в ряду

построенных четырехугольников (рис. 5) последними могут быть [ti−1, f i−1, f i, ti] и [ti, f i, f
2
, t2]

(рис. 5(c)), где угол между вектором f i− ti и осью абсцисс менее 45◦, а ̂f i−1, f i — дуга окруж-
ности с центром на луче f i−1+λ(ti−1− f i−1) (λ > 0). В этом случае легко установить взаимно
однозначное соответствие f → t(f) между отрезками [f i, f

2
], [ti, t2].

С помощью леммы 1 устанавливается, что угол между вектором f i−ti и осью абсцисс убы-
вает с ростом i и в некоторой точке t = tγ ломаная

⋃
i
[f i−1, fi] пересекает ось абсцисс, при этом

ломаная непрерывно зависит от γ. Пусть t = t(γ) — ближайшая к началу координат справа
точка пересечения tγ . Поскольку угол Ai(δ, γ) — непрерывная монотонная функция от γ, то

найдется единственное значение γ∗, при котором tγ∗ = f
2
. Далее пары: дуга f̂2, f3 с отрез-

ком [t2, t3], пары [ti−1, ti], [f i−1, f i] построены с использованием числа γ∗. Лемма 2 позволяет



Объект, обходящий выпуклые множества, и траектория наблюдателя в R2 71

установить взаимно однозначное соответствие t = t(f) точек отрезков [ti−1, ti], [f i−1, f i], и
наблюдатель может следить (в направлении вектора t(f) − f) за объектом, движущемуся по
отрезку [ti−1, ti]. Константа γ∗ зависит от длины |∆| = |∆i| частичных отрезков, она выража-
ет среднюю скорость движения наблюдения по отрезку [f i−1, f i] (см. (9)). Отметим, что при
уменьшении величины |∆| средняя скорость движения наблюдателя приближается к величине
maxVf .

Найдем производную отображения f = f(t) в произвольной точке t∗ ∈ (ti, ti+1). Пусть
t ∈ (t∗, t

i+1), [t, f ′] — вспомогательный отрезок длины δ, параллельный отрезку [t∗, f∗], f∗ =

f(t∗), точка f ∈ [f i, f i+1] такова, что прямая f ′, f ортогональна отрезку [t, f ′] (см. рис. 6),
f∗ ∈ f∗, f ′, и отрезок [f∗, f i+1] параллелен отрезку [f ′, f ]. Пусть угол между отрезком [f i, f i+1]
с осью абсцисс острый. Имеем ‖f − f‖ = o (‖f ′ − f‖) (t → t∗) и

‖f∗ − f‖

‖t∗ − t‖
=

‖f∗ − f‖

‖f∗ − f ′‖
=

‖f∗ − f‖ − ‖f − f‖

‖f∗ − f ′‖
. (11)

При t → t∗ треугольник с вершинами f∗, f ′ = f ′
t , f = f t “сжимается” к вершине f∗, со-

храняя свойство взаимного подобия, поэтому отношение
‖f ′ − f‖

‖f∗ − f ′‖
не зависит от t. Отсюда с

учетом (11) следует

Лемма 3. Для любого t∗ ∈ (ti, ti+1) справедливо равенство

d f(t)

d t

∣∣∣
t=t∗

=
‖f∗ − f i+1‖

‖f∗ − f∗‖
.

ti

δ

δ

δδ
δ

f i

f∗ f ′

f∗

f

f i+1
f

ti+1tt∗

Рис. 6. Штриховыми линиями отмечены фрагмент [f i, f i+1] траектории Tf и боковые стороны
[ti, f i], [ti+1, f i+1] четырехугольника tif if i+1ti+1, [f∗, f

∗] — вспомогательный отрезок, параллельный
оси абсцисс.

Теперь рассмотрим задачу слежения за объектом, переходящим с отрезка [ ti, ti+1] на ду-

гу ̂ti+1, ti+1, на примере i = 1. Если дуга ∆2 имеет малую кривизну и t2 ∈ [t1, f
2
] (т. е. f

2

расположены “впереди” объекта t2), то наблюдателю выгодно двигаться по траектории

fτ = tτ + δ
Vt(tτ )

|Vt(tτ )|
, tτ ∈ ∆2,

и далее по отрезку Λ2 впереди t. Если кривизна дуги ∆2 велика, то велик и угол между

векторами b2 =
V (t2)

|Vt|
, b3 =

V (t3)

|Vt|
. Пусть f2,3 — точка пересечения дуг ∆2 + b2, ∆2 − b3.

Объединение их фрагментов (рис. 7) T −b2
f = f̂

2
, f2,3, T b3

f = ̂f2,3, (t2 − b3) обозначим через

T −b2,b3
f . Легко установить взаимно однозначное соответствие между дугами ∆2 и T −b2,b3

f такое,
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t2

t2 + b2 = f
2

T −b2
f

f2,3 T b3
f

t2 − b3

t2

t3

G3

b3

b2 G2

∆2

Рис. 7. Жирной линией обозначена траектория объекта, штриховой линией — траектория наблюдателя.

что при движении объекта tτ по ∆2 его образ fτ движется по дуге T −b2,b3
f с меньшей, чем Vt,

скоростью.

5. Построим траекторию T ∗
f движения наблюдателя fτ , следящего за равномерно двига-

ющимся по траектории Tt объектом tτ . Ради простоты положим |Vt| = 1. Обозначим через
W (∆i) максимум величины скорости наблюдателя

f = t+ δ · V (t), (12)

отслеживающего движение объекта по дуге ∆i; W (Λi) — наименьший из максимумов вели-
чины скоростей движения наблюдателя по дугам слежения за объектом, преодолевающим
отрезок Λi, приведенным в примерах 1, 2.

Для построения траектории Tf вычислим величины

W (∆i), i = 1, . . . , k; W (Λi), i = 1, . . . , k − 1,

используя (3), (8), (10), (11). На нулевом шаге наблюдатель (11), стартуя в точке f∗ = t∗ +
δ · Vt(0), движется до встречи с дугой ∆1. На первом шаге наблюдатель следит за движением
объекта на объединении ∆1 ∪ Λ1. Имеем два случая

W (∆1) ≥ W (Λ1), W (∆1) < W (Λ1).

В первом случае наблюдатель fτ , отслеживая двигающийся по ∆1 объект tτ , должен просле-

довать по дуге T b1
f,1 со скоростью Vt, где b1 =

t2 − t1

‖t2 − t1‖
, а далее он выбирает одну из дуг (см.

примеры 1,2 ) с меньшей величиной W (Λ1), с которой он следит за tτ ∈ Λ1. Во втором случае
наблюдатель следует по дуге {f = t+ δ · V (t) : t ∈ ∆1 ∪ Λ1}

W (∆1 ∪ Λ1) = min
{
W (∆1),W (Λ1)

}
,

и первый шаг завершают объект в точке t2, а наблюдатель — в точке f
2
= t2 + δ · b1. Такая

позиция tλ и fλ выгодна наблюдателю. Второй шаг алгоритма отличается от первого лишь тем,
что наблюдатель вместо дуги T b1

f,1 использует дугу T −b1,b2
f,2 . Следующие шаги выполняются по

аналогии с первым. Построенную траекторию наблюдателя обозначим через T ∗
f . Имеет место

Теорема. Пусть упорядоченный набор выпуклых попарно не пересекающихся множеств Gi

(i = 1, . . . , k) удовлетворяет условиям:

— соседние множества G1, Gi+1 разделяются прямой ti, ti+1;
— угол между векторами скорости V (ti), V (ti) не превосходит π.



Объект, обходящий выпуклые множества, и траектория наблюдателя в R2 73

Тогда для двигающегося по траектории T ∗
f наблюдателя, отслеживающего объект, ко-

торый преодолевает кратчайшую траекторию Tt с постоянной скоростью Vt, максимум

W (∆i ∪ Λi) величины скорости Vf удовлетворяет равенству

W (∆i ∪ Λi) = min{W (∆i),W (Λi)}, i = 1, . . . , k.

З а м е ч а н и е. Для характеристики качества траектории наблюдателя f , следящего за
движением объекта t на частичных отрезках, вместо максимума величины скорости наблюда-
теля можно использовать среднюю скорость (9) наблюдателя.
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