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В данной работе рассматриваются сетевая задача размещения с ограничениями на объемы произ-
водства предприятий (CFLP) и ее однородный вариант (UCFLP), в котором объемы производства всех
предприятий одинаковые. Мы показываем, что UCFLP на звезде решается за линейное время, если в
одной вершине графа не могут одновременно находиться предприятие и клиент, и NP-трудна, если в
каждой вершине могут находиться и предприятие, и клиент. Известно, что задача UCFLP на цепи поли-
номиально разрешима, мы улучшаем известную схему динамического программирования для этой задачи
до оценки O(m2n2), где m — количество предприятий, n — количество клиентов. Для CFLP на цепи мы
предлагаем псевдополиномиальный алгоритм ее решения на основе подхода из работы Мирчандани и др.
(1996) с улучшенной временной сложностью O(mB), где B — суммарный спрос клиентов.
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1. Введение

Простейшая задача размещения или задача размещения с неограниченными объемами про-
изводства (Uncapacitated Facility Location Problem, UFLP) — это классическая оптимизацион-
ная задача для определения оптимального расположения предприятий или складов. Она имеет
большое количество применений в логистике, телекоммуникациях, здравоохранении, планиро-
вании устойчивых систем, кластеризации, компьютерном зрении и т. д. Для детального обзора
рекомендуем заинтересовавшемуся читателю работы [5; 18; 20; 27; 30; 31].

В задаче UFLP дано множество из n клиентов, каждый из которых имеет спрос в произво-
димом продукте, и множество из m предприятий, производящих продукт. Заданы стоимости
открытия предприятий и транспортные расходы по доставке единицы продукта от каждого
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предприятия к каждому клиенту. Задача состоит в том, чтобы определить, какие предприя-
тия нужно открыть, чтобы суммарные затраты по открытию предприятий и транспортировке
продукта были минимальными. Известно, что эта задача NP-трудна в сильном смысле, так к
ней сводится задача о покрытии множества [17; 21].

В литературе большое внимание уделено сетевой задаче UFLP, в которой клиенты и пред-
приятия находятся в вершинах реберно-взвешенного графа, и транспортные расходы опреде-
ляются согласно кратчайшим длинам путей доставки. В случае полных графов эта задача
совпадает с метрической. Известно, что сетевая задача UFLP остается NP-трудной в сильном
смысле даже на планарной решетке [12]. Тем не менее на дереве UFLP полиномиально раз-
решима: Трубин [10] первым предложил для нее алгоритм со временем работы O(n3) (здесь
m = n), затем Гимади [8] был разработан подход, использующий технику связных областей
обслуживания, с трудоемкостью O(mn), позже Шах и Фарах-Колтон [31] предложили алго-
ритм со временем работы O(n log n) (m = n). Для задачи UFLP на цепи Хассин и Тамир [26]
предложили линейный алгоритм решения. В работе Агеева [1] было показано, что задача на
внешнепланарных графах решается за время O(mn3), позже в [9] был построен алгоритм
со временем работы O(mn2.5). Для задачи UFLP на последовательно-параллельных графах,
которые включают в себя внешнепланарные, были предложены алгоритмы с трудоемкостя-
ми O(n4) в [25] и O(m3n) в [2]. Следует отметить, что второй алгоритм построен для более
широкого класса задач и использует только существование оптимального решения со связ-
ными областями обслуживания. Для UFLP на частичном k-дереве известны полиномиальные
алгоритмы со временем работы O(mk+1n) [11] и O(nk+2) (m = n) [24].

Естественное обобщение классической UFLP — это задача размещения с ограничениями на
объемы производства (Capacitated Facility Location Problem, CFLP), в которой каждое пред-
приятие i имеет объем производства ai, что является ограничением сверху на количество
продукта, которое может произвести данное предприятие. Известно, что метрическая зада-
ча CFLP с единичными спросами на полном графе принадлежит классу APX [29] с лучшей
текущей оценкой точности приближенного алгоритма, равной 5 [16].

Если спросы клиентов неединичные, можно рассматривать постановку задачи CFLP с де-
лимыми спросами, где спрос клиента может быть обслужен несколькими предприятиями сов-
местно, и постановку с неделимыми спросами, где спрос клиента должен быть обслужен только
одним предприятием. Задача CFLP с неделимыми спросами является NP-трудной в сильном
смысле даже на графе с одной вершиной, если в ней могут находиться несколько клиентов и
предприятий, и даже в случае одинаковых объемов производства предприятий, поскольку к
ней сводится задача упаковки в контейнеры. Задача CFLP с делимыми спросами NP-трудна
на графе с одной вершиной, поскольку к ней сводится задача о рюкзаке, однако если объ-
емы производства предприятий одинаковы, известно, что задача полиномиально разрешима
на цепи [13]. Далее всюду под задачей CFLP мы будем понимать вариант задачи с делимыми
спросами.

На многих графах древесного вида задача CFLP с делимыми спросами может быть решена
за псевдополиномиальное время. Так, в работе [28] Мирчандани и др. предложили псевдопо-
линомиальный алгоритм решения этой задачи на цепи. При этом задача CFLP легко сводится
к задаче без ограничений на объемы производства предприятий, но с ограничениями на про-
пускные способности ребер: из каждой вершины vi, в которой находится предприятие с объе-
мом производства ai, можно перенести предприятие в новую вершину, связанную с vi ребром
нулевой стоимости с пропускной способностью ai. Для задачи размещения с ограничениями
на пропускные способности ребер и делимыми спросами существуют псевдополиномиальные
алгоритмы в случаях, когда граф является деревом [6], частичным 2-деревом [7], частичным
k-деревом [23] для любого фиксированного k или, что эквивалентно, в графах с древовидной
шириной, ограниченной k. Таким образом, на этих типах графов задача CFLP может быть
также решена за псевдополиномиальное время.

Если объемы производства предприятий одинаковы, то такая задача называется однород-
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ной задачей размещения с ограничениями на объемы производства предприятий (Uniform
Capacitated Facility Location Problem, UCFLP). Для метрического случая этой задачи с еди-
ничными спросами на данный момент лучшим приближенным алгоритмом является алгоритм
локального поиска из работы [15] с оценкой точности, равной 3, а с неединичными спросами эта
задача в плане построения эффективных приближенных алгоритмов, насколько нам известно,
не изучалась. Для задачи UCFLP на цепи в 2004 году Агеев в работе [13] предложил первый
полиномиальный алгоритм со временем работы O(m5n2+m3n3). Позже временная сложность
этого алгоритма была улучшена до O(m4n2) в работе [3] и до O(m3n2) в работе [22].

В данной работе мы исследуем сетевую задачу CFLP и ее однородный вариант UCFLP
на простейших частных случаях дерева — звезде и цепи. Отметим, что задача CFLP на цепи
имеет несколько практических приложений, например, размещение понижающих трансформа-
торов высоковольтной линии электропередач в сельской местности, создание областей отдыха
вдоль скоростного шоссе, составление расписаний поставок от ритейлера к домохозяйствам,
расположенным по соседству [28]. Мы уточняем сложностной статус задачи UCFLP и доказы-
ваем, что уже на звезде задача становится NP-трудной, если в каждой вершине графа могут
одновременно размещаться и предприятие, и клиент. С другой стороны, мы показываем, что
задача UCFLP, в которой в каждой вершине может находиться либо предприятие, либо клиент,
на звезде решается за линейное время, но NP-трудна на дереве. Для известного полиномиаль-
но разрешимого случая задачи UCFLP на цепи мы рассматриваем алгоритм динамического
программирования из работ [3; 13] и уменьшаем время его работы до O(m2n2), что является
лучшим возможным временем работы в рамках текущей схемы динамического программиро-
вания [3;13]. Для неоднородной задачи CFLP на цепи мы предлагаем модификацию известного
псевдополиномиального алгоритма Мирчандани и др. [28], улучшая таким образом время ра-
боты алгоритма с O

(
mBmin{amax, B}

)
до O(mB), где B =

∑
j bj — это суммарный спрос,

amax — максимальный объем производства предприятия.

Статья организована следующим образом. В разд. 2 мы приводим общую постановку за-
дачи, предварительные замечания и определения. Раздел 3 посвящен задаче UCFLP на звез-
де: в подразд. 3.1 приведено доказательство NP-трудности задачи UCFLP на звезде, если в
вершине звезды могут одновременно находиться предприятие и клиент; в подразд. 3.2 пред-
ложен жадный точный линейный алгоритм решения UCFLP на звезде для случая, когда в
каждой вершине звезды находится либо предприятие, либо клиент. В разд. 4 приводится алго-
ритм динамического программирования, решающий задачу UCFLP на цепи за время O(m2n2).
В разд. 5 показано, как решить задачу CFLP на цепи за время O(mB).

2. Постановка задачи и базовые обозначения

В сетевой задаче CFLP дан граф G = (V,E), где V — множество вершин графа, а E —
множество ребер. Заданы множество предприятий I = {1, . . . ,m} и мультимножество вершин
графа F = {v1, . . . , vm} ⊆ V , указывающее места, где эти предприятия могут быть открыты,
а также мультимножество клиентов J = {1, . . . , n} с множеством вершин, где они размещены
C = {u1, . . . , un} ⊆ V . Каждое предприятие i ∈ I имеет объем производства ai ∈ N ∪ {0} и
неотрицательную стоимость открытия fi. Каждый клиент j ∈ J имеет спрос bj ∈ N ∪ {0}.
Для каждого ребра e ∈ E известна стоимость ce транспортировки единицы продукта по это-
му ребру, а стоимость транспортировки единицы продукта из i-го предприятия j-му клиенту
определяется как gij =

∑
e∈Pij

ce, где Pij — это кратчайший путь в графе между предприяти-
ем i и клиентом j. В задаче требуется открыть подмножество предприятий S ⊆ I и обслужить
весь спрос клиентов так, чтобы суммарные затраты на открытие предприятий и транспор-
тировку продукта клиентам были минимальными. Без ограничения общности будем считать,
что

∑n
j=1 bj ≤

∑m
i=1 ai, иначе задача, очевидно, не имеет допустимых решений.

В терминах целочисленного линейного программирования сетевая задача CFLP может
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быть сформулирована следующим образом:

min
(∑

i∈S

fi +
∑

i∈S

∑

j∈J

gijxij

)
(2.1)

при ограничениях ∑

i∈S

xij = bj, j ∈ J, (2.2)

∑

j∈J

xij ≤ ai, i ∈ I, (2.3)

xij ∈ N ∪ {0}, i ∈ I, j ∈ J, (2.4)

где xij равно объему спроса клиента j, который обслуживается из предприятия i. Условия (2.2)
гарантируют, что спрос каждого клиента удовлетворен, в то время как уравнения (2.3) гово-
рят о том, что объем производства предприятия i не превышен. Наконец, соотношения (2.4)
означают, что спрос может делиться только на целочисленные части. Допустимое решение за-
дачи cо множеством открытых предприятий S и планом перевозок x = (xij) будем обозначать
через (S, x).

О п р е д е л е н и е 1. Пусть (S, x) — допустимое решение задачи (2.1)–(2.4). Будем гово-
рить, что i-е предприятие обслуживает j-го клиента, если xij > 0. Также будем говорить, что
i-е предприятие насыщенное, если

∑n
j=1 xij = a, и ненасыщенное, если 0 <

∑n
j=1 xij < a.

Отметим, что насыщенные и ненасыщенные предприятия обязательно открыты.

З а м е ч а н и е 1. Для сетевой задачи CFLP множество открытых предприятий S полно-
стью определяет стоимость решения, поскольку, зная S, оптимальный план перевозок x = (xij)
можно найти за полиномиальное время, например, решив соответствующую транспортную за-
дачу.

Задача с условием ai = a для любого i ∈ I называется однородной сетевой задачей разме-
щения с ограничениями на объемы производства предприятий. Эту задачу будем обозначать
как UCFLP.

3. Задача UCFLP на звезде

Этот раздел посвящен задаче UCFLP, в которой входной граф является звездой, т. е. част-
ным случаем дерева, где одна (центральная) вершина может иметь любую степень, а все
остальные — висячие (имеют степень 1). Мы покажем, что задача UCFLP на звезде NP-
трудна в случае, когда в каждой вершине входного графа могут одновременно находиться
предприятие и клиент, а в случае, когда в каждой вершине графа находится либо предприя-
тие, либо клиент, NP-трудна на дереве, однако на звезде решается за линейное время.

3.1. Сложностной статус UCFLP на звезде

Теорема 1. Задача UCFLP, в которой в каждой вершине могут одновременно находить-

ся клиент и предприятие, NP-трудна даже в случае, когда входной граф является звездой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что соответствующая задача распознавания UCFLP
на звезде NP-полна, для чего сведем к ней известную NP-полную задачу о рюкзаке [21].
В задаче о рюкзаке дано множество элементов N = {1, . . . , n}, известны их размеры f1, . . . , fn ∈
N ∪ {0}, стоимости a1, . . . , an ∈ N ∪ {0}, заданы величины F,A ∈ N ∪ {0}, и спрашивается, су-
ществует ли подмножество S ⊆ N = {1, . . . , n} такое, что

∑

i∈S

fi ≤ F и
∑

i∈S

ai ≥ A. (3.1)
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Рис. 1. Внутри вершин указан их клиентский спрос, над вершинами — стоимость открытия предприя-
тия. Объемы производства всех предприятий равны a. У каждого ребра указана стоимость транспор-
тировки единицы продукта.

Без ограничения общности можно считать, что F <
∑n

i=1 fi.

Построим пример задачи распознавания UCFLP на звезде следующим образом (см. рис. 1).
Положим объемы производства всех предприятий равными a = maxi∈N ai + 1. Положим
γ = 2 ·

∑n
i=1 fi. Введем вершину p0, в которой находится клиент со спросом A, а стоимость

открытия предприятия в p0 равна 4γ · (A +
∑n

i=1 ai). Для каждого элемента i ∈ N введем
вершины pi и qi, соединим их ребрами с p0. Стоимость транспортировки единицы продукта по
ребру {p0, pi} положим равной γ, по ребру {p0, qi} — равной 2γ. В каждой вершине pi, i ∈ N ,
находится клиент со спросом a− ai, и может быть открыто предприятие со стоимостью fi. В
каждой вершине qi, i ∈ N , находится клиент со спросом ai, и может быть открыто предприятие
стоимости fi + 3γai. Ограничение на стоимость допустимого решения положим равным

F ′ = F +

n∑

i=1

fi + 3γ ·
n∑

i=1

ai + γ · A.

Покажем, что в построенном примере задачи UCFLP на звезде есть решение стоимости не
более F ′ тогда и только тогда, когда в задаче о рюкзаке есть решение, удовлетворяющее (3.1).

(⇐) Если в задаче о рюкзаке есть решение S, удовлетворяющее (3.1), в примере зада-
чи UCFLP на звезде откроем предприятия в вершинах pi для всех i ∈ N и предприятия в
вершинах qi для i ∈ S. Для каждого i ∈ N спрос клиента в pi обслуживается из вершины pi с
нулевыми транспортными расходами. Для каждого i ∈ N спрос клиента в вершине qi обслу-
живается из qi, если i ∈ S, с нулевыми транспортными расходами, и из pi иначе, с расходами
на транспортировку 3γ · ai. Спрос клиента в вершине p0 удовлетворяется из вершин pi, i ∈ S:
в каждом из этих предприятий после обслуживания клиента в pi осталось ai единиц продукта;
согласно (3.1) этого достаточно, чтобы совместно покрыть спрос в вершине p0 с суммарными
транспортными расходами γ · A. Общая стоимость такого решения с учетом (3.1):

∑

i∈S

(fi + 3γai) +
n∑

i=1

fi + 3γ ·
∑

i 6∈S

ai + γ · A =
∑

i∈S

fi +
n∑

i=1

fi + 3γ ·
n∑

i=1

ai + γ · A ≤ F ′.

(⇒) Заметим, что в любом допустимом решении примера UCFLP на звезде стоимости не
более F ′ предприятие в вершине p0 не будет открыто, и транспортные затраты на обслужи-
вание клиента в p0 составят не менее γ · A. Затраты на клиента в qi составят не менее 3γ · ai,
поскольку, если клиент в qi обслуживается из qi, то величина 3γ · ai платится при открытии
предприятия в qi, иначе транспортные расходы на обслуживание спроса в qi составят не ме-
нее 3γ · ai. Также заметим, что если клиенту в pi со спросом a − ai ≥ 1 хотя бы единица
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продукта доставляется не из вершины pi, транспортные расходы на это составят не менее 2γ,
и нижняя оценка на стоимость решения превысит F ′:

γ · A+ 3γ ·
n∑

i=1

ai + 2γ = γ · A+ 3γ ·
n∑

i=1

ai + 4
n∑

i=1

fi > F ′.

Значит, в решении стоимости не более F ′ в каждой вершине pi, i ∈ N , должно быть открыто
предприятие, которое полностью обслужит спрос находящегося в ней клиента. Поскольку сум-
марно объемы производства предприятий из pi, i ∈ N , покрывают лишь a · n единиц спроса,
а общий спрос в примере равен a · n + A, в решении должны быть открыты предприятия в
вершинах qi, i ∈ S, для некоторого S ⊆ N . Предположим, что из вершины qi, i ∈ S, достав-
ляется хотя бы единица продукта в вершину p0 или в вершину qj, j 6= i. В первом случае
нижняя оценка на транспортные расходы по обслуживанию спроса в p0 составит γ(A−1)+2γ.
Первое слагаемое означает, что для удовлетворения спроса в p0 не хватает единицы продукта,
а второе есть стоимость ее доставки из qi. Во втором случае затраты на клиента в qj составят
не менее 3γ(ai− 1)+4γ. Здесь аналогично первое слагаемое означает, что для удовлетворения
спроса в qj не хватает единицы продукта, а второе есть стоимость ее доставки из qi. В любом
случае нижняя оценка на стоимость решения с учетом необходимости открытия предприятий
во всех pi, i ∈ N , снова превысит F ′:

n∑

i=1

fi + γ · A+ 3γ ·
n∑

i=1

ai + γ = 3
n∑

i=1

fi + γ · A+ 3γ ·
n∑

i=1

ai > F ′.

Таким образом, из вершины qi в допустимом решении стоимости не более F ′ может обслужи-
ваться только клиент из qi. Поскольку суммарное используемое предложение должно покры-
вать суммарный спрос, для решения должно выполняться a · n +

∑
i∈S ai ≥ a · n + A, и, по

крайней мере,

∑

i∈S

fi +

n∑

i=1

fi + γ · A+ 3γ ·
n∑

i=1

ai ≤ F ′ = F +

n∑

i=1

fi + γ · A+ 3γ ·
n∑

i=1

ai,

откуда следует, что
∑

i∈S ai ≥ A и
∑

i∈S fi ≤ F , а значит, S — допустимое решение задачи о
рюкзаке (3.1).

Теорема доказана.

Здесь следует отметить, что вариант задачи UCFLP на звезде, в котором в каждой вершине
входного графа может располагаться либо предприятие, либо клиент, решается за линейное
время, и мы покажем это в разд. 3.2. При этом легко увидеть, что в такой постановке задача
тем не менее будет NP-трудной на дереве: достаточно в примере из теоремы 1 каждую вер-
шину pi (qi), i ∈ N , соединить ребром нулевой стоимости с новой вершиной p′i (q′i) и перенести
в новую вершину предприятие.

Следствие 1. Задача UCFLP, в которой в каждой вершине может находиться либо

клиент, либо предприятие, NP-трудна на дереве.

3.2. Линейный алгоритм решения задачи UCFLP на звезде, если в каж-

дой вершине может находиться либо предприятие, либо клиент

Введем необходимые обозначения. Пусть граф G = (V,E) — звезда с центральной вер-
шиной u0, висячими вершинами {v1, v2, . . . , vm} = F , в которых расположены предприятия
со стоимостями открытия f1, . . . , fm, и висячими вершинами {u1, u2, . . . , un} = C, в которых
находятся клиенты со спросами b1, . . . , bn. Без ограничения общности можем считать, что в
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центральной вершине нет ни клиентов, ни предприятий, иначе всегда можно вынести предпри-
ятие или клиента из u0 в отдельную висячую вершину, соединенную с u0 ребром нулевой сто-
имости. Стоимости транспортировки единицы продукта обозначим через ci для ребер {u0, vi},
i = 1, . . . ,m, и cj+m для ребер {u0, uj}, j = 1, . . . , n. Через Φ(S) будем обозначать значение
целевой функции (2.1) для допустимого решения, определяемого набором открытых предпри-
ятий S.

Лемма 1. Задача UCFLP на звезде, где в каждой вершине графа может находиться либо

клиент, либо предприятие, за полиномиальное время сводится к задаче UCFLP на звезде, в

которой единственный клиент со спросом B =
∑n

j=1 bj находится в центральной вершине,

а предприятия могут быть открыты только в висячих вершинах.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (S, x) — допустимое решение исходной задачи. Его стои-
мость равна

∑

i∈S

fi +
∑

i∈S

n∑

j=1

(ci + cm+j)xij =
∑

i∈S

fi +
∑

i∈S

ci

n∑

j=1

xij +
n∑

j=1

cm+jbj =
∑

i∈S

fi +
∑

i∈S

ciyi +D,

где D =
∑n

j=1 bjcm+j — константа, а переменные yi =
∑n

j=1 xij соответствуют количеству
продукта, доставленного из предприятия в вершине vi в центральную вершину u0. При этом
из ограничений ∑

i∈S

xij = bj , 1 ≤ j ≤ n, и
∑

j∈J

xij ≤ ai, 1 ≤ i ≤ m,

следует ∑

i∈S

yi = B и yi ≤ ai, 1 ≤ i ≤ m.

Таким образом, (S, y) — допустимое решение задачи UCFLP на звезде, в которой единствен-
ный клиент со спросом B =

∑n
j=1 bj находится в центральной вершине, а предприятия могут

быть открыты только в висячих вершинах. Стоимость решения (S, y) отличается от стоимо-
сти решения (S, x) исходной задачи на константу, и оптимум в обоих случаях достигается на
одном и том же наборе открытых предприятий S, который согласно замечанию 1 определяет
решение обеих задач.

Лемма доказана.

Лемма 2. Для задачи UCFLP на звезде, в которой в каждой вершине может находить-

ся либо клиент, либо предприятие, существует оптимальное решение, в котором открыто

не более одного ненасыщенного предприятия.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, найдутся предприятия i и k такие, что∑n
j=1 xij < a и

∑n
j=1 xkj < a, тогда их вклад в стоимость решения составит fi + ci

∑n
j=1 xij +

fk + ck
∑n

j=1 xkj. Не ограничивая общности, полагаем, что ck ≥ ci, тогда решение, в котором i
насыщенное, а k обслуживает (

∑n
j=1 xkj − (a−

∑n
j=1 xij)) единиц спроса, не хуже:

fi + cia+ fk + ck(

n∑

j=1

xkj − (a−
n∑

j=1

xij)) = fi + ci

n∑

j=1

xij + ci(a−
n∑

j=1

xij) + fk + ck

n∑

j=1

xkj

− ck(a−
n∑

j=1

xij) ≤ fi + ci

n∑

j=1

xij + fk + ck

n∑

j=1

xkj.

Таким образом, можно считать, что в оптимальном решении содержится не более одного нена-
сыщенного предприятия, а остальные открытые предприятия насыщенные.

Лемма доказана.
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Далее мы будем использовать следующий факт. В произвольном массиве из m элементов k-
й по неубыванию элемент может быть найден за время O(m) [19]. Описание соответствующего
алгоритма из работы [19] представлено также в монографии [4, гл. 3.6, алгоритм 3.6].

Теперь приведем описание линейного по времени жадного алгоритма A для задачи UCFLP
на звезде, в которой в каждой вершине может находиться либо клиент, либо предприятие.

Описание алгоритма A

Ш а г 0. Положим B =
∑n

j=1 bj. Всех клиентов из висячих вершин {u1, . . . , un} пере-
местим в центральную вершину u0 и будем рассматривать их как единственного клиента со
спросом B.

Ш а г 1. Положим k = ⌈B/a⌉. Построим множество S, состоящее из первых k предприя-
тий с наименьшими значениями величины hi = fi+cia, i = 1, . . . ,m. Для этого алгоритмом 3.6
из [4] найдем k-е по неубыванию величины hi предприятие ik и добавим его в S. Внесем в S
все предприятия i такие, что hi < hik , и затем, пока в S не наберется k элементов, добавим
в S предприятия i, для которых hi = hik . Положим b = ak − B. Если b = 0, считаем все
предприятия в S насыщенными и перейдем к шагу 3, иначе перейдем к шагу 2.

Ш а г 2. Найдем оптимальный набор открытых предприятий с единственным ненасы-
щенным предприятием i∗, обслуживающим оставшийся спрос a− b, следующим образом. Для
каждого i = 1, . . . ,m рассмотрим набор предприятий Si с ненасыщенным предприятием i. Ес-
ли i /∈ S, в качестве насыщенных добавим в Si все предприятия из S \ {ik}, иначе в качестве
насыщенных добавим предприятия S \{i}. Обозначим H =

∑
i∈S hi, тогда затраты, связанные

с использованием предприятий Si, вычисляются как

Φi =

{
H − cib, если i ∈ S,

H − hik + fi + ci(a− b), если i /∈ S,

Найдем i∗ = argmin1≤i≤mΦi и положим S = Si∗ .

Ш а г 3. По найденному набору открытых предприятий S для каждого клиента j c нену-
левым спросом вычислим положительные значения плана перевозки xij. А именно, переупо-
рядочим предприятия так, чтобы первыми k предприятиями были предприятия из S и нена-
сыщенное предприятие, если оно есть в S, было k-м. Для каждого j = 1, . . . , n, вычислим
Bj = Bj−1 + bj при B0 = 0, i′j = ⌊Bj−1/a⌋ + 1, i′′j = ⌈Bj/a⌉ и найдем положительные значения
переменных xij:

xij =





bj, если i = i′j = i′′j ,

i′ja−Bj−1, если i = i′j < i′′j ,

Bj − (i′′j − 1)a, если i′j < i′′j = i,

a, если i′j < i < i′′j .

Вернем решение (S, x).

Утверждение 1. Трудоемкость алгоритма A равна O(m+ n).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Шаг 0 алгоритма выполняется за время O(n). На шаге 1 строит-
ся множество S, состоящее из первых k предприятий с наименьшими значениями величины hi.
Для этого, чтобы не тратить O(m logm) времени на сортировку, используется линейный алго-
ритм 3.6 из [4] для нахождения k-го по неубыванию величины hi предприятия ik, после чего
за время O(m) в S добавляются оставшиеся необходимые элементы. Шаг 2 выполняется сум-
марно за время O(m). На шаге 3 для каждого j = 1, . . . , n такого, что bj > 0, положительные
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значения принимают переменные xij при i ∈ [i′j , i
′′
j ], каждое значение xij вычисляется за O(1),

а общее число положительных переменных не превосходит

n∑

j=1

(i′′j − i′j + 1) =
n∑

j=1

(⌈Bj/a⌉ − (⌊Bj−1/a⌋+ 1) + 1) = ⌈Bn/a⌉+
n−1∑

j=1

(⌈Bj/a⌉ − ⌊Bj/a⌋) ≤ m+ n,

поскольку Bn = B ≤ ma. Таким образом, шаг 3 реализуется за время O(m+ n), и суммарная
трудоемкость алгоритма составляет O(m+ n).

Утверждение доказано.

Докажем корректность предложенного алгоритма.

Теорема 2. Алгоритм A находит оптимальное решение для UCFLP на звезде, если в

каждой вершине может находиться либо клиент, либо предприятие.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме 1 нам достаточно найти множество открытых
предприятий, считая, что в центральной вершине находится единственный клиент со спросом
B =

∑n
j=1 bj. Согласно лемме 2 существует оптимальное решение задачи, в котором среди от-

крытых предприятий S∗ содержится не более одного ненасыщенного. Если b = 0, то S∗ должно
состоять из k = B/a насыщенных предприятий. В этом случае построенное алгоритмом A на
шаге 1 множество открытых предприятий S оптимально, поскольку оно состоит из первых k
предприятий с наименьшими затратами hi = fi + cia.

Если b 6= 0, то S∗ должно содержать k− 1 насыщенное предприятие и одно ненасыщенное.
Пусть в оптимальном решении предприятие t ∈ S∗ единственное ненасыщенное. Тогда для
множества открытых предприятий S, построенного на шаге 2, верно

Φ(S) = Φ(Si∗) ≤ Φ(St) = D+
∑

i∈St\{t}

hi + ft + ct(a− b) ≤ D+
∑

i∈S∗\{t}

hi + ft + ct(a− b) = Φ(S∗),

где D =
∑n

j=1 cm+jbj — константа из леммы 1, а второе неравенство выполняется, поскольку
по построению в качестве насыщенных предприятий в St взяты первые k − 1 предприятий из
I\{t} с наименьшими затратами hi. Таким образом, решение, в котором открыты предприятия
из S, оптимально.

Поскольку можно считать, что все клиенты находятся в центральной вершине, стоимость
решения не зависит от того, какое из открытых предприятий обслуживает какого клиента.
Поэтому на шаге 3 при вычислении плана перевозки (xij) достаточно действовать “жадно”,
назначая значения неотрицательных xij согласно разбиению интервала длины B =

∑n
i=1 bj ,

составленного из интервалов с длинами, равными клиентским спросам bj > 0, на интерва-
лы, соответствующие предложению предприятий из S, длины a каждый, кроме, возможно,
последнего длины a− b.

Теорема доказана.

4. Точный полиномиальный алгоритм с улучшенной трудоемкостью

для задачи UCFLP на цепи

В этом разделе рассматривается задача UCFLP, когда входной граф является цепью, т. е.
связным графом, в котором каждая вершина, кроме концевых, имеет степень 2, а концевые —
степень 1.

4.1. Свойства оптимальных решений UCFLP на цепи

Приведем ключевые свойства оптимальных решений UCFLP на цепи, доказанные в рабо-
тах [3; 13], на которые опирается алгоритм динамического программирования для рассматри-
ваемой задачи.



Задача размещения на графах древесного вида 33

Будем считать, что в заданном графе-цепи G = (V,E) вершины, множество клиентов и
множество предприятий нумеруются слева направо вдоль цепи, так что клиент j ∈ J является
j-м клиентом по счету слева и находится в вершине uj , а предприятие i ∈ I является i-м по
счету слева и находится в вершине vi.

О п р е д е л е н и е 2. Сегментом предприятий [i′, i′′] будем называть подмножество
{i ∈ I | i′ ≤ i ≤ i′′} для любых 1 ≤ i′ ≤ i′′ ≤ m, а сегментом клиентов [j′, j′′] будем
называть подмножество {j ∈ J | j′ ≤ j ≤ j′′} для любых 1 ≤ j′ ≤ j′′ ≤ n.

Первое полезное свойство состоит в том, что существуют оптимальные решения для UCFLP
на цепи, в которых множество клиентов разбивается на непрерывные сегменты, и для каж-
дого сегмента [j′, j′′] существует одно открытое предприятие в решении, которое полностью
обслуживает клиентов в этом сегменте за исключением, возможно, только клиентов j′ и j′′.

Лемма 3 [3, лемма 1; 13]. Для задачи UCFLP на цепи существует оптимальное реше-

ние (S, x), удовлетворяющее следующему свойству :

(10) для любых i′, i′′ ∈ S, и j′, j′′ ∈ J , таких, что i′ < i′′ и j′ < j′′, либо xi′j′′ = 0, либо

xi′′j′ = 0.

Отметим, что свойство (10) верно и в случае произвольных объемов производства. Следу-
ющее важное свойство оптимальных решений UCFLP на цепи касается ненасыщенных пред-
приятий.

Лемма 4 [3, лемма 3; 13]. Задача UCFLP на цепи имеет оптимальное решение (S, x),
удовлетворяющее свойству (10) и следующему свойству :

(20) для любых ненасыщенных предприятий i′ и i′′ сегмент предприятий [i′, i′′] содержит

открытые предприятия i∗ и i∗∗ такие, что они не делят клиента, и не существует

открытых предприятий в сегменте [i∗ + 1, i∗∗ − 1].

4.2. Полиномиальный алгоритм решения UCFLP на цепи

Теперь опишем полиномиальный алгоритм динамического программирования [3; 13] для
задачи UCFLP на цепи, основанный на структурных свойствах (10) и (20), и покажем, как
улучшить его трудоемкость до O(m2n2).

Для любых i ∈ {0, 1, . . . ,m} и j ∈ {0, 1, . . . , n} пусть R(i, j) обозначает стоимость опти-
мального решения для подзадачи с первыми i предприятиями и первыми j клиентами. Сле-
довательно, значение R(m,n) — это стоимость оптимального решения изначальной UCFLP на
цепи. Оптимальное решение, удовлетворяющее свойствам (10) и (20), может быть найдено с
помощью следующей схемы динамического программирования:

R(i, 0) := 0, 0 ≤ i ≤ m, R(0, j) := +∞, 1 ≤ j ≤ n, (4.1)

для всех 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

R(i, j) = min
1≤i′≤i, 1≤j′≤j

{
R(i′ − 1, j′ − 1) +Qi′,i(j

′, j)
}
, (4.2)

где Qi′,i(j
′, j) — стоимость оптимального решения для примера с сегментом предприятий [i′, i],

1 ≤ i′ ≤ i ≤ m и сегментом клиентов [j′, j], 1 ≤ j′ ≤ j ≤ n, в котором не более одного
предприятия из [i′, i] ненасыщенно. В работе [3, разд. 3–4] было показано, как вычислить все
величины Qi′,i(j

′, j) суммарно за время O(m4n2). Далее мы приведем схему динамического
программирования для вычисления Qi′,i(j

′, j) из [3] и покажем, как можно более эффективно
вычислять величины Qi′,i(j

′, j) и составляющие их компоненты.
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Утверждение 2 [3, разд. 3].

Qi′,i′′(j
′, j′′) = min

1≤t≤r, i′≤i≤i′′

{
G̃L

i−1,t−1(j
′) + Sit(j

′, j′′) + G̃R
i+1,r−t(j

′′)
}
, (4.3)

где

r =
⌈
(bj′ + . . . + bj′′)/a

⌉
— оптимальное число предприятий для обслуживания спроса в сег-

менте [j′, j′′],
G̃L

i−1,t−1(j
′) — оптимальные затраты, связанные с открытием t − 1 насыщенных предпри-

ятий в сегменте [i′, i − 1] и обслуживанием спроса в размере a(t − 1) для первых клиентов

сегмента [j′, j′′],
G̃R

i+1,r−t(j
′′) — оптимальные затраты, связанные с открытием r − t насыщенных предприя-

тий в сегменте [i+1, i′′] и обслуживанием клиентского спроса в размере a(r−t) для последних

клиентов сегмента [j′, j′′],
Sit(j

′, j′′) — затраты, связанные с выбором предприятия i в качестве единственного, воз-

можно, ненасыщенного и t-го по счету открытого предприятия в [i′, i′′] и соответствую-

щими транспортными затратами на обслуживание оставшегося спроса в сегменте [j′, j′′].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что оптимально открыть r =
⌈
(bj′+. . .+bj′′)/a

⌉
пред-

приятий в сегменте [i′, i′′] для обслуживания спроса всех клиентов из [j′, j′′]. Таким образом,
идея вычисления Qi′,i(j

′, j) состоит в том чтобы определить, какие r предприятий в сегменте
[i′, i′′] открыть, и найти порядковый номер t одного ненасыщенного открытого предприятия.

Для наглядности удобно рассматривать отрезок прямой линии длины
∑j′′

j=j′ bj , который соот-
ветствует суммарному спросу сегмента клиентов [j′, j′′]. Наша задача — покрыть этот отрезок

множеством из (r−1) отрезков длины a и одного блока длины
∑j′′

j=j′ bj−(r−1)a. Тогда, двигая

по отрезку суммарного спроса блок длины
∑j′′

j=j′ bj − (r − 1)a, соответствующий, возможно,
ненасыщенному предприятию, мы сможем эффективно вычислить значение Qi′,i′′(j

′, j′′).

Введем дополнительные обозначения: Bj =
∑j

k=1 bk — общий спрос клиентов из сегмента

[1, j], 1 ≤ j ≤ n; Cij =
∑j

k=1 gikbk — транспортные затраты, связанные с удовлетворением
суммарного спроса клиентов из сегмента [1, j] с помощью i-го предприятия, где Ci0 = 0; r =
r(i′, i′′, j′, j′′) =

⌈
(Bj′′ − Bj′−1)/a

⌉
— количество предприятий, которые необходимо открыть в

сегменте [i′, i′′] для удовлетворения суммарного спроса сегмента клиентов [j′, j′′], при условии,
что [i′, i′′] является сегментом с не более одним ненасыщенным предприятием. Для простоты
записи мы будем опускать зависимость r от индексов i′, i′′, j′, j′′, когда из контекста понятно,
какие индексы имеются в виду.

Сначала покажем, как вычислить величины G̃L
i,t(j

′), 1 ≤ t ≤ i ≤ m. Найдем величины
ξi,t,j′, равные сумме транспортных затрат и стоимости открытия насыщенного предприятия
i ∈ [i′, i′′], при условии, что среди предприятий из [i′, i− 1] в точности (t− 1) открытых и все
они являются насыщенными (мы предполагаем, что t < r). Пересечение областей обслужива-
ния предприятия i с соседними открытыми предприятиями согласно лемме 4 происходит для
некоторых клиентов j∗t−1 и j∗t . Возможны следующие два случая.

1. j∗t−1 = j∗t . Тогда насыщенное предприятие i обслуживает только одного клиента j∗t и

ξi,t,j′ = fi + gij∗t a.

2. j∗t−1 < j∗t . В этом случае насыщенное предприятие i обслуживает весь спрос всех клиен-
тов из интервала (j∗t−1, j

∗
t ). Транспортные затраты на обслуживание этого интервала клиентов

равны
(Cij∗t −1 − Cij∗t−1

).

Транспортные затраты на обслуживание недостающей части спроса в j∗t−1 и возможной части
спроса j∗t , соответственно, равны

gij∗t−1

(
Bj∗t−1

−Bj′−1 − (t− 1)a
)

и gij∗t
(
ta− (Bj∗t −1 −Bj′−1)

)
.
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Таким образом, общие затраты составят

ξi,t,j′ = fi +
(
Cij∗t −1 − Cij∗t−1

)
+ gij∗t−1

(
Bj∗t−1

−Bj′−1 − (t− 1)a
)
+ gij∗t

(
ta− (Bj∗t −1 −Bj′−1)

)
.

Введем вспомогательное множество клиентов T = {j∗1 , . . . , j
∗
r−1} следующим образом:

Bj∗t −1 −Bj′−1 < ta ≤ Bj∗t
−Bj′−1, 1 ≤ t < r.

Если первые k открытых предприятий {i1, i2, . . . , ik}, k ≤ r, являются насыщенными, тогда по
определению T для любых s = 1, . . . , k− 1 либо пересечение областей обслуживания соседних
предприятий is и is+1 происходит на клиенте j∗s , либо, если области обслуживания не пере-
секаются, предприятие is обслуживает клиента j∗s , а предприятие is+1 обслуживает клиента
j∗s + 1 (клиент j∗s принадлежит сегменту [j′, j′′]).

Обозначим через GL
i,t(j

′) оптимальные транспортные затраты плюс затраты на открытие t
насыщенных предприятий из сегмента [i′, i], в ситуации, когда предприятие i открыто (мы
предполагаем, что |{i′, . . . , i}| = i−i′+1 ≥ t). Тогда для величин GL

i,t(j
′) и G̃L

i,t(j
′) выполняются

следующие рекуррентные соотношения:

GL
i,t(j

′) =

{
ξi,1,j′ , если t = 1,

ξi,t,j′ + G̃L
i−1,t−1(j

′), если 2 ≤ t ≤ i− i′ + 1,

G̃L
i,t(j

′) =





min
i′≤k≤i

GL
k,1(j

′) = min
i′≤k≤i

ξk,1,j′, если t = 1,

min
i′≤k≤i, (k−i′+1)>t

GL
k,t(j

′) = min
{
GL

i,t(j
′), G̃L

i−1,t(j
′)
}
, если 2 ≤ t ≤ i− i′ + 1.

Используя аналогичную схему, мы можем найти значения величин G̃R
i,t(j

′′) и GR
i,t(j

′′), кото-
рые соответствуют сумме транспортных затрат и затрат на открытие t насыщенных предпри-
ятий в сегменте [i, i′′]. Разница состоит в том, что в предыдущих рассуждениях открывались
насыщенные предприятия с левого конца сегмента [i′, i′′] и эти предприятия обслуживали неко-
торый сегмент клиентов [j′, js] ⊆ [j′, j′′]. Теперь мы рассматриваем открытые предприятия, на-
чиная с правого конца сегмента [i′, i′′], которые обслуживают сегмент клиентов [js, j

′′] ⊆ [j′, j′′].
Обозначим через ξ′i,t,j′′ транспортные затраты плюс затраты на открытие насыщенного пред-
приятия i ∈ [i′, i′′] при условии, что среди предприятий [i+ 1, i′′] в точности (t− 1) открытых
и все они насыщенные. Введем величины B′

j, T
′ = {j∗∗1 , . . . , j∗∗r−1}, аналогичные величинам Bj ,

T = {j∗1 , . . . , j
∗
r−1}. Легко увидеть, что их можно вычислить аналогичным способом:

B′
j =

n∑

k=j

bk, 1 ≤ j ≤ n, r =
⌈
(B′

j′ −B′
j′′+1)/a

⌉
,

T ′ = {j∗∗1 , . . . , j∗∗r−1} : B′
j∗∗t +1 −B′

j′′+1 < ta ≤ B′
j∗∗t

−B′
j′′+1, t = 1, . . . , r − 1,

ξ′i,t,j′′ = fi +
(
Cij∗∗t +1 − Cij∗∗t−1

)
+ gij∗∗t−1

(
B′

j∗∗t−1

−B′
j′′+1 − (t− 1)a

)
+ gij∗∗t

(
ta− (B′

j∗∗t +1 −B′
j′′+1)

)
.

Тогда величины GR
i,t(j

′′) и G̃R
i,t(j

′′) находятся согласно рекуррентным соотношениям

GR
i,t(j

′′) =

{
ξ′i,1,j′′ , если t = 1,

ξ′i,t,j′′ + G̃R
i+1,t−1(j

′′), если 2 ≤ t ≤ i′′ − i+ 1,

G̃R
i,t(j

′′) =





min
i≤k≤i′′

GR
k,1(j

′′) = min
i≤k≤i′′

ξ′k,1,j′′, если t = 1,

min
i≤k≤i′′, (i′′−k+1)>t

GR
k,t(j

′′) = min
{
GR

i,t(j
′′), G̃R

i+1,t(j
′′)
}
, если 2 ≤ t ≤ i′′ − i+ 1.
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Оставшиеся величины Sit(j
′, j′′) вычисляются с помощью следующей формулы, при усло-

вии что i− i′ + 1 ≥ t:

Sit(j
′, j′′) = fi + (Cij∗∗r−t−1 −Cij∗t−1

) + gij∗t−1
(Bj∗t−1

−Bj′−1 − (t− 1)a)

+ gij∗∗r−t
(B′

j∗∗r−t
−B′

j′′+1 − (r − t)a).

Теорема доказана.

Лемма 5. Вычисление всех значений G̃L
i,t(j

′), G̃R
i,t(j

′′) и Sit(j
′, j′′) может быть выполнено

за время O(m2n), O(m2n) и O(m2n2), соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вычисление всех значений Bj и B′
j требует O(n) времени, на-

хождение всех Cij может быть выполнено за время O(mn). Построение множеств T и T ′ для
каждого фиксированного j′ требует не более O(m) действий, следовательно, суммарно необхо-
димо O(mn) операций. Величины ξi,t,j′ и ξ′i,t,j′′ для всех индексов могут быть найдены за общее

время O(m2n). Зная значения ξi,t,j′ и ξ′i,t,j′′ , величины G̃L
i,t(j

′) и GL
i,t(j

′), G̃R
i,t(j

′′) и GR
i,t(j

′′) мож-

но последовательно вычислить за суммарное время O(m2n). Наконец, определение величин
Sit(j

′, j′′) для всех индексов i, t, j′, j′′, займет O(m2n2) времени.
Лемма доказана.

Теперь, на основе этих утверждений, мы можем доказать основной результат этого раздела.

Теорема 3. Задача UCFLP на цепи может быть решена за время O(m2n2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 5 следует, что все значения G̃L
i,t(j

′), G̃R
i,t(j

′′) и Sit(j
′, j′′)

могут быть найдены суммарно за время T1 = O(m2n2). Вычислим эти величины и введем
следующие обозначения для всех 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j′ ≤ j′′ ≤ n:

Q̃i(j
′, j′′) = min

1≤t≤r

{
G̃L

i−1,t−1(j
′) + Sit(j

′, j′′) + G̃R
i+1,r−t(j

′′)
}
. (4.4)

Отметим, что теперь требуется T2 = O(m2n2) времени для нахождения всех значений Q̃i(j
′, j′′).

С учетом соотношений (4.3) и (4.4) мы получаем следующую формулу для вычисления
Qi′,i′′(j

′, j′′):

Qi′,i′′(j
′, j′′) = min

i′≤i≤i′′
Q̃i(j

′, j′′) = min{Qi′,i′′−1(j
′, j′′); Q̃i(j

′, j′′)}.

Таким образом, зная все величины Q̃i(j
′, j′′) и предыдущее значение Qi′,i′′−1(j

′, j′′), можно
найти следующее значение Qi′,i′′(j

′, j′′) за константное время. Следовательно, вычисление
Qi′,i′′(j

′, j′′) для всех индексов 1 ≤ i′ ≤ i′′ ≤ m, 1 ≤ j′ ≤ j′′ ≤ n может быть выполнено
за время T3 = O(m2n2).

Окончательно из (4.1), (4.2) следует, что, зная все значения Qi′,i′′(j
′, j′′), нахождение всех

R(i, j) требует T4 = O(m2n2) времени. Таким образом, общая трудоемкость алгоритма оцени-
вается величиной T1 + T2 + T3 + T4 = O(m2n2).

Теорема доказана.

5. Точный псевдополиномиальный алгоритм с улучшенной трудоемкостью

для задачи CFLP на цепи

Из работы Мирчандани и др. [28] следует, что для задачи CFLP на цепи существует точ-
ный псевдополиномиальный алгоритм динамического программирования с трудоемкостью
O(mBmin{amax, B}), где amax = maxi∈I ai — максимальный объем производства предприя-
тия, B =

∑
j∈J bj — суммарный клиентский спрос. В этом разделе мы покажем, как можно

улучшить время работы этого алгоритма до O(mB).
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5.1. Алгоритм динамического программирования

Будем считать, что в заданном графе-цепи G = (V,E) множество вершин V = {1, . . . , nV },
и вершины нумеруются слева направо вдоль цепи. Также считаем, что предприятие i ∈ I =
{1, . . . ,m} является i-м по счету слева направо и находится в вершине vi ∈ F , а клиент j ∈
J = {1, . . . , n} является j-м клиентом по счету слева направо и находится в вершине uj ∈ C.
Если такая нумерация не задана, ее всегда можно найти за время O(|V | log |V |).

На предварительном шаге задача CFLP на цепи G = (V,E) с n клиентами за время
O(B + m) сводится к задаче CFLP на цепи G′ = (V ′, E′) с B =

∑
j∈C bj клиентами, имею-

щими единичные спросы. Для этого естественным образом каждая вершина ut, содержащая
клиента t со спросом bt > 1, заменяется подцепью из bt вершин, в каждой из которых нахо-
дится клиент с единичным спросом. Стоимости транспортировки единицы продукта по ребру
между последовательными клиентами такой подцепи полагаются равными нулю. В новой цепи
G′ = (V ′, E′) число вершин |V ′| = n′ ≤ m+B.

Пусть S(i, j) — оптимальное значение целевой функции подзадачи CFLP с единичными
спросами клиентов на цепи, в которой первые j клиентов цепи должны быть обслужены с
помощью первых i предприятий. Для каждой пары индексов k, j, 1 ≤ k < j ≤ B, обозначим
через wi(k, j) суммарные транспортные затраты, необходимые для обслуживания спросов всех
клиентов из интервала (k, j] предприятием i, т. е. wi(k, j) =

∑j
t=k+1 git. Тогда задача решается

с помощью схемы динамического программирования

S(i, 0) := 0, 0 ≤ i ≤ m, S(0, j) := H, 1 ≤ j ≤ B, (5.1)

для всех i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , B

S(i, j) = min
{
H, S(i− 1, j), fi + min

max{j−ai,1}≤k<j
{S(i − 1, k) + wi(k, j)}

}
, (5.2)

где H =
∑m

i=1 fi + B ·
∑

e∈E ce — достаточно большое число, отвечающее отсутствию допу-
стимого решения в соответствующей подзадаче. Если известны значения wi(k, j), таблица S
вычисляется за время O(mBmin{amax, B}), где amax — максимальный объем производства
предприятия [28]. Оптимум целевой функции задачи равен S(m,B), а само решение восстанав-
ливается обратным ходом алгоритма за время O(m), если хранить для каждого элемента (i, j)
таблицы индекс k, на котором достигается минимум в (5.2).

Покажем, как эффективно вычислять значения wi(k, j).

Лемма 6. После предварительных вычислений, требующих O(B+m) времени, значение

wi(k, j) может быть найдено за время O(1) для любых 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k < j ≤ B.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим частичные суммы

d(t) =
t∑

s=1

c(s−1,s), D(t) =
t∑

j=1

d(j)b′j и B(t) =
t∑

j=1

b′j

для всех t = 1, . . . , n′ ≤ B +m, где c(0,1) = 0 и

b′t =

{
1, если в вершине vt находится клиент,

0 иначе.

Эти суммы можно вычислить рекурсивно за время O(B +m). Тогда значения wi(k, j) вычис-
ляются следующим образом. Если vi < uk < uj, то

wi(k, j) =

j∑

t=k+1

git =

uj∑

t=uk+1

(d(t) − d(vi))b
′
t =

uj∑

t=uk+1

d(t)b′t −

uj∑

t=uk+1

d(vi)b
′
t

= D(uj)−D(uk)− d(vi)

uj∑

t=uk+1

b′t = D(uj)−D(uk)− d(vi)(B(uj)−B(uk)).
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Если uk < uj < vi, аналогично получим

wi(k, j) = D(uk)−D(uj) + d(vi)(B(uj)−B(uk)).

Если uk < vi < uj, то

wi(k, j) =

vi∑

t=uk+1

(d(vi)− d(t))b′t +

uj∑

t=vi+1

(d(t)− d(vi))b
′
t = −(D(vi)−D(uk)) + (D(uj)−D(vi))

+ d(vi)
( vi∑

t=uk+1

b′t −

uj∑

t=vi+1

b′t

)
= D(uk) +D(uj)− 2D(vi)− d(vi)(B(uk) +B(uj)− 2B(vi)).

Таким образом, зная значения d(t), D(t) и B(t) для каждого t = 1, . . . , n′, можно найти wi(k, j)
за время O(1).

Лемма доказана.

5.2. Улучшенный алгоритм для задачи CFLP на цепи

В этом разделе мы улучшим время работы алгоритма динамического программирова-
ния (5.1), (5.2) до O(mB). Будем последовательно вычислять строки таблицы S и покажем,
как, зная значения элементов в строке i − 1, вычислить строку i за время O(B). Для этого
нам понадобится алгоритм из [14, разд. 4], который находит минимальный элемент в каждом
столбце полностью монотонной α× β-матрицы суммарно за время O(α+ β).

О п р е д е л е н и е 3. α × β-матрица A с действительными элементами называется мо-

нотонной по столбцам, если для каждой пары столбцов с индексами j0 < j1 верно

i(j0) ≤ i(j1),

где i(j) — наименьший индекс строки i такой, что элемент A(i, j) равен минимальному значе-
нию в j-м столбце матрицы A. Матрица A называется полностью монотонной по столбцам,
если любая 2× 2 подматрица матрицы A монотонна по столбцам.

Отметим, что в работе [14] монотонность матрицы определялась в терминах позиции макси-
мального элемента в каждой строке, но все результаты можно легко адаптировать для нашего
случая, транспонировав матрицу и поменяв знаки соответствующих неравенств в алгоритме.

Утверждение 3 [14]. Пусть α×β-матрица A полностью монотонна по столбцам. Су-

ществует алгоритм [14, разд. 4], который находит минимальный элемент в каждом столб-

це матрицы A суммарно за время O(α+ β).

Рассмотрим i-ю строку S, заданную соотношением (5.2). Для вычисления каждого элемен-
та S(i, j), j = 1, . . . , B, необходимо найти min

1≤k≤B
Ai(k, j), где B × B-матрица Ai определяется

следующим образом:

Ai(k, j) =





S(i− 1, k) + wi(k, j), если max{j − ai, 1} ≤ k < j и S(i− 1, k) < H,

H +B − k если 1 ≤ k < j − ai и S(i− 1, k) < H,

H +B, иначе.

(5.3)

Здесь H =
∑m

i=1 fi + B ·
∑

e∈E ce — достаточно большое число, и H > S(i, k) для любых
i = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , B. Элементы Ai(k, j) ≥ H отвечают отсутствию допустимого реше-
ния соответствующей подзадачи, и их значения выбраны так, чтобы впоследствии матрица Ai

оказалась строго монотонной по столбцам. Отметим, что матрица Ai определена корректно:
элементы S(i− 1, k) известны после вычисления значений (i− 1)-й строки таблицы S, а каж-
дое значение wi(k, j) можно найти за время O(1) ввиду леммы 6. Зная минимальные элементы



Задача размещения на графах древесного вида 39







1

k

B

1 j B. . .. . .

...

...

Ai =

k < j − ai

k ≥ j

k >
i−1∑
s=1

as

Рис. 2. Схематичный рисунок матрицы Ai с выделенными серыми и белыми элементами.

в каждом столбце матрицы Ai, можно вычислить i-ю строку таблицы S за время O(B) со-
гласно (5.2). Покажем, что матрица Ai полностью монотонна по столбцам, тогда согласно
утверждению 3 алгоритм из [14] найдет минимальный элемент в каждом ее столбце суммарно
за время O(B).

Лемма 7. Для каждого 1 ≤ i ≤ m B × B-матрица Ai, определенная согласно (5.3), пол-

ностью монотонна по столбцам.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала покажем, что функции wi вогнуты, т. е. для каждого
i = 1, . . . ,m и любых 1 ≤ k0 < k1 ≤ j0 < j1 ≤ B

wi(k0, j0) + wi(k1, j1) ≤ wi(k0, j1) + wi(k1, j0). (5.4)

Действительно, по определению wi(k, j) =
∑j

t=k+1 gitbt, и тогда

wi(k0, j1)− wi(k0, j0) =

j1∑

t=k0+1

gitbt −

j0∑

t=k0+1

gitbt =

j1∑

t=j0+1

gitbt

=

j1∑

t=k1+1

gitbt −

j0∑

t=k1+1

gitbt = wi(k1, j1)− wi(k1, j0).

Назовем элемент матрицы Ai серым, если его значение не меньше H, и белым иначе. Та-
ким образом, серыми являются (см. рис. 2) элементы, лежащие не выше главной диагонали
матрицы, элементы верхнего правого угла (k < j−ai) и элементы, для которых S(i−1, k) ≥ H,
соответствующие случаю, когда для обслуживания первых k единиц спроса недостаточно объ-
емов производства первых (i− 1) предприятий, что эквивалентно k >

∑i−1
s=1 as.

Предположим, что матрица Ai, заданная (5.3), не полностью монотонна по столбцам, т. е.
существуют индексы k0 < k1 и j0 < j1 такие, что

Ai(k0, j0) > Ai(k1, j0) и Ai(k1, j1) ≥ Ai(k0, j1). (5.5)

Рассмотрим четыре возможных случая.

С л у ч а й 1: k1 ≥ j0. Заметим, что H + B ≥ Ai(k, j) для любых 1 ≤ k, j ≤ B и любых
i = 1, . . . ,m. Тогда Ai(k1, j0) = H +B ≥ Ai(k0, j0), что противоречит (5.5).

С л у ч а й 2: k0 < k1 < j0 < j1 и S(i − 1, k1) ≥ H. Снова получим Ai(k1, j0) = H + B ≥
Ai(k0, j0), что противоречит (5.5).

С л у ч а й 3: k0 < k1 < j0 < j1, S(i−1, k1) < H, и элемент Ai(k0, j1) серый. В этом случае
по определению (5.3) Ai(k0, j1) = H+(B−k0) > H+(B−k1) ≥ Ai(k1, j1), что противоречит (5.5).
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С л у ч а й 4: k0 < k1 < j0 < j1, S(i − 1, k1) < H, и элемент Ai(k0, j1) белый. Последнее
означает, что j1−ai ≤ k0 < j1, и тогда j0−ai ≤ j1−ai ≤ k0 < k1 < j0 < j1. Также заметим, что
из S(i−1, k1) < H следует S(i−1, k0) < H. Тогда согласно (5.3) элементы Ai(k0, j0), Ai(k1, j0),
Ai(k1, j1) тоже белые. А значит, сложив два неравенства из (5.5), мы получим

S(i− 1, j0) + wi(k0, j0) + S(i− 1, k1) + wi(k1, j1) = Ai(k0, j0) +Ai(k1, j1) > Ai(k1, j0) +Ai(k0, j1)

= S(i− 1, j0) + wi(k1, j0) + S(i− 1, j1) + wi(k0, j1),

откуда следует

wi(k0, j0) + wi(k1, j1) > wi(k1, j0) + wi(k0, j1),

что противоречит свойству вогнутости wi (5.4).

Следовательно, матрица Ai полностью монотонна по столбцам.

Лемма доказана.

Теорема 4. Задача CFLP на цепи может быть решена за время O(mB).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если суммировать вышесказанное, получим ускоренный алго-
ритм для задачи CFLP на цепи следующим образом. Сначала за время O(B + m) сведем
исходную задачу к задаче с единичными спросами. Затем вычислим суммы из леммы 6 за
время O(B +m), что позднее позволит находить любое значение wi(k, j) за O(1).

Далее, последовательно для каждого i = 1, . . . ,m находим i-ю строку таблицы S дина-
мического программирования (5.2). Для этого рассматриваем B × B-матрицу Ai, заданную
согласно (5.3), которая по лемме 7 полностью монотонна по столбцам, а значит, применив
к ней алгоритм из работы [14], за время O(B) найдем минимальные элементы в каждом ее
столбце. Отметим, что в алгоритме из [14] не требуется непосредственно создавать и хранить
B × B-массив для матрицы Ai, достаточно лишь иметь доступ к любому элементу Ai за вре-
мя O(1), что может быть сделано, поскольку проверка того, является элемент Ai серым или
белым требует O(1) времени, и вычисление значения белого элемента с учетом леммы 6 так-
же требует O(1) времени. Наконец, зная значения минимальных элементов каждого столбца
матрицы Ai, можно вычислить все элементы i-й строки S за время O(B) ввиду (5.2).

Поскольку в таблице S всего m строк, суммарная трудоемкость предлагаемого алгоритма
равна O(mB) +O(B +m) = O(mB).

Теорема доказана.

Заключение

В данной работе мы доказали, что задача UCFLP в случае, когда в каждой вершине могут
одновременно находиться предприятие и клиент, NP-трудна даже на звезде, а в случае, когда
в каждой вершине графа может находиться либо предприятие, либо клиент, NP-трудна на
дереве, однако на звезде решается за линейное время.

Известно, что оба указанных выше варианта задачи UCFLP на цепи решаются за вре-
мя O(m5n2+m3n3) [13]. Мы показали, как ускорить время работы алгоритма из [13] до O(m2n2),
что завершает цепочку улучшений трудоемкости этого алгоритма: O(m4n2) в работе [3] и
O(m3n2) в работе [22]. Поскольку схема динамического программирования (4.1)–(4.2) требует
вычисления элементов 4-мерной таблицы Q, потенциал ускорения данного алгоритма исчер-
пан, и для получения более быстрых алгоритмов решения этой задачи потребуется другой под-
ход. С другой стороны, было бы интересно изучить возможность обобщения этого алгоритма
для решения задачи UCFLP, в которой в каждой вершине графа находится либо предприятие,
либо клиент, на графе-гусенице, т. е. дереве, в котором все вершины находятся на расстоянии
не более одного ребра от центральной цепи.
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Наконец, для более общей неоднородной задачи CFLP на цепи, которая в этом случае
уже является NP-трудной, мы рассмотрели псевдополиномиальный алгоритм динамическо-
го программирования, предложенный Мирчандани и др. [28], и показали, как понизить его
трудоемкость с O(mBmin{amax, B}) до O(mB).
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