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Введение

Дифференциальные уравнения с малым (или большим) параметром появляются там, где
имеются неравномерные переходы от одних физических характеристик к другим. При иссле-
довании подобных задач возникают различные новые явления, поэтому методы их асимпто-
тического интегрирования разрабатываются отдельно для различных классов задач [1–4].
В связи с этим актуальность результатов исследований по данному направлению не вызывает
сомнений. Как нам известно, задачи с двойной сингулярностью, т. е. бисингулярно возмущен-
ные задачи, по сравнению с сингулярно возмущенными задачами, мало изучены. Как отмечено
в [4, гл. II, § 1; 5, гл. 7, § 28], в бисингулярных задачах одна особенность связана с сингулярной
зависимостью решения от малого параметра, а другая — с негладкостью членов асимптотики.
Мы исследуем бисингулярные задачи, в которых появляются еще дополнительные особенно-
сти, например, промежуточные или дополнительные (пограничный или внутренний) слои.

Новизна данной работы заключается в том, что для конкретной бисингулярной задачи по-
лучено достаточное условие существования промежуточного пограничного слоя. Оригиналь-
ный подход, суть которого в том, что вместо универсального метода согласования асимптоти-
ческих разложений, разработанного и успешно применяемого в научной школе А.М.Ильина,
используется метод вспомогательной функции, позволяет получить равномерное асимптоти-
ческое разложение для рассматриваемого класса задач с помощью более простой процедуры.
Кроме этого, в рассматриваемой задаче присутствуют два малых соподчиненных параметра,
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и авторы исследуют вопрос, при каких соотношениях этих параметров возникают дополни-
тельные асимптотические слои.

1. Постановка задачи

Для простоты рассмотрим задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравне-
ния первого порядка

εny′ε(x) + (xq(x) + εmp(x))yε(x) = f(x), x ∈ (0, T ], (1)

yε(0) = a, (2)

где 0 < ε << 1, n > m, n, m ∈ N, a — const, f, q, p ∈ C∞[0, T ], q0 = q(0) > 0, p0 = p(0) > 0,
q(x) > 0, p(x) > 0: x ∈ [0, T ], f (0)6=0, a yε(x) — искомая функция, зависящая от малого
параметра ε.

Решение начальной задачи существует, единственно и представимо в виде

yε(x) = y0e−
1

εn

∫ x

0
(sq(s)+εmp(s))ds+

1

εn
e−

1

εn

∫ x

0 (sq(s)+ εmp(s))ds

x
∫

0

f(ξ)e
1

εn

∫ ξ

0 (sq(s)+ εmp(s))dsdξ.

Требуется определить, при каких значениях параметров n и m появляется промежуточный
пограничный слой, и в этом случае построить равномерное асимптотическое приближение
решения начальной задачи (1), (2) на отрезке [0, T ], когда малый параметр стремится к нулю.

Для решения поставленной задачи сначала приведем достаточное условие существование
промежуточного пограничного слоя, далее построим асимптотическое решение начальной за-
дачи (1), (2).

2. Особенности начальной задачи

Первая сингулярность — присутствие малого параметра перед производной искомой функ-
ции, т. е. перед y′ε(x). Если в уравнении (1) формально считать, что ε = 0, то мы получим
конечное уравнение

xq(x)y0(x) = f(x), x ∈ (0, T ];

нетрудно заметить, что y0(x) в общем случае не удовлетворяет начальному условию (2).

Вторая сингулярность — функция y0(x) = x−1q(x)f(x); при x→ 0+ имеет особую точку —
полюс первого порядка.

Третья особенность — появление промежуточного пограничного слоя при n > 2m.

Докажем следующую теорему.

Теорема 1. Если n = km, 2 < k ∈ N (или n > 2m), то в начальной задаче (1), (2)
существует промежуточный (дополнительный) пограничный слой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что в пограничном слое имеется два характерных
предела кроме внешнего, которые будут включать в себя два внутренних разложения.

Построим внешнее решение начальной задачи (1), (2), которое будем искать в виде

uε(x) =

∞
∑

j=0

εjuj(x), (3)

где uj(x) — пока не известные функции.
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Формально подставляя ряд (3) в уравнение (1), имеем

εn
∞
∑

j=0

εju′j(x) + (xq(x) + εmp(x))

∞
∑

j=0

εjuj(x) = f(x), x ∈ (0, T ];

последнее равенство можно записать в виде

u′j−n(x) + xq(x)uj(x) + p(x)uj−m(x) = f(x), x ∈ (0, T ], j = 0, 1, . . . , us(x) ≡ 0, s < 0.

Отсюда находим

uj(x) =
f(x)− p(x)uj−m(x)− u′j−n(x)

xq(x)
,

в частности, при j = 0 : u0(x) =
f(x)

xq(x)
.

По условию теоремы n = km, 2 < k ∈ N, поэтому

um(x) = −
p(x)u0(x)

xq(x)
, u2m(x) = −

p(x)um(x)

xq(x)
,

а при j = n : un(x) = −
p(x)un−m(x) + u′0(x)

xq(x)
или ujm(x) = −

p(x)um(j−1)(x) + u′0(x)

xq(x)
.

Из этих выражений следует, что

uk(x) =
1

x

(εm

x

)k
ũk(x), k ∈ N0 = N ∪ {0}, ũk ∈ C∞[0, 1].

Это означает, что члены ряда (3) обладают свойством “нарастающей особенности” [4, гл. II,
§ 1], которое присуще бисингулярным задачам [4–7],

uε(x) =
f(x)

xq(x)
+

1

x

εm

x
ũ1(x) +

1

x

(εm

x

)2
ũ2(x) + . . . +

1

x

(εm

x

)j
ũj(x) + . . . , (4)

где ũj ∈ C∞[0, T ], j ∈ N.
Подробно исследуем окрестность начальной точки x = 0, для этого в уравнении (1) сделаем

преобразование x = εαt, α > 0:

εn−αdyε(t)

dt
+ εαtq(εαt)yε(t) + εmp(εαt)yε(t) = f(εαt).

Уравнивая порядки поведения слагаемых по малому параметру двух любых слагаемых, имеем
три возможных случая:

1) n− α = α (первый и второй);
2) n− α = m (первый и третий);
3) α = m (второй и третий).
В первом случае α = n/2:

εn/2
dyε(t)

dt
+ εn/2tq(εn/2t)yε(t) + εmp(εn/2t)yε(t) = f(εn/2t).

Пусть yε(t) = ε−mψε(t), тогда имеем

εn/2−m dψε(t)

dt
+ εn/2−mtq(εn/2t)ψε(t) + p(εn/2t)ψε(t) = f(εn/2t).

По условию n/2 > m, поэтому при ε→ 0 главная часть последнего равенства есть

p(0)ψ0(t) = f(0) ⇒ ψ0(t) =
f(0)

p(0)
.
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Поэтому данный случай обсуждать не будем.
Во втором случае α = n−m, yε(t) = ε−mψε(t)

dψε(t)

dt
+ εn−2mtq(εn−mt)ψε(t) + p(εn−mt)ψε(t) = f(εn−mt).

При ε→ 0 главная часть последнего равенства — дифференциальное уравнение вида

dψ0(t)

dt
+ p(0)ψ0(t) = f(0).

Этот случай будем рассматривать.
И в последнем случае α = m, yε(t) = ε−mψε(t):

εn−2m dψε(t)

dt
+ tq(εn−mt)ψε(t) + p(εn−mt)ψε(t) = f(εmt).

При ε→ 0

tq(0)ψ0(t) + p(0)ψ0(t) = f(0) ⇒ ψ0(t) =
f(0)

tq(0) + p(0)
.

Данный случай тоже будем рассматривать.
В результате в пограничном слое мы получили два характерных предела, т. е. второй и

третий случаи. Нетрудно заметить, что если n = 2m, то все эти три случая будут одинаковыми.
Так как m < n−m, то второй случай будет описывать левый пограничный слой, а третий —

промежуточный пограничный слой между левым погранслоем и внешним решением.
Из вида ряда (4) можно понять, какой должна быть внутренняя переменная в соседнем

(пересекающемся) пограничном слое, т. е. x = εmt.
Теорема доказана.

3. Формальное асимптотическое приближение (ФАП)

ФАП решения задачи (1), (2) при n = km, 2 < k ∈ N, будем искать в виде суммы трех
неизвестных функций

yε(x) = vε(x) + wε(t) + πε(τ), (5)

где vε(x) — внешнее решение без сингулярностей; wε(t) — промежуточное погранслойное реше-
ние, “исчезающее” вне пограничного слоя степенным характером; πε(τ) — левое погранслойное
решение, “исчезающее” вне пограничного слоя экспоненциальным характером и устраняющее
невязку в начальной точке; x = tεm, x = τεn−m.

Уравнение (1) запишем в виде (см. [6; 7])

εny′ε(x) + (xq(x) + εmp(x))yε(x) = f(x)− hε + hε, x ∈ (0, T ], (6)

где hε — пока не известная функция, зависящая от малого параметра.
Подставляя (5) в равенство (6) и в начальное условие (2), получим задачи

εnv′ε(x) + (xq(x) + εmp(x))vε(x) = f(x)− hε, x ∈ (0, T ]; (7)

εn−mw′

ε(t) + (tεmq(tεm) + εmp(tεm))wε(t) = hε, t ∈ (0, ε−mT ]; (8)

εmπ′ε(τ) + (τεm(k−1)q(τεm(k−1)) + εmp(τεm(k−1)))πε(τ) = 0, τ ∈ (0, ε−m(k−1)T ], (9)

πε(0) = y0 − vε(0)− wε(0). (10)

Решение задачи (7). Пусть vε(x) =
∑

∞

j=0 ε
mjvj(x) и hε =

∑

∞

j=0 ε
mjhj , hj — const. Тогда

равенство (7) можно записать в виде

v′j−k(x) + xq(x)vj(x) + p(x)vj−1(x) = f(x)− hj , x ∈ (0, T ], j = 0, 1, . . . , (11)
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где vs(x) ≡ 0, s < 0.

Равенство (11) запишем так:

vj(x) =
f(x)− p(x)vj−1(x)− v′j−k(x)− hj

xq(x)
, 2 < k ∈ N.

В частности, v0(x) =
f(x)− h0
xq(x)

, v1(x) = −
p(x)v0(x) + h1

xq(x)
, v2(x) = −

p(x)v1(x) + h2
xq(x)

.

Пусть

h0 = f(0), h1 = −p(0)v0(0), hj = −(p(0)vj−1(0) + v′j−k(0)),

тогда имеем vj ∈ C∞[0, T ], j = 0, 1, . . . .

Перейдем теперь к задаче (8). Решение задачи будем искать в виде wε(t) = ε−m
∑

∞

j=0 ε
jwj(t).

Подставим это выражение в (8):

ε(k−2)m
∞
∑

j=0

εjw′

j(t) + (tq(tεm) + p(tεm))
∞
∑

j=0

εjwj(t) =
∞
∑

j=0

εjmhj , t ∈ (0, ε−mT ];

приравнивая коэффициенты малого параметра с одинаковыми степенями, получим

w0(t) =
h0

tq(tεm) + p(tεm)
, wjm(t) =

hj − w′

(j−k+2)m(t)

tq(tεm) + p(tεm)
, j = 0, 1, . . . ,

wi(t) = −
w′

i−(k−2)m(t)

tq(tεm) + p(tεm)
, i 6= mj, i = 0, 1, . . . .

Еще раз отметим, что функции wk(t) являются промежуточными пограничными функци-
ями в окрестности x = 0, и эти функции убывают степенным характером при t→ ∞.

Решение начальной задачи (9), (10) будем искать в виде πε(τ) = ε−m
∑

∞

j=0 ε
jπj(τ).

Подставляя его в (9) и (10), получим следующие задачи:

π′j(τ) + p(τεm(k−1))πj(τ) + τq(τεm(k−1))πj−m(k−2)(τ) = 0,

τ ∈ (0, ε−m(k−1)T ], j = 0, 1, . . . , 2 < k ∈ N, (12)

πj(0) = −wj(0), j = 0, 1, . . . ,m−1; πm(0) = y0− v0(0)−wm(0); πj(0) = −(vj−m+wj(0)),

j = m+ 1, m+ 2, . . . . (13)

По условию задачи (1), (2) функции q, p ∈ C∞[0, T ], q(x) > 0, p(x) : x ∈ [0, T ]. Поэтому
справедливы разложения

p(τεm(k−1)) =

∞
∑

j=0

τ jεm(k−1)jpj , pj =
1

j!
p(j)(0), q(τεm(k−1)) =

∞
∑

j=0

τ jεm(k−1)jqj, qj =
1

j!
q(j)(0).

Лемма 1. Решение начальной задачи

z′(τ) + p0z(τ) = e−p0τ
(

c0 + c1τ + . . . + cjτ
j
)

, τ ∈ (0,∞), z(0) = z0,

существует, единственно и представимо в виде

z(τ) = e−p0τz0 + e− p0τ
(

c0τ + c1
τ2

2
+ . . .+ cj

τ j+1

j + 1

)

, где p0 > 0 .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Уравнение z′(τ)+p0z(τ) = e−p0τ
(

c0 + c1τ + . . .+ cjτ
j
)

запишем

в виде (z(τ)ep0τ )
′

=
(

c0 + c1τ + . . .+ cjτ
j
)

; полученное выражение интегрируем по τ , учитывая

начальное условие z(τ) = e−p0τz0 + e− p0τ
(

c0τ + c1
τ2

2
+ . . .+ cj

τ j+1

j + 1

)

.

Лемма доказана.

На основании доказанной леммы 1 решения задач (12), (13) существуют, единственны и
экспоненциально убывают при τ → ∞.

Таким образом, нами определены все слагаемые (5). Перейдем к оценке остаточного члена
разложения

yε(x) =

∞
∑

j=0

εmjvj(x) + ε−m
∞
∑

j=0

εjwj(t) + ε−m
∞
∑

j=0

εjπj(τ).

4. Оценка остаточного члена

Пусть

ys,ε(x) =
s

∑

j=0

εmjvj(x) + ε−m
sm+m
∑

j=0

εj(wj(t) + πj(τ))

и

yε(x) = ys,ε(x) +Rs,ε(x),

где Rs,ε(x) — остаточный член разложения.

Тогда для остаточного члена получим следующую начальную задачу:

εnR′

s,ε(x) + (xq(x) + εmp(x))Rs,ε(x) =Mεms+1, x ∈ (0, T ], Rs,ε(0) = 0, (14)

где M > 0 — const.

Явное решение задачи (14) имеет вид

Rs,ε(x) =Mεms+1−ne−
1

εn

∫ x

0
(sq(s)+εmp(s))ds

x
∫

0

e
1

εn

∫ ξ

0
(sq(s)+εmp(s))dsdξ

=Mεms+1−ne−
1

εn

∫ x

0
(sq(s)+εmp(s))ds

x
∫

0

εn

ξq(ξ) + εmp(ξ)
de

1

εn

∫ ξ

0
(sq(s)+εmp(s))ds

=Mεms+1−ne−
1

εn

∫ x

0
(sq(s)+εmp(s))ds

( εn

xq(x) + εmp(x)
e

1

εn

∫ x

0
(sq(s)+εmp(s))ds −

εn

εmp(0)

)

+Mεms+1e−
1

εn

∫ x

0
(sq(s)+εmp(s))ds

x
∫

0

q(ξ) + ξq′(ξ) + εmp′(ξ)

(ξq(ξ) + εmp(ξ))2
e

1

εn

∫ ξ

0
(sq(s)+εmp(s))dsdξ, ε→ 0.

Отсюда получим Rs,ε(x) = O(εms+1−m), ε→ 0.

Нами доказана

Теорема 2. Равномерное асимптотическое решение задачи (1), (2) при n > 2m, ε → 0
на отрезке x ∈ [0, T ] представимо в виде

yε(x) =
s

∑

j=0

εmjvj(x) + ε−m
sm+m
∑

j=0

εj(wj(t) + πj(τ)) +O(εms+1).
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П р и м е р. Рассмотрим задачу

ε3y′ε(x) + (x+ ε)yε(x) = 1 + 2x+ 3x2, x ∈ (0, T ], yε(0) = 4.

В нашем случае n = 3, m = 1, q(x) = 1, p(x) = 1, f(x) = 1 + 2x+ 3x2.
Внешнее решение имеет вид

yε(x) =

∞
∑

j=0

εjyj(x),

где

y0(x) =
1

x
+ 2 + 3x; y1(x) = −

1

x2
−

2

x
− 3, y2(x) =

1

x3
+

2

x2
+

3

x
;

yj(x) = −
yj−1(x) + y′j−3(x)

x
, 2 < j ∈ N.

Асимптотическое решение:

yε(x) =
w−1(t) + π−1(τ)

ε
+ v0(x) +w0(t) + π0(τ) + ε(v1(x) + w1(t) + π1(τ)) +O(ε), ε→ 0,

где

x = εt, x = ε2τ, v0(x) = 2 + 3x, h0 = 1; v1(x) = −3, h1 = −2; v2(x) = 0, h2 = 3;

w−1(t) =
1

t+ 1
, w0(t) =

1− 2(t+ 1)2

(t+ 1)3
, w1(t) =

3− 2(t+ 1)2 + 3(t+ 1)4

(t+ 1)5
,

π−1(τ) = −e−τ , π0(τ) = 3e−τ +
1

2
τ2e−τ , π1(τ) = −e−τ +

3

2
τ2e−τ −

1

8
τ4e−τ .

Исследована задача Коши для обыкновенного дифференциального уравнения первого по-
рядка с малым параметром при производной и особой начальной точкой. Новизна работы
состоит в том, что найдено достаточное условие, при выполнении которого появляется проме-
жуточный пограничный слой в сингулярно возмущенной задаче, описываемой обыкновенным
дифференциальным уравнением первого порядка. Модифицированным методом пограничных
функций построено решение в виде асимптотического ряда в смысле Эрдейи и получена оценка
для остаточного члена.

Для простоты мы привели результаты исследования для уравнения первого порядка, ана-
логичное явление возможно в бисингулярно возмущенной задаче, описываемой уравнениями
высшего порядка и не только в обыкновенных, но и в частных производных. Сингулярно воз-
мущенная задача с промежуточным пограничным слоем в монографии [8, гл. 12, разд. 12.7]
названа многозонной задачей.
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