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Пусть G — конечная группа. Множество порядков всех элементов группы G называется ее спектром
и обозначается через ω(G). Простым спектром π(G) группы G называется множество всех простых дели-
телей ее порядка. Графом Грюнберга — Кегеля (или графом простых чисел) Γ(G) группы G называется
обыкновенный граф, множество вершин которого совпадает с множеством π(G), и две вершины p и q
смежны тогда и только тогда, когда pq ∈ ω(G). Из структурной теоремы Грюнберга — Кегеля следует,
что класс конечных групп с несвязными графами Грюнберга — Кегеля широко обобщает класс конечных
групп Фробениуса, роль которых в теории конечных групп совершенно исключительна. Естественным
образом возникает вопрос о совпадении графов Грюнберга — Кегеля конечной группы Фробениуса и ко-
нечной почти простой группы с несвязным графом Грюнберга — Кегеля. Ответ на этот вопрос известен в
случаях, когда группа Фробениуса разрешима и когда почти простая группа совпадает со своим цоколем.
В этой короткой заметке мы даем ответ на этот вопрос в случае, когда группа Фробениуса неразрешима,
а цоколь почти простой группы изоморфен группе PSL2(q) для некоторого q.
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Введение

В этой работе мы рассматриваем только конечные группы, поэтому термин “группа” озна-
чает “конечная группа”. Наши обозначения и терминология, в основном, стандартны, их можно
найти в [9; 10; 12; 13; 15; 16].

Будем обозначать через Soc(G) цоколь группы G (т. е. подгруппу группы G, порожден-
ную всеми ее минимальными нетривиальными нормальными подгруппами). Напомним, что
группа G называется почти простой, если Soc(G) — неабелева простая группа. Хорошо из-
вестно, что группа G почти проста тогда и только тогда, когда существует неабелева простая
группа S такая, что Inn(S) E G ≤ Aut(S); более того, здесь Inn(S) ∼= S, поэтому мы будем
отождествлять S и Inn(S) и писать S E G ≤ Aut(S).

1Работа выполнена за счет Российского научного фонда (проект 19-71-10067).
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Группа G называется группой Фробениуса, если существует неединичная подгруппа C < G
такая, что C ∩ Cg = {1}, если g ∈ G \ C. Подгруппа C в этом случае называется дополнением

Фробениуса в G. Пусть
K = {1} ∪ (G \ ∪g∈GC

g).

Тогда хорошо известно, что K — нормальная подгруппа в G, которая называется ядром Фробе-

ниуса группы G. Класс групп Фробениуса играет совершенно исключительную роль в теории
конечных групп. Группа G называется 2-фробениусовой группой, если G = ABC, где A и AB —
нормальные подгруппы в G, AB и BC — группы Фробениуса с ядрами A и B и дополнениями
B и C соответственно. Хорошо известно, что любая 2-фробениусова группа разрешима.

Пусть G — группа. Множество порядков всех элементов группы G называется ее спектром

и обозначается через ω(G). Простым спектром π(G) группы G называется множество всех
простых делителей ее порядка (эквивалентно, множество всех простых элементов из ω(G)).
Графом Грюнберга — Кегеля (или графом простых чисел) Γ(G) называется обыкновенный
граф, множество вершин которого совпадает с множеством π(G), а две вершины p и q в нем
смежны тогда и только тогда, когда pq ∈ ω(G). Обозначим число связных компонент гра-
фа Γ(G) через s(G), а множество его связных компонент — через {πi(G) | 1 ≤ i ≤ s(G)}; для
группы G четного порядка мы предполагаем, что 2 ∈ π1(G).

Понятие графа Грюнберга — Кегеля возникло в связи с изучением некоторых когомологи-
ческих вопросов теории целочисленных групповых колец: было установлено, что разностный
идеал целочисленного группового кольца разложим как модуль тогда и только тогда, когда
граф Грюнберга — Кегеля группы несвязен (см. [14]). К. Грюнберг и О. Кегель описали стро-
ение произвольной конечной группы с несвязным графом Грюнберга — Кегеля, в их неиздан-
ной работе была доказана соответствующая структурная теорема, опубликованная позднее
Дж. Уильямсом [18], учеником К. Грюнберга.

Теорема Грюнберга— Кегеля (см. [18, теорема A]). Если G — группа с несвязным гра-

фом Γ(G), то выполняется одно из следующих утверждений:

(1) G — группа Фробениуса;

(2) G — 2-фробениусова группа;

(3) G — расширение нильпотентной группы N с помощью группы A, где S ✂ A ≤ Aut(S),
S — неабелева простая группа, s(G) ≤ s(S), при этом π(N) ∪ π(A/S) ⊆ π1(G).

Как видно из теоремы Грюнберга — Кегеля, класс групп с несвязными графами Грюн-
берга — Кегеля широко обобщает класс конечных групп Фробениуса. Естественным образом
возникает вопрос о совпадении графов Грюнберга — Кегеля групп из разных пунктов теоре-
мы Грюнберга — Кегеля, в частности, вопрос о совпадении графов Γ(G) и Γ(H) в случаях,
когда G — почти простая группа, а H — группа Фробениуса или 2-фробениусова группа.
Случай, когда G — неабелева простая группа, был полностью рассмотрен М.Р. Зиновьевой и
В.Д.Мазуровым [4], а соответствующие результаты в случае, когда H — разрешима, можно
извлечь из основных результатов работ [2] и [3]. Таким образом, остается неисследованным слу-
чай, когда G — почти простая, но не простая группа, а H — неразрешимая группа Фробениуса.
В частных случаях последний вопрос исследовался, например, в работе А. Махмодифара [17],
где был построен пример неразрешимой группы Фробениуса с таким же графом Грюнберга —
Кегеля, как у группы PGL2(49). В этой статье мы даем описание всех почти простых групп
с цоколем, изоморфным группе PSL2(q), графы Грюнберга — Кегеля которых совпадают с
графами Грюнберга — Кегеля некоторых неразрешимых групп Фробениуса. Мы доказываем
следующую теорему.

Теорема 1. Пусть q — степень простого числа p и G — почти простая группа такая,

что Soc(G) ∼= PSL2(q). Тогда существует неразрешимая группа Фробениуса H такая, что
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Γ(G) = Γ(H), если и только если G — группа из следующего списка: PSL2(11).2 ∼= PGL2(11),
PSL2(19).2 ∼= PGL2(19), PSL2(25).22, PGL2(49).21 ∼= PGL2(49), PSL2(81).21, PSL2(81).41,
PSL2(81).42.

1. Предварительные результаты

Наибольшая целая неотрицательная степень простого числа p, которая делит натураль-
ное число n, называется p-частью числа n и обозначается через np. Множество всех простых
делителей целого положительного числа n будем обозначать через π(n).

Следующие утверждения хорошо известны и доказываются элементарно (соответствующие
ссылки приводятся для полноты доказательства).

Лемма 1.1 (cм., например, [7, лемма 9]). Пусть q и n — нечетные натуральные числа.

Тогда (qn + 1)2 = (q + 1)2 и (qn − 1)2 = (q − 1)2.

Лемма 1.2 (cм., например, [19, лемма 6]). Пусть q — целое число, большее 1, k и m —

натуральные числа. Тогда

(1) (qk − 1, qm − 1) = q(k,m) − 1;

(2) (qk + 1, qm + 1) = q(k,m) + 1, если k2 = m2, и (qk + 1, qm + 1) = (2, q + 1) в противном

случае;

(3) (qk − 1, qm + 1) = q(k,m) + 1, если k2 > m2, и (qk − 1, qm + 1) = (2, q + 1) в противном

случае.

Лемма 1.3 (cм., например, [8, лемма 2]). Если K — нормальная подгруппа группы L и

r, s ∈ π(K) \ π(|L : K|), то числа r и s не смежны в графе Γ(K) тогда и только тогда, когда

они не смежны в графе Γ(L).

Следующие утверждения также будут полезны для доказательства теоремы 1.

Лемма 1.4 (cм. [6, лемма 1.3]). Пусть q = pm, где p — простое число, m — натуральное

число и |π(q2 − 1)| = 3. Тогда выполняется одно из следующих утверждений:

(i) 17 6= q = p ≥ 11, p2 − 1 = 2a3bsc, где s > 3 — простое число, a и b — натуральные числа

и c равно либо 1, либо 2 при p ∈ {97, 577};

(ii) q ∈ {16, 25, 27, 49, 81};

(iii) p ∈ {2, 3},
q − 1

(2, q − 1)
и m — простые нечетные числа,

∣

∣

∣
π
(q + 1

p+ 1

)
∣

∣

∣
= 1.

Лемма 1.5 (см. [11]). Пусть p и q — простые числа такие, что pa−qb = 1 для некоторых

натуральных a и b. Тогда (pa, qb) ∈ {(32, 23), (p, 2b), (2a, q)}, где a — простое число и b —

степень числа 2.

Если r — нечетное простое число, а q > 1 — натуральное число, взаимно простое с r, то
положим

e(q, r) = min{k ∈ N | qk ≡ 1 (mod r)}.

Лемма 1.6 (Теорема Жигмонди, см., например, [20]). Пусть q и m — натуральные чис-

ла, большие 1. Тогда найдется такое нечетное простое число r, что e(q, r) = m, за исклю-

чением следующих случаев:
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(1) q = 2 и m = 6;

(2) q = 2l − 1 для некоторого l > 1 и m = 2.

Лемма 1.7. Пусть q = pk, где p — простое число и k — натуральное число. Если π(q2 −
1) = {2, 3, 5}, то q ∈ {11, 19, 49}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используем лемму 1.4. Из леммы 1.6 следует, что q не может
быть числом из п. (iii) леммы 1.4, а если q — число из п. (ii) этой леммы, то q = 49.

Пусть теперь q = p — число из п. (i) леммы 1.4 и p2 − 1 = 2a3bsc. Легко понять, что если
s = 5, то p 6∈ {97, 577}, поэтому c = 1.

Предположим, что q ≡ 1 (mod 4). Тогда либо p+1 = 2 · 3u и p− 1 = 2w · 5, либо p+1 = 2 · 5
и p − 1 = 2w · 3v для некоторых целых положительных чисел u, v и w. Второй случай не
возникает, так как в этом случае p = 9 не является простым числом. Пусть p + 1 = 2 · 3u и
p− 1 = 2w · 5. Тогда

p = 2 · 3u − 1 = 2w · 5 + 1, поэтому 3u − 1 = 2w−1 · 5.

Предположим, что u четно. Тогда 3u− 1 = (3u/2− 1)(3u/2 +1), при этом (3u/2− 1, 3u/2+1) = 2.
Значит, либо 3u/2 − 1 является степенью числа 2, либо 3u/2 + 1 является степенью числа 2.
По лемме 1.5 либо 3u − 1 = 8, либо 3u − 1 = 80. В первом случае p = 2 · (3u − 1) + 1 = 17,
при этом π(p2 − 1) = {2, 3}, во втором случае p = 2 · (3u − 1) + 1 = 161 = 7 · 23 не является
простым числом. При нечетном u число 3u−1 дает в остатке 1 или 2 при делении на 5, поэтому
равенство выполняться не может.

Предположим, что q ≡ 3 (mod 4). Тогда либо p− 1 = 2 · 3u и p+1 = 2w · 5, либо p− 1 = 2 · 5
и p+1 = 2w · 3v для некоторых целых положительных чисел u, v и w. Во втором случае имеем
p = 11 и π(p2 − 1) = {2, 3, 5}. Пусть p− 1 = 2 · 3u и p+ 1 = 2w · 5. Тогда

p = 2 · 3u + 1 = 2w · 5− 1, поэтому 3u + 1 = 2w−1 · 5.

Пусть u нечетно. Тогда 3u + 1 при делении на 5 дает в остатке 4 или 3, значит, равенство
выполняться не может. Таким образом, u четно и u = 2u0. Легко понять, что ((3u0)2 + 1)2 = 2,
поэтому 2w−1=2 и (3u0)2 + 1 = 2 · 5 = 10, значит, 3u = 9, откуда p = 19 — простое число такое,
что π(p2 − 1) = {2, 3, 5}. ✷

Лемма 1.8 (см. [4, лемма 3, предложение 1]). (1) Если G — неразрешимая группа Фро-

бениуса, то Γ(G) — объединение двух компонент связности, одна из которых — полный

граф, а вторая содержит вершины 2, 3 и 5 и является полным графом, из которого

удалено ребро {3, 5}.

(2) Конечные непересекающиеся множества π1 и π2, состоящие из простых чисел, явля-

ются компонентами связности графа Γ(G) некоторой неразрешимой группы Фробени-

уса G тогда и только тогда, когда одно из этих множеств содержит 2, 3 и 5.

Лемма 1.9 (см. [13, теорема 4.5.1, предложения 2.5.12, 4.9.1, 4.9.2]). Пусть S = PSL2(q),
где q = pm, p — простое число и q > 3, x — элемент простого порядка r в Aut(S)\ Inndiag(S)
и Sx = Op′(CS(x)). Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) Aut(S) = Inndiag(S)⋊Φ, где Outdiag(S) ∼= Z(2,q−1) ∈ {1, Z2}, Φ = 〈f〉 ∼= Aut(Fq) ∼= Zm —

группа полевых автоморфизмов группы S и Out(S) = Outdiag(S)× Φ;

(2) число r делит m, Sx
∼= PSL2(q

1/r) и CInndiag(S)(x) ∼= Inndiag(Sx).
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2. Доказательство теоремы 1

Пусть G — почти простая группа такая, что S = Soc(G) ∼= PSL2(q), где q = pm и p —
простое число.

Спектр группы S известен (см. [1, следствие 3]). Если q четно, то Γ(S) состоит из трех
клик: π1(S) = {2} и без ограничения общности π2(S) = π(q − 1) и π3(S) = π(q + 1). Если q
нечетно и q ≡ ε1 (mod 4), то Γ(S) состоит из трех клик: π1(S) = π(q − ε1) и без ограничения

общности π2(S) = π
(q + ε1

2

)

и π3(S) = {p}.

Предположим, что существует неразрешимая группа Фробениуса H со свойством Γ(G) =
Γ(H). Применим лемму 1.8. Легко понять, что G 6= S. Заметим, что числа 2 и 3 делят порядок S
при любом q. Покажем, что 5 делит |S|. Если это не так, то 5 делит индекс |G : S|, поэтому
ввиду леммы 1.9 существует x ∈ G \S порядка 5, при этом порядок подгруппы CS(x) делится
на число 3, откуда следует, что числа 3 и 5 смежны в Γ(G); противоречие.

Пусть p = 2. Если {3, 5} ⊆ π2(S) или {3, 5} ⊆ π3(S), то числа 3 и 5 смежны в Γ(S),
следовательно, смежны в Γ(G), получаем противоречие. Если 3 ∈ π2(S) и 5 ∈ π3(S) или
3 ∈ π3(S) и 5 ∈ π2(S), то, поскольку {2, 3, 5} ⊆ π1(G), имеем, что граф Γ(G) связен, вновь
получаем противоречие. Поэтому p нечетно.

Пусть p 6∈ {3, 5}. Снова если {3, 5} ⊆ π1(S) или {3, 5} ⊆ π2(S), то числа 3 и 5 смежны в Γ(S),
следовательно, смежны в Γ(G), получаем противоречие. Отсюда либо 3 ∈ π1(S) и 5 ∈ π2(S),
либо 3 ∈ π2(S) и 5 ∈ π1(S). Предположим, что индекс |G : S| не является степенью числа 2
и r — нечетный простой делитель индекса |G : S|. Тогда по лемме 1.9 существует элемент
x ∈ G \ S порядка r, при этом порядок подгруппы CS(x) делится на числа 2 и p, откуда p ∈
π1(G). В то же время 3 ∈ π1(G) и 5 ∈ π1(G), значит, граф Γ(G) связен; противоречие. Поэтому
получаем, что индекс |G : S| является степенью числа 2. Предположим, что существует число
u ∈ π(q2 − 1) \ {2, 3, 5}. Тогда u ∈ π1(G), значит, u смежно с 3 и с 5 в Γ(G), поэтому по
лемме 1.3 u смежно с 3 и с 5 в Γ(S), откуда 3 и 5 лежат в одной компоненте смежности Γ(S);
противоречие. Поэтому π(q2−1) = {2, 3, 5}, следовательно, по лемме 1.7 имеем q ∈ {11, 19, 49}.

Пусть p = 5. Поскольку 5 ≡ 1 (mod 4), имеем q ≡ 1 (mod 4) и π1(S) = π(q − 1). Если
3 ∈ π2(S), то, поскольку {2, 3, 5} ⊆ π1(G), граф Γ(G) связен; противоречие. Отсюда 3 ∈ π1(S),
т. е. число 3 делит число 5m−1, откуда m четно. Предположим, что индекс |G : S| не является
степенью числа 2 и r — нечетный простой делитель индекса |G : S|. Тогда по лемме 1.9 суще-

ствует элемент x ∈ G\S порядка r, при этом CS(x) ≥ PSL2(q
1/r) и |PSL2(q

1/r)| =
q1/r

2
(q2/r−1),

поэтому ввиду леммы 1.2 граф Γ(G) в этом случае связен; противоречие. Итак, индекс |G : S|
является степенью числа 2. Предположим, что существует число u ∈ π(q − 1) \ {2, 3}. Тогда
u ∈ π1(S) ⊆ π1(G), и, так как 5 ∈ π3(S), по лемме 1.3 u не смежно с 5 в Γ(G); противоречие.
Поэтому π(q−1) = {2, 3}, откуда число qm/2−1 является степенью числа 2 или число qm/2+1
является степенью числа 2, следовательно, по лемме 1.5 имеем m/2 = 1, откуда q = 25.

Пусть p = 3. Если 5 ∈ π2(S), то, поскольку {2, 3, 5} ⊆ π1(G), граф Γ(G) связен; противо-
речие. Поэтому 5 ∈ π1(S). Если m нечетно, то q ≡ −1 (mod 4), π1(S) = π(q + 1) и 5 6∈ π1(S);
противоречие. Поэтому m четно, q ≡ 1 (mod 4) и π1(S) = π(q − 1). Предположим, что ин-
декс |G : S| не является степенью числа 2, и r — нечетный простой делитель индекса |G : S|.
Тогда по лемме 1.9 существует элемент x ∈ G \ S порядка r, при этом CS(x) ≥ PSL2(q

1/r) и

|PSL2(q
1/r)| =

q1/r

2
(q2/r−1), поэтому ввиду леммы 1.2 граф Γ(G) в этом случае связен; проти-

воречие. Итак, индекс |G : S| является степенью числа 2. Предположим, что существует число
u ∈ π(q − 1) \ {2, 5}. Тогда u ∈ π1(S) ⊆ π1(G), так как 3 ∈ π3(S), и по лемме 1.3 u не смежно с
3 в Γ(G); противоречие. Поэтому π(q − 1) = {2, 5}, откуда число qm/2 − 1 является степенью
числа 2 или число qm/2 + 1 является степенью числа 2, следовательно, по лемме 1.5 имеем
m/2 ∈ {1, 2}, откуда q ∈ {9, 81}. Однако π(PSL2(9)) = {2, 3, 5}, поэтому, если S ∼= PSL2(9), то
граф Γ(G) связен; противоречие. Поэтому q = 81.
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Таким образом, q ∈ {11, 19, 25, 49, 81} и, следовательно, |π(S)| = |π(Aut(S))| = 4. Гра-
фы Грюнберга — Кегеля почти простых 4-примарных групп известны [5; 6]. Из леммы 1.8
и [6, табл. 1] с учетом сделанных в [5] исправлений следует, что существует неразрешимая
группа Фробениуса H со свойством Γ(G) = Γ(H) тогда и только тогда, когда G — одна из сле-
дующих групп: PSL2(11).2 ∼= PGL2(11), PSL2(19).2 ∼= PGL2(19), PSL2(25).22, PGL2(49).21 ∼=
PGL2(49), PSL2(81).21, PSL2(81).41, PSL2(81).42.

Теорема доказана.
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