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Рассматривается вырожденная задача стабилизации линейной автономной системы дифференциаль-

ных уравнений с запаздыванием и импульсными управлениями. Для ее регуляризации используется невы-

рожденный критерий качества переходных процессов, близкий к вырожденному. Применяется преобразо-

вание регуляризованной задачи стабилизации для импульсных управлений к вспомогательной невырож-

денной задаче оптимальной стабилизации для не импульсных управлений, содержащих запаздывание.

При решении вспомогательной задачи используется принцип динамического программирования Беллма-

на. При нахождении определяющей системы уравнений для коэффициентов квадратичного функционала

Беллмана осуществляется постановка задачи оптимальной стабилизации в функциональных простран-

ствах состояний и управлений. Получено представление для импульса оптимального стабилизирующего

управления. Сложная задача нахождения решения определяющей системы уравнений для функционала

Беллмана заменяется задачей нахождения решения определяющей системы уравнений для коэффици-

ентов представления оптимального стабилизирующего управления. Последняя задача имеет меньшую

размерность. Найдена асимптотическая зависимость оптимального стабилизирующего управления от па-

раметра регуляризации, когда размерность вектора управления совпадает с размерностью вектора состо-

яний.
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1. Введение

Объект управления описывается автономной линейной системой дифференциальных урав-
нений с запаздыванием

dx(t)

dt
= A0x(t) +A1x(t− τ) +Bu(t), (1.1)

где t ∈ R
+ = (0,+∞), x : [−τ,+∞) → R

n, τ > 0 — постоянное запаздывание, A0, A1, B —
постоянные матрицы. Импульсные управления являются обобщенными функциями, опреде-

ляемыми формулами u(t) =
dv(t)

dt
, t ∈ R

+, в которых импульсы управления v : [0,+∞) → R
r

имеют ограниченные вариации на любом конечном отрезке, v(0) = 0.
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Для любой начальной функции ϕ ∈ H существует единственное решение x(t, ϕ), t ≥ −τ,
уравнения (1.1), удовлетворяющее условию x(t, ϕ) = ϕ(t), −τ ≤ t ≤ 0, и интегральному урав-
нению

x(t) = ϕ(0) +

t
∫

0

(A0x(s) +A1x(s − τ)) ds+B (v(t)− v(+0)) , t ∈ R
+.

Здесь H = L2([−τ, 0),R
n) × R

n — гильбертово пространство функций со скалярным произве-

дением 〈ϕ,ψ〉H = ψ⊤(0)ϕ(0) +

∫ 0

−τ

ψ⊤(ϑ)ϕ(ϑ)dϑ. Согласно методу последовательных прибли-

жений для интегрального уравнения решение уравнения (1.1) является функцией с ограни-
ченными вариациями на любом конечном отрезке положительной полуоси R

+.
Изучается задача стабилизации системы с запаздыванием (1.1) с вырожденным критерием

качества переходных процессов

J =

+∞
∫

0

x⊤(t)Cxx(t)dt, (1.2)

где Cx — положительно определенная матрица.
Задача оптимальной стабилизации автономной линейной системы с запаздыванием для

не импульсных управлений с невырожденным критерием качества достаточно хорошо изуче-
на [1–3]. При ее решении используется принцип динамического программирования Беллмана
[4, с. 32]. Некорректные задачи оптимальной стабилизации с вырожденным критерием каче-
ства переходных процессов для систем обыкновенных дифференциальных уравнений исследо-
вались в работе [5]. В таких задачах стабилизация возможна, но она не является оптимальной.

П р и м е р 1. Рассмотрим задачу стабилизации скалярного дифференциального уравне-
ния без запаздывания для не импульсных управлений

dx(t)

dt
= A0x(t) +Bu(t), t ∈ R

+,

с вырожденным критерием качества (1.2).

При B 6= 0 существуют стабилизирующие управления, формируемые по принципу обрат-
ной связи и определяемые формулами u = kx, A0 +Bk < 0. Значения критерия качества для
них определяются формулами

J = −
Cxx

2
0

2 (A0 +Bk)
.

При неограниченном возрастании модулей коэффициента обратной связи значения критерия
качества стремятся к нулю, но нулевое значение критерия качества не достигается при конеч-
ном значении коэффициента обратной связи. Следовательно, оптимальное стабилизирующее
управление не реализуется.

П р и м е р 2. Рассмотрим задачу стабилизации скалярного дифференциального уравне-
ния без запаздывания для импульсных управлений

dx(t)

dt
= A0x(t) +B

dv(t)

dt
, t ∈ R

+,

с вырожденным критерием качества (1.2).

При B 6= 0, A0 6= 0 существуют стабилизирующие управления по принципу обратной связи,

импульсы которых имеют вид v =
k

1 +Bk
x, A0 (1 +Bk) < 0. Значения критерия качества для

них вычисляются по формулам

J = −
Cxx

2
0

2A0 (1 +Bk)
.
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При неограниченном возрастании модулей коэффициента обратной связи значения критерия
качества стремятся к нулю, но нулевое значение критерия качества не достигается при конеч-
ном значении коэффициента обратной связи. Следовательно, оптимальное стабилизирующее
управление не реализуется.

Задачи стабилизации автономных линейных систем с запаздыванием для импульсных уп-
равлений с вырожденным критерием качества изучались в работах [6; 7]. При нахождении
стабилизирующих управлений использовались определяющие системы уравнений для коэффи-
циентов представлений функционалов Беллмана. Вопросы существования оптимальных ста-
билизирующих управлений, связанные с регуляризацией задачи импульсной стабилизации, не
рассматривались.

Регуляризация вырожденной задачи импульсной стабилизации (1.1), (1.2) достигается вве-
дением в критерий качества переходных процессов

J(α) =

+∞
∫

0

(

x⊤(t)Cxx(t) + α2v⊤(t)v(t)
)

dt (1.3)

импульсов управлений с малым положительным коэффициентом. Параметр α будем называть
параметром регуляризации.

В данной работе исследуется регуляризованная вырожденная задача оптимальной им-
пульсной стабилизации для автономной линейной системы дифференциальных уравнений с
запаздыванием (1.1), (1.3).

2. Вспомогательная задача оптимальной стабилизации

для системы с запаздыванием

При исследовании задачи импульсной стабилизации с вырожденным критерием качества
(1.1), (1.2) в [6] использовалось ее сведение к вспомогательной задаче не импульсной стабилиза-
ции для автономной линейной системы с запаздыванием, которое входит также в управления.
В настоящей работе указанное сведение применяется для регуляризованной задачи оптималь-
ной импульсной стабилизации (1.1), (1.3). Используя замены (см. [6])

y(t) = x(t)−Bv(t), t ≥ −τ, v(t) = 0, t ∈ [−τ, 0], (2.1)

регуляризованную задачу оптимальной импульсной стабилизации (1.1), (1.3) сводим к вспомо-
гательной задаче оптимальной не импульсной стабилизации для автономной линейной системы
с запаздыванием, которое входит также в управления,

dy(t)

dt
= A0y(t) +A1y(t− τ) +A0Bv(t) +A1Bv(t− τ), t ∈ R

+, (2.2)

с невырожденным критерием качества переходных процессов

Ĵ(α) =

+∞
∫

0

(

y⊤(t)Cyyy(t) + 2y⊤(t)Cyvv(t) + v⊤(t)Cvv(α)v(t)
)

dt, (2.3)

где Cyy = Cx, Cyv = CxB, Cvv(α) = B⊤CxB + α2Ir. Управления вспомогательной задачи v
совпадают с импульсами обобщенных управлений регуляризованной задачи оптимальной ста-
билизации (1.1), (1.3).

Опираясь на трактовку Н.Н.Красовского дифференциального уравнения с последействи-
ем, используем описание постановки задачи оптимальной стабилизации (2.2), (2.3) в функци-
ональных пространствах состояний H и управлений E = L2([−τ, 0),R

r)×R
r . В гильбертовом
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пространстве E скалярное произведение определяется формулой

〈v,u〉E = u⊤(0)v(0) +

0
∫

−τ

u⊤(ϑ)v(ϑ)dϑ.

Системе (2.2) ставится в соответствие дифференциальное уравнение

dyt

dt
= Ayt +Bvt, t ∈ R

+, (2.4)

Здесь yt(ϑ) = y(t+ ϑ), vt(ϑ) = v(t+ ϑ), ϑ ∈ [−τ, 0], yt ∈ H, vt ∈ E. Неограниченный оператор
A : H → H с областью определения D(A) = {y ∈ H : y ∈ W

1
2([−τ, 0],R

n)} запишем следующим
образом:

(Ay)(ϑ) =
dy(ϑ)

dϑ
, ϑ ∈ [−τ, 0), (Ay)(0) = A0y(0) +A1y(−τ).

Неограниченный оператор B : E → H с областью определения D(B) = {v ∈ E : v(−τ) ∈ R
r}

задается формулами

(Bv)(ϑ) = 0, ϑ ∈ [−τ, 0), (Bv)(0) = A0Bv(0) +A1Bv(−τ).

Критерий качества переходных процессов имеет вид

J(α) =

+∞
∫

0

ω(yt,vt, α)dt.

Здесь ω(y,v, α) = 〈Cyyy,y〉H + 2〈Cyvv,y〉H + 〈Cvv(α)v,v〉E .
Ограниченный самосопряженный неотрицательный оператор Cyy : H → H может быть

записан как
(Cyyy)(ϑ) = 0, ϑ ∈ [−τ, 0), (Cyyy)(0) = Cxy(0).

Ограниченный оператор Cyv : E → H имеет следующий вид:

(Cyvv)(ϑ) = 0, ϑ ∈ [−τ, 0), (Cyvv)(0) = CxBv(0).

Ограниченный самосопряженный неотрицательный оператор Cvv(α) : E → E определяется
соотношениями

(Cvv(α)v)(ϑ) = 0, ϑ ∈ [−τ, 0), (Cvv(α)v)(0) =
(

B⊤CxB + αIr
)

v(0).

3. Уравнение Беллмана вспомогательной задачи

оптимальной стабилизации

При решении задачи оптимальной не импульсной стабилизации (2.2), (2.3) для системы с
запаздыванием в управлениях и невырожденным критерием качества используется уравнение
Беллмана [4, с. 38]

min
vt(0)∈Rr

{dV

dt

∣

∣

(2.4)
(yt,vt, α) + ω(yt,vt, α)

}

= 0, t ∈ R
+. (3.1)

Применение этого уравнения требует описания представления квадратичного функционала
Беллмана. В монографии [4, с. 39] такое представление непосредственно определяется коэф-
фициентами квадратичного функционала. Аналогичное представление используется в [6] при
решении вспомогательной задачи не импульсной стабилизации для автономной линейной си-
стемы с запаздыванием и вырожденным критерием качества.
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В настоящей работе представление квадратичного функционала Беллмана определяется
представлениями порождающих его ограниченных операторов:

V (y,v, α) = 〈U1(α)y,y〉H + 2〈U2(α)v,y〉H + 〈U3(α)v,v〉2 , (3.2)

где скалярное произведение в пространстве L2([−τ, 0],R
r) имеет вид 〈v,u〉2 =

∫ 0

−τ

u⊤(ϑ)v(ϑ)dϑ.

Ограниченный самосопряженный положительный оператор U1 : H → H определяется форму-
лами

(U1(α)y)(ϑ) = K1(ϑ, 0, α)y(0) +

0
∫

−τ

K1(ϑ, s, α)y(s)ds, ϑ ∈ [−τ, 0],

K⊤
1 (ϑ, s, α) = K1(s, ϑ, α), ϑ, s ∈ [−τ, 0].

Ограниченный оператор U2(α) : L2([−τ, 0],R
r) → H запишем в виде

(U2(α)v)(ϑ) =

0
∫

−τ

K2(ϑ, s, α)v(s)ds, ϑ ∈ [−τ, 0].

Ограниченный самосопряженный положительный оператор U3(α) : L2([−τ, 0],R
r) → L2([−τ, 0],

R
r) задается соотношениями

(U3(α)v)(ϑ) =

0
∫

−τ

K3(ϑ, s, α)v(s)ds, ϑ ∈ [−τ, 0],

K⊤
3 (ϑ, s, α) = K3(s, ϑ, α), ϑ, s ∈ [−τ, 0].

Находим производную функционала Беллмана в силу уравнения (2.4):

1

2

dV

dt
|(2.4)(y,v, α) = 〈U1(α) (Ay +Bv) ,y〉H

+ 〈U2(α)v,Ay +Bv〉H + 〈y,U2(α)Dv〉H + 〈v,U3(α)Dv〉2, (3.3)

где D : L2([−τ, 0],R
r) → L2([−τ, 0],R

r) — неограниченный оператор дифференцирования,
(Dv)(ϑ) = dv(ϑ)/dϑ, −τ ≤ ϑ ≤ 0.

Производная функционала Беллмана (3.3) определяет квадратичный неограниченный
функционал на пространствах функций H и E. Введем гильбертовые пространства функций
H1 = R

n ×L2((−τ, 0),R
n)×R

n, E1 = R
r ×L2((−τ, 0),R

r)×R
r со скалярными произведениями

〈x,y〉H1
= y⊤(−τ)x(−τ) + y⊤(0)x(0) +

0
∫

−τ

y⊤(ϑ)x(ϑ)dϑ,

〈u,v〉E1
= v⊤(−τ)u(−τ) + v⊤(0)v(0) +

0
∫

−τ

v⊤(ϑ)v(ϑ)dϑ.

Применение уравнения Беллмана связано с использованием ограниченных сужений неогра-
ниченных функционалов. Процедуру построения таких сужений удобно обосновывать, исполь-
зуя операторы для описания представлений квадратичных функционалов.
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Лемма 1. Сужение функционала, определяемого формулой (3.3), на пространства H1 и

E1 является квадратичным ограниченным функционалом, если коэффициенты представлений

операторов U1(α), U2(α), U3(α) удовлетворяют следующим условиям:

1) матричнозначная функция K1(·, ·, α) дифференцируема по второму аргументу,

∂K1(·, ·, α)

∂s
∈ L2((−τ, 0) × (−τ, 0),Rn×n),

K1(·, 0, α),K1, (·,−0, α),K1(·,−τ, α) ∈ L2((−τ, 0),R
n×n)× R

n×n,

∂K1(0, ·, α)

∂s
∈ L2((−τ, 0),R

n×n);

2) матричнозначная функция K2(·, ·, α) дифференцируема по первому и второму аргумен-

там,

K2(·,−0, α), K2(·,−τ, α) ∈ L2((−τ, 0),R
n×r)× R

n×r,

∂K2(·, ·, α)

∂ϑ
,
∂K2(·, ·, α)

∂s
∈ L2((−τ, 0) × (−τ, 0),Rn×r),

K2(0, ·, α), K2(−0, ·, α), K2(−τ, ·, α),
∂K2(0, ·, α)

∂s
∈ L2((−τ, 0),R

n×r);

3) матричнозначная функция K3(·, ·, α) дифференцируема по второму аргументам,

∂K3(·, ·, α)

∂s
∈ L2((−τ, 0) × (−τ, 0),Rr×r),

K3(·,−0, α), K3(·,−τ, α) ∈ L2((−τ, 0),R
r×r).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя определения неограниченных операторов A, B, D,
найдем сужение квадратичного функционала, определяемого формулой (3.3), на пространства
H1, E1. Имеют место формулы

(U1(α) (Ay +Bv)) (ϑ) = (K1(ϑ, 0, α)A0 +K1(ϑ,−0, α)) y(0) +K1(ϑ, 0, α)A0Bv(0)

+ (K1(ϑ, 0, α)A1 −K1(ϑ,−τ, α)) y(−τ) +K1(ϑ, 0, α)A1Bv(−τ)−

0
∫

−τ

∂K1(ϑ, s, α)

∂s
y(s)ds,

(U2(α)Dv) (ϑ) = K2(ϑ,−0, α)v(0) −K2(ϑ,−τ, α)v(−τ) −

0
∫

−τ

∂K2(ϑ, s, α)

∂s
v(s)ds, −τ ≤ ϑ ≤ 0,

(U3(α)Dv) (ϑ) = K3(ϑ,−0, α)v(0) −K3(ϑ,−τ, α)v(−τ) −

0
∫

−τ

∂K3(ϑ, s, α)

∂s
v(s)ds, −τ ≤ ϑ < 0,

〈U2(α)v,Ay +Bv〉H

=
(

y⊤(0)A⊤
0 + y⊤(−τ)A⊤

1 + v⊤(0)B⊤A⊤
0 + v⊤(−τ)B⊤A⊤

1

)

0
∫

−τ

K2(0, s, α)v(s)ds

+

0
∫

−τ

(

y⊤(0)K2(−0, s, α) − y⊤(−τ)K2(−τ, s, α) −

0
∫

−τ

y⊤(ϑ)
∂K2(ϑ, s, α)

∂ϑ
dϑ

)

v(s)ds.

При выполнении условий леммы из полученных формул и неравенства Коши — Буняковско-
го следует, что ограничены сужения операторов U1(α)A, U1(α)B, U2(α)D, U3(α)D, а также
ограничено сужение функционала 〈U2(α)v,Ay +Bv〉H на пространства функций H1, E1. Ис-
пользуя формулу (3.3), завершаем доказательство леммы.
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4. Определяющая система уравнений функционала Беллмана

Для систем дифференциальных уравнений с запаздыванием в управлениях и невырож-
денным критерием качества оптимальное стабилизирующее управление является решением
интегрального уравнения, коэффициенты которого находятся из определяющей системы урав-
нений функционала Беллмана [4, с. 39]. Для системы (2.2) с вырожденным критерием качества
стабилизирующее управление можно также связать с решением интегрального уравнения, ко-
эффициенты которого находятся из определяющей системы уравнений функционала Беллма-
на [7]. В настоящей работе определяющая система уравнений функционала Беллмана (3.2)
вспомогательной задачи оптимальной стабилизации (2.2), (2.3) описывается в терминах коэф-
фициентов представлений операторов U1(α), U2(α), U3(α).

Лемма 2. Пусть существует решение вспомогательной задачи оптимальной стабили-

зации (2.2), (2.3). Тогда оптимальное стабилизирующее управление является решением ин-

тегрального уравнения

Cvv(α)v(t) +
(

B⊤
(

Cx +A⊤
0 K1(0, 0, α)

)

+K⊤
2 (0,−0, α)

)

y(t)

+

0
∫

−τ

(

B⊤A⊤
0 K1(0, ϑ, α) +K⊤

2 (ϑ,−0, α)
)

y(t+ ϑ)dϑ

+

0
∫

−τ

(

B⊤A⊤
0 K2(0, ϑ, α) +K⊤

3 (ϑ,−0, α)
)

v(t+ ϑ)dϑ = 0, t > 0, v(t) = 0, t ∈ [−τ, 0]. (4.1)

Коэффициенты представлений операторов U1(α), U2(α), U3(α) удовлетворяют опреде-

ляющей системе уравнений функционала Беллмана

∂K1(ϑ, s, α)

∂ϑ
+
∂K1(ϑ, s, α)

∂s
+

(

K2(ϑ,−0, α) +K1(ϑ, 0, α)A0B
)

C−1
vv (α)

×
(

K⊤
2 (s,−0, α) +B⊤A⊤

0 K
⊤
1 (s, 0, α)

)

= 0, (4.2)

∂K2(ϑ, s, α)

∂ϑ
+
∂K2(ϑ, s, α)

∂s
+

(

K2(ϑ,−0, α) +K1(ϑ, 0, α)A0B
)

C−1
vv (α)

×
(

K⊤
3 (s,−0, α) +B⊤A⊤

0 K2(0, s, α)
)

= 0, (4.3)

∂K3(ϑ, s, α)

∂ϑ
+
∂K3(ϑ, s, α)

∂s
+
(

K3(ϑ,−0, α) +K⊤
2 (0, ϑ, α)A0B

)

C−1
vv (α)

×
(

K⊤
3 (s,−0, α) +B⊤A⊤

0 K2(0, s, α)
)

= 0, (4.4)

−τ ≤ ϑ, s < 0,

∂K1(0, ϑ, α)

∂ϑ
= A⊤

0 K1(0, ϑ, α) +K1(−0, ϑ, α) −
(

K2(0,−0, α) + (Cx +K1(0, 0, α)A0)B
)

C−1
vv (α)

×
(

K⊤
2 (ϑ,−0, α) +B⊤A⊤

0 K1(0, ϑ, α)
)

, (4.5)

∂K2(0, ϑ, α)

∂ϑ
= A⊤

0 K2(0, ϑ, α) +K2(−0, ϑ, α) −
(

K2(0,−0, α) + (Cx +K1(0, 0, α)A0)B
)

C−1
vv (α)

×
(

K⊤
3 (ϑ,−0, α) +B⊤A⊤

0 K2(0, ϑ, α)
)

, (4.6)

K1(ϑ,−τ, α) = A⊤
1 K1(0, ϑ, α), K2(−τ, ϑ, α) = A⊤

1 K2(0, ϑ, α), (4.7)
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K⊤
2 (ϑ,−τ, α) = B⊤A⊤

1 K1(0, ϑ, α), K3(−τ, ϑ, α) = B⊤A⊤
1 K2(0, ϑ, α), (4.8)

−τ ≤ ϑ < 0,

K1(0,−τ, α) = K1(0, 0, α)A1, K2(0,−τ, α) = K1(0, 0, α)A1B, (4.9)

A⊤
0 K1(0, 0, α) +K1(0, 0, α)A0 +K⊤

1 (0,−0, α) +K1(0,−0, α) + Cx

−
(

K2(0,−0, α) + (Cx +K1(0, 0, α)A0)B
)

C−1
vv (α)

×
(

K⊤
2 (0,−0, α) +B⊤

(

Cx +A⊤
0 K1(0, 0, α)

)

)

= 0. (4.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При выполнении условий леммы 1 сужение квадратичного

функционала, определяемого формулами Φ(y,v, α) =
dV

dt

∣

∣

(2.4)
(y,v, α) + ω(y,v, α), y ∈ H,

v ∈ E, на пространства H1 и E1 является квадратичным ограниченным функционалом. Ис-
пользуя методы построения сужений, предложенные в лемме 1, находим представление квад-
ратичного ограниченного функционала

Φ(y,v, α) = 〈Û1(α)y,y〉H1
+ 2〈Û2(α)v,y〉H1

+ 〈Û3(α)v,v〉E1
. (4.11)

Здесь ограниченный самосопряженный оператор Û1 : H1 → H1 определяется формулами

(Û1(α)y)(−τ) =
(

A⊤
1 K1(0, 0, α) −K⊤

1 (0,−τ, α)
)

y(0)+

0
∫

−τ

(

A⊤
1 K

⊤
1 (s, 0, α)−K⊤

1 (s,−τ, α)
)

y(s)ds,

(Û1(α)y)(ϑ) =
(

K1(ϑ, 0, α)A1 −K1(ϑ,−τ, α)
)

y(−τ)

+

(

−
∂K1(ϑ, 0, α)

∂ϑ
+K1(ϑ, 0, α)A0 +K1(ϑ,−0, α)

)

y(0)

−

0
∫

−τ

(

∂K1(ϑ, s, α)

∂ϑ
+
∂K1(ϑ, s, α)

∂s

)

y(s)ds, ϑ ∈ (−τ, 0),

(Û1(α)y)(0) = (K1(0, 0, α)A1B −K2(0,−τ, α)) v(−τ)+
(

CxB+K1(0, 0, α)A0B+K2(0,−0, α)
)

y(0)

+

0
∫

−τ

(

−
∂K1(0, s, α)

∂s
+A⊤

0 K1(0, s, α) +K1(−0, s, α)

)

y(s)ds.

Ограниченный оператор Û2 : E1 → H1 задается соотношениями

(

Û2(α)v
)

(−τ) =

0
∫

−τ

(

A⊤
1 K

⊤
2 (0, s, α) −K⊤

2 (−τ, s, α)
)

v(s)ds,

(Û2(α)v)(ϑ) =
(

K1(ϑ, 0, α)A1B −K2(ϑ,−τ, α)
)

v(−τ) +
(

K1(ϑ, 0, α)A0B +K2(ϑ,−0, α)
)

v(0)

−

0
∫

−τ

(

∂K2(ϑ, s, α)

∂ϑ
+
∂K2(ϑ, s, α)

∂s

)

v(s)ds, ϑ ∈ (−τ, 0),

(Û2(α)v)(0) =
(

K1(0, 0, α)A1 −K1(0,−τ, α)
)

v(−τ)

+
(

Cx +K1(0, 0, α)A0 +A⊤
0 K1(0, 0, α) +K1(0,−0, α) +K⊤

1 (0,−0, α)
)

v(0)
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+

0
∫

−τ

(

−
∂K2(0, s, α)

∂s
+A⊤

0 K2(0, s, α) +K2(−0, s, α)
)

v(s)ds.

Ограниченный самосопряженный оператор Û3 : E1 → E1 определяется формулами

(Û3(α)v)(−τ) =

0
∫

−τ

(

B⊤
1 A

⊤
1 K

⊤
2 (0, s, α) −K⊤

3 (s,−τ, α)
)

v(s)ds,

(Û3(α)v)(ϑ) =
(

K⊤
2 (0, ϑ, α)A1B −K3(ϑ,−τ, α)

)

v(−τ)

+
(

K⊤
2 (0, ϑ, α)A0B +K3(ϑ,−0, α)

)

v(0)

−

0
∫

−τ

(∂K3(ϑ, s, α)

∂ϑ
+
∂K3(ϑ, s, α)

∂s

)

v(s)ds, ϑ ∈ (−τ, 0),

(Û3(α)v)(0) = Cvv(α)v(0) +

0
∫

−τ

(

B⊤A⊤
0 K2(0, s, α) +K3(−0, s, α)

)

v(s)ds.

Для произвольной функции v ∈ E1 рассмотрим разложение v = v1 + v2, v1,v2 ∈ E1,
где v1(ϑ) = 0, ϑ ∈ [−τ, 0), v1(0) = v(0), v2(ϑ) = v(ϑ), ϑ ∈ [−τ, 0), v2(0) = 0. Введем
гильбертово пространство функций E2 = R

r × L2((−τ, 0),R
r) со скалярным произведением

〈û, v̂〉E2
= v̂⊤(−τ)û(−τ)+

∫ 0

−τ

v̂⊤(ϑ)û(ϑ)dϑ. Функция v̂, определяемая формулами v̂(ϑ) = v(ϑ),

ϑ ∈ [−τ, 0), принадлежит пространству E2.
Используя разложение элемента пространства E1 и описание представления ограниченного

функционала (4.11), для функционала, определяемого формулами Φ̂(v(0),y, v̂, α) = Φ(y,v1 +
v2, α), v(0) ∈ R

r, y ∈ H1, v̂ ∈ E2, получим следующее представление:

Φ̂(v(0),y, v̂, α) = Φ̂0(y, v̂, α) + 2Φ̂1⊤(y, v̂, α)v(0) + v⊤(0)Cvv(α)v(0),

коэффициенты которого имеют вид

Φ̂0(y, v̂, α) = 〈Û1(α)y,y〉H1
+ 2〈Û2(α)v

2,y〉H1
+ 〈Û3(α)v

2,v2〉E1
,

Φ̂1(y, v̂, α) =
(

K⊤
2 (0,−0, α) +B⊤

(

Cx +A⊤
0 K1(0, 0, α)

)

)

y(0)

+

0
∫

−τ

(

K⊤
2 (ϑ,−0, α) +B⊤A⊤

0 K
⊤
1 (ϑ, 0, α)

)

y(ϑ)dϑ

+

0
∫

−τ

(

K⊤
3 (ϑ,−0, α) +B⊤A⊤

0 K2(0, ϑ, α)
)

v̂(ϑ)dϑ. (4.12)

Находим min
v(0)∈Rr

Φ̂(v(0),y, v̂, α) = Φ̂(v(0)(y, v̂, α),y, v̂, α), где

v(0)(y, v̂, α) = −C−1
vv (α)Φ̂

1(y, v̂, α). (4.13)

Из уравнения Беллмана (3.1) следует тождество Φ̂(v(0)(y, v̂, α),y, v̂, α) ≡ 0, y ∈ H1, v̂ ∈ E2.
Оно выполняется, когда коэффициенты представлений операторов U1(α), U2(α), U3(α) удо-
влетворяют определяющей системе уравнений функционала Беллмана (4.2)–(4.10).
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В уравнении Беллмана (3.1) v(0) требуется заменить на vt(0) = v(t), а функцию v̂(ϑ), ϑ ∈
[−τ, 0), — на функцию v̂(ϑ) = vt(ϑ) = v(t+ϑ), ϑ ∈ [−τ, 0), для произвольного t > 0. Учитывая
формулы (4.12) и (4.13) вспомогательной задачи оптимальной стабилизации (2.2), (2.3) для
оптимального стабилизирующего управления вспомогательной задачи оптимальной стабили-
зации (2.2), (2.3) получим интегральное уравнение (4.1).

Лемма доказана.

5. Метод интегрирования определяющей системы

уравнений функционала Беллмана

Задача интегрирования определяющей системы уравнений функционала Беллмана
(4.2)–(4.10) является достаточно сложной. Для системы дифференциальных уравнений с за-
паздыванием в управлениях и невырожденным критерием качества в работе [4, с. 36] предло-
жен метод последовательных приближений для нахождения решения определяющей системы
уравнений функционала Беллмана. Для системы дифференциальных уравнений с последей-
ствием в управлениях и с вырожденным критерием качества при нахождении стабилизирую-
щего управления в [7] использовался метод интегрирования определяющей системы уравнений
функционала Беллмана, связанный с вариацией критерия качества переходных процессов. Для
системы дифференциальных уравнений без последействия в управлениях и с невырожденным
критерием качества в [8] для интегрирования определяющей системы уравнений функционала
Беллмана предложена процедура понижения размерности определяющей системы. В настоя-
щей работе для новой определяющей системы уравнений функционала Беллмана (4.2)–(4.10)
разработана процедура понижения размерности определяющей системы.

Рассмотрим матричное уравнение с частными производными

∂Φ(ϑ, s)

∂ϑ
+
∂Φ(ϑ, s)

∂s
= F (ϑ, s), −τ ≤ s, ϑ < 0.

Его решение задается соотношениями

Φ(ϑ, s) = Φ(ϑ− s− τ,−τ) +

s
∫

−τ

F (ξ + ϑ− s, ξ)dξ, −τ ≤ s ≤ ϑ < 0,

Φ(ϑ, s) = Φ(−τ, s− ϑ− τ) +

ϑ
∫

−τ

F (ξ, ξ − ϑ+ s)dξ, −τ ≤ ϑ < s < 0.

Используем последние формулы при нахождении решений определяющей системы уравнений
(4.2)–(4.10). Введем обозначения X1(ϑ, α) = K2(0, ϑ, α), X2(ϑ, α) = K1(0, ϑ, α), X3(ϑ, α) =
K3(ϑ,−0, α) +K⊤

2 (0, ϑ, α)A0B, X4(ϑ, α) = K2(ϑ,−0, α) +K⊤
1 (0, ϑ, α)A0B, ϑ ∈ [−τ, 0).

Решение уравнения (4.2 ) обладает симметрией K1(ϑ, s, α) = K⊤
1 (s, ϑ, α), −τ ≤ ϑ ≤ s < 0,

и с учетом условия (4.7) принимает следующий вид:

K1(ϑ, s, α) = X⊤
2 (ϑ− s− τ, α)A1 −

s
∫

−τ

X4(ξ + ϑ− s, α)C−1
vv (α)X⊤

4 (ξ, α)dξ, −τ ≤ s ≤ ϑ < 0. (5.1)

Решение уравнения (4.3) с учетом условий (4.7), (4.8) определяется формулами

K2(ϑ, s, α) = X⊤
2 (ϑ−s−τ, α)A1B−

s
∫

−τ

X⊤
4 (ξ+ϑ−s, α)C−1

vv (α)X
⊤
3 (ξ, α)dξ, −τ ≤ s ≤ ϑ < 0, (5.2)
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K2(ϑ, s, α) = A⊤
1 X1(s− ϑ− τ, α)−

ϑ
∫

−τ

X⊤
4 (ξ + ϑ− s, α)C−1

vv (ξ)X⊤
3 (ξ)dξ, −τ ≤ ϑ < s < 0. (5.3)

Решение уравнения (4.4) обладает симметрией K3(ϑ, s, α) = K⊤
3 (s, ϑ, α), −τ ≤ ϑ < s < 0,

и с учетом условия (4.8) задается в виде

K3(ϑ, s, α) = X⊤
1 (ϑ−s− τ, α)A1B−

s
∫

−τ

X3(α+ϑ−s, α)C
−1
vv (α)X

⊤
3 (ξ)dξ, −τ ≤ s ≤ ϑ < 0. (5.4)

Предложенная процедура понижения размерности определяющей системы позволяет при
нахождении оптимального стабилизирующего управления вспомогательной системы искать
непосредственно коэффициенты интегрального уравнения, которое определяет это управле-
ние.

Теорема 1. Пусть существует решение вспомогательной задачи оптимальной стаби-

лизации (2.2), (2.3). Тогда оптимальное стабилизирующее управление является решением

интегрального уравнения

Cvv(α)v(t) +D⊤(α)y(t) +

0
∫

−τ

X⊤
4 (ϑ, α)y(t + ϑ)dϑ+

0
∫

−τ

X⊤
3 (ϑ, α)v(t + ϑ)dϑ = 0, t > 0, (5.5)

v(t) = 0, t ∈ [−τ, 0].

Коэффициенты интегрального уравнения удовлетворяют следующей системе функцио-

нально-дифференциальных и интегральных уравнений:

X ′
1(ϑ, α) = A⊤

0 X1(ϑ, α) +X⊤
2 (−ϑ− τ, α)A1B

+D(α)C−1
vv (α)X⊤

3 (ϑ, α) +

ϑ
∫

−τ

X4(s− ϑ, α)C−1
vv (α)X⊤

3 (s, α)ds, (5.6)

X ′
2(ϑ, α) = A⊤

0 X2(ϑ, α) +X⊤
2 (−ϑ− τ, α)A1

+D(α)C−1
vv (α)X⊤

4 (ϑ, α) +

ϑ
∫

−τ

X4(s− ϑ, α)C−1
vv (α)X⊤

4 (s, α)ds, (5.7)

X3(ϑ, α) = X⊤
1 (ϑ, α)A0B +B⊤A⊤

1 X1(−ϑ− τ, α) +

ϑ
∫

−τ

X3(s, α)C
−1
vv (α)X⊤

3 (s− ϑ, α)ds, (5.8)

X4(ϑ, α) = X⊤
2 (ϑ, α)A0B +A⊤

1 X1(−ϑ− τ, α) +

ϑ
∫

−τ

X4(s, α)C
−1
vv (α)X⊤

3 (s− ϑ, α)ds, (5.9)

с краевыми условиями

X1(−τ, α) = K(α)A1B, X2(−τ, α) = K(α)A1. (5.10)

Матрица D(α) определяется формулой

D(α) = X1(−0, α) + (Cx +K(α)A0)B,

а симметричная положительно определенная матрица K(α) удовлетворяет уравнению

A⊤
0 K(α) +K(α)A0 +D(α)C−1

vv (α)D⊤(α) +X2(−0, α) +X⊤
2 (−0, α) + Cx = 0. (5.11)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя новые обозначения интегральное уравнение (4.1)
запишем в форме (5.5).

Из (4.9) следует, что функции X1(·, α), X2(·, α) удовлетворяют краевым условиям (5.10).
Из (4.10) следует, что матрица K(α) = K1(0, 0, α) удовлетворяет уравнению (5.11).

Используя формулы (5.1)–(5.4), находим

K1(−0, ϑ, α) = X⊤
2 (−ϑ− τ, α)A1 −

ϑ
∫

−τ

X4(ξ − ϑ, α)C−1
vv (α)X

⊤
4 (ξ, α)dξ, −τ ≤ ϑ < 0, (5.12)

K2(−0, ϑ, α) = X⊤
2 (−ϑ− τ, α)A1B −

ϑ
∫

−τ

X4(ξ − ϑ, α)C−1
vv (α)X⊤

4 (ξ, α)dξ, −τ ≤ ϑ < 0, (5.13)

K2(ϑ,−0, α) = A⊤
1 X1(−ϑ− τ, α)−

ϑ
∫

−τ

X4(ξ, α)C
−1
vv (α)X⊤

3 (ξ − ϑ, α)dξ, −τ ≤ ϑ < 0, (5.14)

K3(ϑ,−0, α) = B⊤A⊤
1 X1(−ϑ− τ, α)−

ϑ
∫

−τ

X3(ξ, α)C
−1
vv (α)X⊤

3 (ξ − ϑ, α)dξ, −τ ≤ ϑ < 0. (5.15)

Учитывая формулы (5.14), (5.15) и определения функций X3(·, α), X4(·, α), находим инте-
гральные уравнения (5.8), (5.9). Имея в виду формулы (5.12)–(5.15) и уравнения (4.5), (4.6),
получим уравнения (5.6), (5.7).

Теорема доказана.

6. Оптимальное импульсное стабилизирующее управление

Покажем, что оптимальное управление регуляризованной вырожденной задачи импульс-
ной стабилизации для автономной линейной системы дифференциальных уравнений с запаз-
дыванием (1.1), (1.3) является обобщенной функцией. Для нерегуляризованной вырожденной
задачи импульсной стабилизации системы с запаздыванием обобщенные управления рассмат-
ривались в [7].

Теорема 2. Пусть существует решение задачи оптимальной импульсной стабилиза-

ции (1.1), (1.3). Тогда оптимальное импульсное стабилизирующее управление определяется

формулами

u0(t, α, x) = v0(+0, α, x)δ(t)

−
(

Cvv(α)−B⊤D̂⊤(α)B
)−1

B⊤

(

D̂⊤(α)
dx(t)

dt
+

0
∫

−τ

X̂⊤
4 (s, α)

dx(t + s)

ds
ds

)

, t > 0, (6.1)

где δ(·) — функция Дирака, v0(+0, α, x) — начальный импульс вида

v0(+0, α, x) = −
(

Cvv(α) −B⊤D̂⊤(α)B
)−1

B⊤

(

D̂⊤(α)ϕ(0) +

0
∫

−τ

X̂⊤
4 (s, α)ϕ(s)ds

)

, (6.2)

ϕ ∈ H — начальная функция решения системы (1.1).
Коэффициенты оптимального стабилизирующего управления удовлетворяют следующей

системе, состоящей из интегрального уравнения

X̂4(ϑ, α) = A⊤
1

(

D̂(α) − Cx

)

+

ϑ
∫

−τ

X̂4(s, α)ds
(

In − C̃vv(α)D̂
⊤(α)

)

A0
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− A⊤
1

(

In− D̂(α)C̃vv(α)
)

0
∫

−ϑ−τ

X̂⊤
4 (s, α)ds−

ϑ
∫

−τ

X̂4(s, α)C̃vv(α)X̂
⊤
4 (s−ϑ, α)ds, ϑ ∈ [−τ, 0], (6.3)

и алгебраического уравнения

D̂(α) + D̂⊤(α) − Cx − D̂(α)C̃vv(α)D̂
⊤(α) = 0, C̃vv(α) = BC−1

vv (α)B
⊤, (6.4)

для решения которого матрица K(α), определяемая уравнением

D̂(α) = K(α) (A0 +A1) +Cx +
(

In − D̂(α)C̃vv(α)
)

0
∫

−τ

X̂⊤
4 (s, α)ds, (6.5)

должна быть симметричной и положительно определенной.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В интегральном уравнении (5.5) проведем замену (2.1). Имеем

(

Cvv(α)−D⊤(α)B
)

v(t) +D⊤(α)x(t) +

0
∫

−τ

X⊤
4 (s, α)x(t+ s)ds

+

0
∫

−τ

(

X⊤
3 (s, α)−X⊤

4 (s, α)B
)

v(t+ s)ds = 0, t ∈ R
+. (6.6)

Введем новые матричнозначные функции X̃1(ϑ, α) = X1(ϑ, α) − X2(ϑ, α)B, X̃3(ϑ, α) =
X3(ϑ, α)−B⊤X4(ϑ, α), ϑ ∈ [−τ, 0).

Используя уравнения (5.6), (5.7) и краевые условия (5.10), находим дифференциальное
уравнение

X̃ ′
1(ϑ, α) = A⊤

0 X̃1(ϑ, α)−D(α)C−1
vv (α)X̃⊤

3 (ϑ, α)

−

ϑ
∫

−τ

X4(s− ϑ, α)C−1
vv (α)X̃⊤

3 (s, α)ds, ϑ ∈ [−τ, 0), (6.7)

с краевым условием X̃1(−τ, α) = 0. Исходя из уравнений (5.8) и (5.9), находим интегральное
уравнение

X̃3(ϑ, α) = X̃⊤
1 (ϑ, α)A0B −

ϑ
∫

−τ

X̃3(s, α)C
−1
vv (α)X⊤

3 (s− ϑ, α)ds, ϑ ∈ [−τ, 0). (6.8)

Решение уравнения (6.7) определяется формулой

X̃1(ϑ, α) = −

ϑ
∫

−τ

exp
(

A⊤
0 (ϑ − ξ)

)

(

D(α) +

ϑ
∫

ξ

exp
(

A⊤
0 (ξ − s)

)

X4(ξ − s, α)ds

)

× C−1
vv (α)X̃3(ξ, α)dξ, ϑ ∈ [−τ, 0). (6.9)

Подставляя его в уравнение (6.8), получим интегральное уравнение

X̃3(ϑ, α) = −

ϑ
∫

−τ

X̃3(ξ, α)C
−1
vv (α)

((

D⊤(α) exp (A0(ϑ− ξ))
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+

ϑ
∫

ξ

X⊤
4 (ξ − s, α) exp (A0(ϑ − s)) ds

)

A0B +X⊤
3 (ξ − ϑ, α)

)

dξ, ϑ ∈ [−τ, 0).

Неизвестная матричнозначная функция X̃3(·, α) является решением однородного интеграль-
ного уравнения Вольтерра второго рода. Поэтому X̃3(ϑ, α) ≡ 0, ϑ ∈ [−τ, 0]. Из формулы (6.9)
следует, что X̃1(ϑ, α) ≡ 0, ϑ ∈ [−τ, 0]. Отсюда находим X1(ϑ, α) = X2(ϑ, α)B и X3(ϑ, α) =
B⊤X4(ϑ, α), ϑ ∈ [−τ, 0].

Из (5.7), (5.9), (5.10) получим функционально-дифференциальное уравнение

X ′
2(ϑ, α) = A⊤

0 X2(ϑ, α) +X⊤
2 (−ϑ− τ, α)A1

−D(α)C−1
vv (α)X⊤

4 (ϑ)−

ϑ
∫

−τ

X4(s− ϑ, α)C−1
vv (α)X⊤

4 (s)ds, ϑ ∈ [−τ, 0], (6.10)

с краевым условием X2(−τ, α) = K(α)A1 и интегральное уравнение

X4(ϑ, α) = X⊤
2 (ϑ, α)A0B +A⊤

1 X2(−ϑ− τ, α)B

−

ϑ
∫

−τ

X4(s, α)C
−1
vv (α)X⊤

4 (s− ϑ, α)dsB, ϑ ∈ [−τ, 0]. (6.11)

Из (6.11) имеем X4(ϑ, α) = X̂4(ϑ, α)B, ϑ ∈ [−τ, 0], где матричнозначная функция X̂4(·, α)
удовлетворяет интегральному уравнению

X̂4(ϑ, α) = X⊤
2 (ϑ, α)A0+A

⊤
1 X2(−ϑ−τ, α)−

ϑ
∫

−τ

X̂4(s, α)C̃vv(α)X̂4
⊤
(s−ϑ, α)ds, ϑ ∈ [−τ, 0]. (6.12)

Используя определение матрицы D(α), имеем D(α) = D̂(α)B, где

D̂(α) = X2(−0, α) + Cx +K(α)A0. (6.13)

Из (5.11) следует, что матрица D̂(α) удовлетворяет алгебраическому уравнению (6.4)
Преобразуя уравнение (6.10), выводим

X ′
2(ϑ, α) = A⊤

0 X2(ϑ, α) +X⊤
2 (−ϑ− τ, α)A1

− D̂(α)C̃vv(α)X̂
⊤
4 (ϑ, α)−

ϑ
∫

−τ

X̂4(s− ϑ, α)C̃vv(α)X̂
⊤
4 (s, α)ds, ϑ ∈ [−τ, 0].

Учитывая уравнение (6.12), получим X ′
2(ϑ, α) =

(

In − D̂(α)C̃vv(α)
)

X̂⊤
4 (ϑ, α), ϑ ∈ [−τ, 0],

X2(−τ, α) = K(α)A1. Отсюда находим

X2(ϑ, α) = K(α)A1 +
(

In − D̂(α)C̃vv(α)
)

ϑ
∫

−τ

X̂⊤
4 (s, α)ds, ϑ ∈ [−τ, 0].

Тогда из (6.13) следует уравнение (6.5). Исключая X2(·) в (6.12), получим нелинейное матрич-
ное интегральное уравнение

X̂4(ϑ, α) = A⊤
1 K(α) (A0 +A1) +

ϑ
∫

−τ

X̂4(s, α)ds
(

In − C̃vv(α)D̂
⊤(α)

)

A0
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+A⊤
1

(

In − D̂(α)C̃vv(α)
)

ϑ
∫

−τ

X̂⊤
4 (s, α)ds −

ϑ
∫

−τ

X̂4(s, α)C̃vv(α)X̂
⊤
4 (s− ϑ, α)ds, ϑ ∈ [−τ, 0],

которое с учетом (6.5) преобразуется к виду (6.3).
Используя полученные результаты, из (6.6) находим

(

Cvv(α)−B⊤D̂⊤(α)B
)

v(t) +B⊤D̂⊤(α)x(t) +B⊤

0
∫

−τ

X̂⊤
4 (s, α)x(t + s)ds = 0, t ∈ R

+. (6.14)

Покажем, что матрица Y (α) = Cvv(α) − B⊤D̂⊤(α)B является невырожденной. Умножая
равенство (6.4) слева и справа на матрицы B⊤ и B соответственно, имеем

B⊤D̂(α)B +B⊤D̂⊤(α)B −B⊤CxB −B⊤D̂(α)C̃vv(α)D̂
⊤(α)B = 0.

Последнее равенство преобразуется к виду Y ⊤(α)C−1
vv (α)Y (α) = α2Ir. Следовательно,

detY (α) 6= 0 и из (6.14) следует, что импульсы оптимального стабилизирующего управление
определяются формулой

v0(t, α, x) = −
(

Cvv(α)−B
⊤D̂⊤(α)B

)−1
B⊤

(

D̂⊤(α)x(t)+

0
∫

−τ

X̂⊤
4 (s, α)x(t+s)ds

)

, t > 0. (6.15)

Для оптимального стабилизирующего управления задачи (1.1), (1.3) они определяют значе-
ния v0(t, α, x) дифференцируемой функции импульсов и значения управлений u0(t, α, x) =
dv(t, α, x)

dt
при t > 0. Поскольку v0(t, α, x) = 0 при t ∈ [−τ, 0], то функция импульсов имеет

одну точку разрыва первого рода при t = 0. Для этой точки значение v(+ 0, α, x) определя-
ется формулой (6.2). Оптимальное стабилизирующее управления задачи (1.1), (1.3) задается
обобщенной функцией и определяется формулой (6.1).

Теорема доказана.

7. Асимптотика оптимального импульсного

стабилизирующего управления

Пусть A = A0 +A1, rankB = n. Рассмотрим матричное уравнение Риккати

K̃1AC−1
x A⊤K̃1 = B−1⊤B−1. (7.1)

Для существования симметричного положительно определенного матричного решения этого
уравнения требуется, чтобы матрица

M =

(

0 AC−1
x A⊤

B⊤−1B−1 0

)

не имела чисто мнимых собственных чисел [10, с. 161]. Справедливо равенство det (M − λI2n) =
det

(

λ2In −AC−1
x A⊤B⊤−1B−1

)

, λ ∈ C. Следовательно, если все собственные числа матрицы
AC−1

x A⊤B⊤−1B−1 положительные, то уравнение (7.1) имеет единственное симметричное по-
ложительно определенное матричное решение K̃1 .

Рассмотрим также матричное уравнение Ляпунова

K̃2Ã+ Ã⊤K̃2 = F 0, (7.2)

где Ã = AC−1
x A⊤K̃1, F 0 = K̃1AC−1

x

(

τA⊤
1 + In

)

B−1⊤B−1 + B−1⊤B−1 (τA1 + In)C
−1
x A⊤K̃1.

Если матрица Ã имеет простые собственные числа λj , j = 1, n, для которых λj + λk 6= 0 при
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всех j, k = 1, n, то уравнение (7.2) имеет единственное симметричное матричное решение K̃2
0

(см. [11, с. 82]).
Рассматривается задача нахождения асимптотики оптимального импульсного стабилизи-

рующего управления задачи (1.1), (1.3) вблизи значения α = 0 регуляризующего параметра.
Будем искать решение поставленной задачи при выполнении у с л о в и й A:

1) все собственные числа матрицы AC−1
x A⊤B⊤−1B−1 являются положительными;

2) матрица AC−1
x K̃1 имеет простые собственные числа λj , j = 1, n, для которых λj+λk 6= 0

при всех j, k = 1, n.

Лемма 3. Пусть выполнены условия A. Тогда система уравнений (6.3)–(6.5) имеет един-

ственное решение при малых положительных значениях параметра α, аналитически зави-

сящее от параметра α и допускающее асимптотические разложения

D̂(α) = Cx + αK̃1A+ α2
(

K̃2
0A− τC−1

x AA⊤K̃1A1

)

+O
(

α3
)

, (7.3)

X̂(ϑ, α) = αA⊤
1 K̃

1A+ α2
(

A⊤
1 K̃

2
0A+ ϑA⊤

1 C
−1
x K̃1AA⊤K̃1A1

− (ϑ+ τ)A⊤
1 K̃

1AA⊤K̃1C−1
x A0

)

+O
(

α3
)

, ϑ ∈ [−τ, 0], (7.4)

K(α) = αK̃1 + α2K̃2
0 +O

(

α3
)

. (7.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В малой окрестности значения α = 0 матрица C̃vv(α) =

B
(

B⊤CxB + α2In
)−1

B⊤ аналитически зависит от α и допускает асимптотическое представ-

ление C̃vv(α) = C−1
x − α2C̃1

vv(α).
Решение системы уравнений (6.3)–(6.5) ищем в асимптотической форме

D̂(α) = Cx + αD̃(α), K(α) = αK̃(α), X̂4(ϑ, α) = αX̃4(ϑ, α), ϑ ∈ [−τ, 0]. (7.6)

Система уравнений (6.3)–(6.5) преобразуется к следующему виду:

CxC̃
1
vv(α)Cx − D̃(α)

(

C−1
x − α2C̃1

vv(α)
)

D̃⊤(α) + α
(

D̃(α)C̃1
vv(α)Cx + CxC̃

1
vv(α)D̃

⊤(α)
)

= 0, (7.7)

D̃(α) = K̃(α)A+ αP̃ (α)

0
∫

−τ

X̃⊤
4 (s, α)ds, (7.8)

X̃4(ϑ, α) = A⊤
1 D̃(α) + α

ϑ
∫

−τ

X̃4(s, α)dsP̃
⊤(α)A0 − αA⊤

1 P̃ (α)

0
∫

−τ−ϑ

X̃⊤
4 (s, α)ds

− α

ϑ
∫

−τ

X̃4(s, α)
(

C−1
x − α2C̃1

vv(α)
)

X̃⊤
4 (s− ϑ, α)ds, ϑ ∈ [−τ, 0], (7.9)

где P̃ (α) = D̃(α)
(

− C−1
x + α2C̃1

vv(α)
)

+ αCxC̃
1
vv(α).

Исходя из принципа сжатых отображений [9, с. 213] для нелинейного интегрального урав-
нения (7.9) в пространстве функций L2((−τ, 0),R

n×n), приходим к выводу о существовании
единственного решения этого уравнения X̃4(ϑ, D̃(α), α), ϑ ∈ [−τ, 0], для произвольной фик-
сированной матрицы D̃(α), аналитически зависящего от малого параметра α и удовлетво-
ряющего условию X̃4(ϑ, D̃(α), 0) = A⊤

1 D̃(α), ϑ ∈ [−τ, 0]. Нетрудно убедиться, что решение
уравнения (7.9) принадлежит пространству W

1
2((−τ, 0),R

n×n).
Используя найденное решение уравнения (7.9), преобразуем уравнение (7.8) к виду

D̃(α) = K̃(α)A + αP̃ (α)

0
∫

−τ

X̃⊤
4 (s, D̃(α), α)ds. (7.10)
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Применяя принцип сжатых отображений [9, с. 213] для нелинейного алгебраического урав-
нения (7.10) в пространстве матриц R

n×n, убеждаемся в существовании единственного ре-
шения этого уравнения D̃(K̃(α), α) для произвольной фиксированной симметричной матри-
цы K̃(α), аналитически зависящего от малого параметра α и удовлетворяющего условию
D̃(K̃(α), 0) = K̃(α)A.

На основе найденного решения уравнения (7.10) преобразуем уравнение (7.7) следующим
образом:

CxC̃
1
vv(α)Cx − D̃(K̃(α), α)

(

C−1
x − α2C̃1

vv(α)
)

D̃⊤(K̃(α), α)

+ α
(

D̃(K̃(α), α)C̃1
vv(α)Cx + CxC̃

1
vv(α)D̃

⊤(K̃(α), α)
)

= 0. (7.11)

При α = 0 уравнение (7.11) совпадает с алгебраическим уравнением Риккати (7.1). Будем
искать решение нелинейного матричного уравнения (7.11) в асимптотической форме

K̃(α) = K̃1 + αK̃2(α). (7.12)

В результате замены (7.12) уравнение (7.11) запишем в виде соотношения

K̃1AC−1
x

(

A⊤K̃2(α)− τA⊤
1 K̃

1AA⊤C−1
x + αD̃2(K̃2(α), α)

)

+
(

K̃2(α)A− τC−1
x AA⊤K̃1A1 + αD̃2(K̃2(α), α)

)

C̃vv(α)
(

A⊤K̃1 + αD̃1⊤(K̃2(α), α)
)

−
(

K̃1A+ αD̃1(K̃2(α), α)
)

C̃1
vv(α)Cx − CxC̃

1
vv(α)

(

A⊤K̃1 + αD̃1⊤(K̃2(α), α)
)

= αCxC̃
2
vv(α)Cx + α

(

K̃1A+ αD̃1(K̃2(α), α)
)

C̃1
vv(α)

(

A⊤K̃1 + αD̃1⊤(K̃2(α), α)
)

, (7.13)

где C̃vv(α) = C−1
x − α2C̃1

vv(α) = C−1
x − α2C−1

x B⊤−1B−1C−1
x + α2C̃2

vv(α), D̃(K̃(α), α) = K̃1A +

αD̃1(K̃2(α), α) = K̃1A+ α2
(

K̃2(α)A− τC−1
x AA⊤K̃1A1

)

+ αD̃2(K̃2(α), α).

Нелинейное матричное уравнение (7.13) представимо в виде

K̃2(α)Ã+ Ã⊤K̃2(α) = F 0 + αF 1(K̃2(α), α), (7.14)

где матричнозначная функция F 1(·, α) : Rn×n → R
n×n аналитически зависит от параметра α.

Полагая в (7.14) α = 0, получим матричное уравнение Ляпунова (7.2). При выполнении
условий леммы уравнение Ляпунова имеет единственное решение K̃2

0 .

Используя кронекереровские произведения уравнению (7.2), можно поставить в соответ-
ствие эквивалентную линейную систему уравнений [11]

A ~K2 = ~f0, (7.15)

где ~K2 — вектор размерности n2, соответствующий матрице K̃2 при обходе ее элементов по
строкам, ~K2 = (K̃2

11, . . . , K̃
2
1n, K̃

2
21, . . . , K̃

2
nn)

⊤, ~f0 — вектор размерности n2, соответствующий

матрице F 0 при обходе ее элементов по строкам, ~f0 = (F 0
11, . . . , F

0
1n, F

0
21, . . . , F

0
nn)

⊤, A — мат-
рица размерности n2 × n2, задаваемая формулой A = In

⊗

Ã⊤ + Ã⊤
⊗

In.

Решение линейной системы (7.15) определяется формулой ~K2
0 = A−1 ~f0. Нелинейному мат-

ричному уравнению (7.14) ставится в соответствие эквивалентная нелинейная система урав-
нений

A ~K2 = ~f0 + α ~f1( ~K2, α), (7.16)

где векторнозначная функция ~f1(·, α) : Rn2

→ R
n2

аналитически зависит от параметра α.
Используя принцип сжатых отображений для нелинейной системы уравнений (7.16) в про-

странстве R
n2

, убеждаемся в существовании единственного решения системы (7.16) ~K2(α),

аналитически зависящего от малого параметра α и удовлетворяющего условию ~K2(0) = ~K2
0 .
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Проводя обратные преобразования, убеждаемся в существовании единственного решения
системы уравнений (6.4)–(6.5), аналитически зависящее от параметра α. При нахождении ко-
эффициентов асимптотических разложений (7.3)–(7.5) используется метод последовательных
приближений.

Лемма доказана.

Теорема 3. Пусть выполнены условия A. Тогда оптимальное импульсное стабилизиру-

ющее управление задачи (1.1), (1.3) определяется асимптотической формулой

u0(t, α, x) = α−1K0(α)

(

dx(t)

dt
+ ϕ(0)δ(t)

)

+

0
∫

−τ

K(s, α)

(

dx(t+ s)

ds
+ ϕ(s)δ(t)

)

ds, t > 0. (7.17)

Здесь коэффициенты задаются соотношениями

K0(α) = −α
(

Cvv(α) −B⊤D̂⊤(α)B
)−1

B⊤D̂⊤(α), (7.18)

K(s, α) = −
(

Cvv(α)−B⊤D̂⊤(α)B
)−1

B⊤X̂⊤
4 (s, α), s ∈ [−τ, 0], (7.19)

аналитически зависят от малого положительного параметра α и допускают следующие

асимптотики:

K0(α) =
(

K̃1
)−1

A⊤−1Cx

+ α
(

In −
(

K̃1
)−1

A⊤−1
(

A⊤K̃2 − τA⊤
1 K̃

1AA⊤C−1
x

)(

K̃1
)−1

A⊤−1
)

Cx +O(α2), (7.20)

K(s, α) = A1 +O(s, α), s ∈ [−τ, 0]. (7.21)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оптимальное импульсное стабилизирующее управление зада-
чи (1.1), (1.3) описано в теореме 2. Из (6.1), (6.2) следует

u0(t, α, x) = −
(

Cvv(α)−B⊤D̂⊤(α)B
)−1

B⊤D̂⊤(α)

(

dx(t)

dt
+ ϕ(0)δ(t)

)

−
(

Cvv(α) −B⊤D̂⊤(α)B
)−1

B⊤

0
∫

−τ

X̂⊤
4 (s, α)

(

dx(t+ s)

ds
+ ϕ(s)δ(t)

)

ds, t > 0.

Полученная формула с учетом обозначений (7.18), (7.19) совпадает с (7.17).
Применяя лемму 3, находим

(

Cvv(α)−B⊤D̂⊤(α)B
)−1

= −α−1B−1
(

K̃1
)−1

A⊤−1
(

In + α
(

D̃1⊤(K̃2(α), α) −B⊤−1B−1
)(

K̃1
)−1

A⊤−1
)−1

B⊤−1,

где K̃2(α) — решение уравнения (7.14), аналитически зависящее от параметра α. Из формул
(7.18), (7.19) и результатов леммы 3 выводим, что коэффициенты K0(α) и K(s, α), s ∈ [−τ, 0],
аналитически зависят от параметра α. Используя асимптотику функций D̃1⊤(K̃2(α), α), D̂⊤(α)
находим асимптотическую формулу (7.20). С учетом асимптотики функций K0(α), D̂⊤(α),
X̂4(s, α), s ∈ [−τ, 0], определяем асимптотическую формулу (7.21).

Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы. Тогда импульсы оптимального ста-

билизирующего управление определяются асимптотической формулой

v0(t, α, x) = α−1K0(α)x(t) +

0
∫

−τ

K(s, α)x(t + s)ds, t > 0. (7.22)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость утверждения следует из теоремы и форму-
лы (6.15). �

Решение x0(t, ϕ, α), t ≥ −τ, управляемой системы, отвечающее оптимальному импульсно-
му стабилизирующему управлению, удовлетворяет условию x0(t, ϕ, α) = ϕ(t), −τ ≤ t ≤ 0, и
дифференциальному уравнению

dx(t)

dt
= A0x(t) +A1x(t− τ) +Bu0(t, α, x), t > 0.

С учетом формулы (7.17) последнее уравнение преобразуем к виду

dx(t)

dt
= A0(α)x(t) + A1(α)x(t − τ) +

0
∫

−τ

A(s, α)x(t + s)ds+ f(ϕ,α)δ(t), t > 0, (7.23)

где

A0(α) =
(

Cx + α2B−1⊤B−1
)−1

(

(

Cx − D̂⊤(α) + α2B−1⊤B−1
)

A0 − X̂⊤
4 (0, α)

)

,

A1(α) = α2
(

Cx + α2B−1⊤B−1
)−1

B−1⊤B−1A1,

A(s, α) =
(

Cx + α2B−1⊤B−1
)−1dX̂⊤

4 (s, α)

ds
, s ∈ [−τ, 0],

f(ϕ,α) = −
(

Cx + α2B−1⊤B−1
)−1

(

D̂⊤(α)ϕ(0) +

0
∫

−τ

X̂⊤
4 (α, s)ϕ(s)ds

)

.

Используя результаты леммы 3, находим асимптотику коэффициентов функционально-
дифференциального уравнения (7.23). Имеем

A0(α) = −αC−1
x A⊤K̃1A+ α2C−1

x

(

τ
(

A⊤
1 B

⊤−1B−1A0 +A⊤
0 B

⊤−1B−1A1

)

−A⊤K̃2A
)

+O(α3),

A1(α) = α2C−1
x B⊤−1B−1A1 +O(α3),

A(s, α) = α2C−1
x

(

A⊤
1 −A⊤

0

)

B⊤−1B−1A1 +O(α3, s), s ∈ [−τ, 0],

f(ϕ,α) = −ϕ(0) − αC−1
x A⊤K̃1

(

ϕ(0) +A1

0
∫

−τ

ϕ(s)ds

)

+O(α2, ϕ).

Следствие 2. Пусть выполнены условия A. Тогда для критерия качества переходных

процессов (1.3) регуляризованной задачи оптимальной импульсной стабилизации (1.1), (1.3)
справедлива асимптотическая формула

J(α) = O (α) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Решение функционально-дифференциального уравнения (7.23)
определяется формулой [12, с. 180]

x0(t, ϕ, α) = V (t, α)ϕ(0) +

τ
∫

0

V (t− s, α)

(

A1(α)ϕ(s − τ) +

0
∫

−τ

A(s1, α)ϕ(s + s1)ds1

)

ds

+

t
∫

0

V (t− s, α)f(ϕ,α)δ(s)ds, t > 0, (7.24)
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где V (t, α), t ≥ −τ, — решение уравнения

dV (t)

dt
= A0(α)V (t) + A1(α)V (t− τ) +

0
∫

−τ

A(s, α)V (t+ s)ds, t > 0,

с начальным условием V (t) = 0, t ∈ [−τ, 0), V (0) = In.
Асимптотика решения V (t, α) при t → +∞ определяется корнями характеристического

уравнения

det

(

A0(α) + A1(α)e
−λτ +

0
∫

−τ

A(s, α)eλsds− λIn

)

= 0. (7.25)

При нахождении корня характеристического уравнения с максимальной действительной ча-
стью используем асимптотические формулы для коэффициентов уравнения (7.23), заменяя

его асимптотическим характеристическим уравнением det
(

αC−1
x A⊤K̃1A+ λIn +O(α2)

)

= 0.

Матрица K̃1 — положительно определена. Поэтому собственные числа матрицы C−1
x A⊤K̃1A —

вещественные положительные числа. Тогда существует такое положительное число β, что дей-
ствительные части всех корней характеристического уравнения (7.25) меньше числа −βα при
всех достаточно малых значениях параметра α, а также существует постоянная P > 1 такая,
что при всех достаточно малых значениях параметра α выполняется неравенство
|V (t, α)| ≤ Pe−βαt, t > 0.

Значения критерия качества переходных процессов задаются формулами

J(α) =

+∞
∫

0

(

x0⊤(t, ϕ, α)Cxx
0(t, ϕ, α) + α2v0⊤(t, ϕ, α)v0(t, ϕ, α)

)

dt,

где v0(t, ϕ, α) = v0(t, α, x0(t, ϕ, α)), t > 0.
Преобразуя формулу (7.24), имеем

x0(t, ϕ, α) = V (t, α) (ϕ(0) + f(ϕ,α))

+

τ
∫

0

V (t− s, α)

(

A1(α)ϕ(s − τ) +

0
∫

−τ

A(s1, α)ϕ(s + s1)ds1

)

ds, t > 0.

Из этой формулы следует, что при всех достаточно малых значениях параметра α выполняется
неравенство

|x0(t, ϕ, α)| ≤ αX0e−βαt‖ϕ‖H , t > 0, (7.26)

для некоторой положительной постоянной X0.
Из формулы (7.22) следует, что

v0(t, ϕ, α) = α−1K0(α)x0(t, ϕ, α) +

0
∫

−τ

K(s, α)x0(t+ s, ϕ, α)ds, t > 0.

Используя неравенство (7.26) находим, что при всех достаточно малых значениях пара-
метра α справедливо неравенство

|v0(t, ϕ, α)| ≤ V 0e−βαt‖ϕ‖H , t > 0,

для некоторой положительной постоянной V 0.
В результате находим оценки значений критерия качества переходных процессов

J(α) ≤
α

2β

(

|Cx|X
02 + V 02

)

‖ϕ‖H .

Утверждение доказано.
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