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С ТРЕХКОМПОНЕНТНЫМ ГАМИЛЬТОНИАНОМ

Л.Г. Шагалова

В случае, когда размерность фазового пространства равна единице, изучается задача Коши для урав-
нения Гамильтона — Якоби эволюционного типа. Область, в которой исследуется уравнение, разбивается
на три подобласти. В каждой из подобластей гамильтониан непрерывен, а на их границах терпит раз-
рыв по фазовой переменной. Гамильтониан является выпуклым по импульсной переменной, при этом
зависимость от импульсной переменной экспоненциальна. На основе вязкостного/минимаксного подхода
вводится определение непрерывного обобщенного решения изучаемой задачи Коши с разрывным гамиль-
тонианом. Доказательство существования такого обобщенного решения имеет конструктивный характер.
Вначале строится вязкостное решение в замыкании средней области. При этом существенным является
коэрцитивность гамильтониана по импульсной переменной в средней области. Затем решение непрерывно
продолжается на две другие области посредством решения вариационных задач с подвижными концами
и на основе метода обобщенных характеристик. Единственность обобщенного решения доказывается при
условии глобальной липшицевости начальной функции.
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Введение

Уравнения Гамильтона — Якоби, как правило, не имеют классических решений даже при
достаточно гладких входных данных задачи. Поэтому в теории этих уравнений рассматрива-
лись различные концепции обобщенного решения (см., например [1–5]). В рамках этих концеп-
ций исследованы решения начальных и краевых задач различных типов, доказаны теоремы
существования и единственности, изучены свойства решений и разработаны методы их по-
строения. При этом на входные данные задачи, в частности на гамильтониан, накладываются
определенные требования, обеспечивающие существование решения. Как правило, гамильто-
ниан предполагается непрерывным и удовлетворяющим при этом некоторым дополнительным
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условиям, таким как липшицевость, условие подлинейного роста или условие коэрцитивности
по импульсной переменной.

Вместе с тем ряд практических задач (например, в кристаллографии [6]) приводят к урав-
нениям Гамильтона — Якоби, в которых гамильтониан не удовлетворяет указанным требо-
ваниям и известные теоремы существования обобщенных решений не выполнены. Для таких
задач приходится вводить новые определения решений.

В данной работе рассматривается уравнение Гамильтона — Якоби с гамильтонианом, зави-
сящим от фазовой и импульсной переменной. Фазовая переменная одномерна, а зависимость от
импульсной переменной экспоненциальна. Задачи с экспоненциальной зависимостью гамиль-
тониана от импульсной переменной нетипичны для теории уравнений Гамильтона — Якоби.
Однако такие уравнения возникают в прикладных исследованиях, в частности, в молекуляр-
ной генетике [7]. Ранее уравнение подобного типа исследовалось [8; 9] в ограниченной по x
замкнутой области как задача с фазовыми ограничениями.

В настоящей работе нет фазовых ограничений, но область, в которой рассматривается
уравнение, разбивается на три подобласти, в которых гамильтониан задается разными фор-
мулами. Внутри каждой из областей гамильтониан непрерывен, но на линиях, разделяющих
эти области, терпит разрыв по фазовой переменной. Для рассматриваемой задачи Коши на
основе вязкостного/минимаксного подхода вводится непрерывное обобщенное решение, до-
казывается его существование. При условии глобальной липшицевости начальной функции
устанавливается единственность обобщенного решения.

1. Постановка задачи

Рассматривается следующая задача Коши для уравнения Гамильтона — Якоби эволюци-
онного типа:

∂u

∂t
+H

(

x,
∂u

∂x

)

= 0, t ∈ (0, T ), x ∈ R, (1.1)

u(0, x) = u0(x), x ∈ R. (1.2)

Здесь T — заданный момент времени, T > 0; u0(·) — заданная непрерывно дифференцируемая
функция.

Предполагается, что заданы непрерывно дифференцируемые функции h(·) : R → R, а так-
же f(·) : R → R и g(·) : R → R такие, что f(·) является монотонно возрастающей, а g(·) —
монотонно убывающей. Пусть существуют точки x∗ и x∗ такие, что f(x∗) = 0, g(x∗) = 0, и
справедливо неравенство x∗ < x∗.

Задача (1.1), (1.2) исследуется в предположении, что гамильтониан имеет вид

H(x, p) =







g(x∗)e
−p, x < x∗, p ∈ R,

h(x) + f(x)ep + g(x)e−p, x∗ ≤ x ≤ x∗, p ∈ R,
f(x∗)ep, x > x∗, p ∈ R.

(1.3)

Определим области

G− = {(t, x) | 0 < t < T, x < x∗}, G+ = {(t, x) | 0 < t < T, x > x∗},

G0 = {(t, x) | 0 < t < T, x∗ < x < x∗}, G0 = {(t, x) | 0 < t < T, x∗ ≤ x ≤ x∗}.

Справедливо равенство
(0, T ) ×R = G− ∪G0 ∪G+.

Таким образом, область [0, T )×R, в которой рассматривается задача (1.1), (1.2), разбива-
ется на три подобласти, в каждой из которых гамильтониан определяется соответствующей
непрерывной функцией, и, если h(x∗) 6= 0, h(x∗) 6= 0, на линиях x = x∗ и x = x∗ гамильтониан
разрывен.

Для задачи Коши (1.1)–(1.3) с разрывным гамильтонианом требуется найти непрерывное
обобщенное решение, исследовать вопросы существования и единственности такого решения.
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2. Определение обобщенного решения

В теории уравнений Гамильтона — Якоби известны различные подходы к поиску обоб-
щенного решения (см., например, [1]). Построения в данной работе опираются на концепции
вязкостного [2] и минимаксного [3;4] решений, которые при определенных условиях на входные
данные задачи являются эквивалентными [3; 4].

Напомним одно из эквивалентных определений вязкостного решения для уравнения с
непрерывным гамильтонианом. Приведем его для актуального в данной работе случая од-
номерной фазовой переменной.

Пусть задано множество W ⊂ R
2. Символом C(W ) будем обозначать класс функций,

непрерывных на множестве W .
Пусть u(·) ∈ C(W ) и (t, x) ∈ W . Субдифференциалом функции u(·) в точке (t, x) называ-

ется множество

D−u(t, x) =

{

(a, s) ∈ R× R

∣

∣

∣

∣

lim inf
(τ,y)→(t,x)
(τ,y)∈W

u(τ, y) − u(t, x)− a(τ − t)− s(y − x)

|τ − t|+ |y − x|
≥ 0

}

. (2.1)

Супердифференциалом функции u(·) в точке (t, x) называется множество

D+u(t, x) =

{

(a, s) ∈ R× R

∣

∣

∣

∣

lim sup
(τ,y)→(t,x)
(τ,y)∈W

u(τ, y) − u(t, x) − a(τ − t)− s(y − x)

|τ − t|+ |y − x|
≤ 0

}

.

О п р е д е л е н и е 1. Функция u ∈ C(W ) называется нижним вязкостным решением
уравнения (1.1) на множестве W , если справедливо неравенство

a+H(x, s) ≤ 0 ∀ (t, x) ∈W, ∀ (a, s) ∈ D+u(t, x). (2.2)

Функция u ∈ C(W ) называется верхним вязкостным решением уравнения (1.1) на W , если
справедливо неравенство

a+H(x, s) ≥ 0 ∀ (t, x) ∈W, ∀ (a, s) ∈ D−u(t, x). (2.3)

Непрерывная функция u(·) называется вязкостным решением уравнения (1.1) на W , если она
является одновременно нижним и верхним решением (1.1) на W .

Если множество W ограничено и замкнуто, функция u(·), являющаяся вязкостным ре-
шением уравнения (1.1) на этом множестве, согласно определению 1 должна удовлетворять
обоим неравенствам (2.2), (2.3) как во внутренних, так и в граничных точках множества W .

Отметим, что в граничных точках множества W субдифференциал D−u(t, x), если он
непуст, является неограниченным множеством. Обозначим через ∂W и clW соответственно
границу и замыкание множества W . Пусть (t∗, y∗) ∈ ∂W , (a, s) ∈ D−u(t∗, y∗), а вектор (n1, n2)
есть внешняя нормаль к множеству clW в точке (t∗, y∗). Тогда, как нетрудно заметить из
определения (2.1) субдифференциала, для любого положительного числа k справедливо

(a+ kn1, s+ kn2) ∈ D−u(t∗, y∗).

Согласно (1.3) на множествах G−, G+ и G0 гамильтониан непрерывен. Опираясь на опре-
деление вязкостного решения для задачи с непрерывным гамильтонианом, дадим следующее
определение обобщенного решения задачи (1.1)–(1.3) с гамильтонианом, разрывным по фазо-
вой переменной.

О п р е д е л е н и е 2. Обобщенным решением задачи (1.1)–(1.3) назовем непрерывную
функцию u(·) : [0;T ]× R → R, удовлетворяющую начальному условию (1.2) и такую, что
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1) ее сужение u|G0
(·) на множество G0 является на этом множестве верхним вязкостным

решением уравнения (1.1) с гамильтонианом вида (1.3);
2) сужения u|G

−

(·), u|G+
(·), u|G0

(·) на множества G−, G+ и G0 соответственно являются на
этих множествах вязкостными решениями уравнения (1.1) с гамильтонианом вида (1.3).

З а м е ч а н и е. Проверка того, что сужения функции u(·) суть вязкостные решения,
сводится к проверке выполнения дифференциальных неравенств (2.2), (2.3). Следует подчерк-
нуть, что для точек (t, x), принадлежащих границе области G0 (лежащих на линиях x = x∗
и x = x∗), субдифференциал и супердифференциал функции u(·) не совпадают с соответству-
ющими субдифференциалом и супердифференциалом сужения D−u|G0

(t, x) и D+u|G0
(t, x).

В частности, если функция u(·) удовлетворяет условию Липшица, D−u(t, x) является огра-
ниченным (возможно, пустым) множеством, а множество D−u|G0

(t, x) в случае непустоты не
ограничено.

3. Существование обобщенного решения

Покажем, что непрерывное обобщенное решение задачи (1.1)–(1.3) в смысле определения 2
существует. Для этого опишем процедуру его построения.

3.1. Построение решения в области G0

В данном разделе построим удовлетворяющее начальному условию (1.2) верхнее вязкост-
ное решение уравнения (1.1) на множестве G0, которое на множестве G0 является вязкостным
решением этого уравнения.

Согласно (1.3) гамильтониан в области G0 имеет вид

H(x, p) = h(x) + f(x)ep + g(x)e−p. (3.1)

Поскольку в рассматриваемой области функции f и g неотрицательны, гамильтониан является
выпуклым по переменной p. Кроме того, в открытой области G0 гамильтониан (3.1) удовле-
творяет условию коэрцитивности

H(x, p) → +∞ при |p| → ∞. (3.2)

На границах x = x∗ и x = x∗ условие (3.2) не выполняется.
Для ε > 0 определим область

Gε
0 =

{

(t, x) | 0 ≤ t < T, x∗ + ε ≤ x ≤ x∗ − ε
}

.

Из [5, Sect. V; Theorem X.I, p. 678] получаем, что в области Gε
0 ⊂ G0 существует единственное

верхнее вязкостное решение uε(·) уравнения (1.1), (1.3), удовлетворяющее условию (1.2). При
этом его значение в точке (t, x) ∈ Gε

0 вычисляется как

uε(t, x) = inf

{

u0(ξ(0)) +

t
∫

0

H∗
(

ξ(s), ξ̇(s)
)

ds

∣

∣

∣

∣

ξ(0) = y, ξ(t) = x, y ∈ [x∗ + ε;x∗ − ε]

}

. (3.3)

Здесь H∗ — функция, сопряженная к гамильтониану, определяемая следующим образом:

H∗(x, q) = sup
p∈R

{pq −H(x, p)} .

Функции ξ, по которым находится инфимум в (3.3), принадлежат классу C1(0, T ; [x∗+ε;x
∗−ε])

непрерывно дифференцируемых функций, определенных на отрезке [0, T ] и принимающих
значения из отрезка [x∗ + ε;x∗ − ε].
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В области G0 рассмотрим функцию u(·), значение которой в точке (t, x) ∈ G0 описывается
формулой

u(t, x) = min

{

u0(ξ(0)) +

t
∫

0

H∗
(

ξ(s), ξ̇(s)
)

ds

∣

∣

∣

∣

ξ(0) = y, ξ(t) = x, y ∈ (x∗;x
∗)

}

. (3.4)

Минимум в (3.4) находится в классе C1(0, T ; (x∗;x
∗)) непрерывно дифференцируемых функ-

ций, заданных на отрезке [0, T ] и принимающих значения из интервала (x∗;x
∗). Поскольку

гамильтониан H(·) удовлетворяет условию (3.2) и является выпуклым по импульсной пере-
менной, используя [10, Theorem I, p. 170], можно показать, что минимум в (3.4) достигается.

Характеристическая система (см., например, [11;12]) для задачи (1.1), (1.2) с гамильтони-
аном (3.1) имеет вид

ẋ = Hp(x, p) = f(x)ep − g(x)ep,

ṗ = −Hx(x, p) = −h′(x)− f ′(x)ep − g′(x)e−p, (3.5)

ż = pHp(x, p)−H(x, p) = p(f(x)ep − g(x)ep)− f(x)ep − g(x)ep − h(x)

и рассматривается с начальными условиями

x(0, y) = y, p(0, y) = u′0(y), z(0, y) = u0(y), y ∈ (x∗;x
∗). (3.6)

Здесь Hx(x, p) = ∂H(x, p)/∂x, Hp(x, p) = ∂H(x, p)/∂p, а символом f ′(x) обозначается произ-
водная функции f(x).

Решения системы (3.5), (3.6) называются характеристиками. Компоненты x(·, y), p(·, y) и
z(·, y) решения называются соответственно фазовыми, импульсными и ценовыми характери-
стиками.

Выписывая необходимые условия экстремума для вариационной задачи (3.4), можно утвер-
ждать, что минимум достигается на фазовых характеристиках и согласно методу обобщенных
характеристик [12;13] значение функции u(·) в точке (t, x) ∈ G0 вычисляется как

u(t, x) = min

{

u0(y) +

t
∫

0

(p(τ)Hp(x(τ), p(τ)) −H(x(τ), p(τ))) dτ

∣

∣

∣

∣

x(t, y) = x

}

, (3.7)

где x(t) = x(t, y) и p(t) = p(t, y) являются соответственно фазовой и импульсной компонента-
ми решения характеристической системы (3.5), (3.6), определяемого параметром y ∈ (x∗;x

∗).
Очевидно, что функция (3.7) удовлетворяет начальному условию (1.2).

Покажем, что функцию, заданную в открытой областиG0 репрезентативной формулой (3.7),
можно непрерывно продолжить на границы области x = x∗ и x = x∗, и полученное продолже-
ние будет верхним вязкостным решением уравнения (1.1) в области G0.

Исследуем в системе (3.5) уравнение для импульсной компоненты характеристики. По-
скольку функции h, f и g, рассматриваемые на ограниченном отрезке [x∗, x

∗], непрерывно
дифференцируемы, a f и g, кроме того, являются соответственно строго возрастающей и стро-
го убывающей функциями, выводим оценку −Aep − B < ṗ < Ae−p + B, где A > 0, B ≥ 0.
Используя эту оценку, справедливо утверждать, что найдутся числа K > 0, C1 и C2 такие,
что

−Kt+ C1 < p(t) < Kt+ C2. (3.8)

Из (3.8) получаем, что p(t) внутри области G0 принимают конечные значения, поэтому
импульсные компоненты характеристик (3.5), как и фазовые компоненты, продолжимы либо
до момента t = T , либо до верхней (x = x∗) или нижней (x = x∗) границы области G0.
Таким образом, заданную соотношением (3.7) в области G0 функцию u(t, x) можно непрерывно
продолжить на G0.
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По схеме, аналогичной использованной в работе [8, разд. 3.5; 4] для доказательства супер-
дифференцируемости обобщенного решения, покажем, что функция u(t, x) субдифференциру-
ема в G0, т. е. ∀(t, x) ∈ G0 D−u(t, x) 6= ∅ .

Из (3.7) следует, что в точках (t, x) ∈ G0 выполнены дифференциальные неравенства (2.2),
(2.3), т. е. построенная функция есть вязкостное решение уравнения (1.1), (3.1) в области G0.

Докажем, что на границах x = x∗ и x = x∗ имеет место дифференциальное неравен-
ство (2.3).

Заметим, что если функция u дифференцируема в точке (t, x) ∈ G0, то

D−u(t, x) = D+u(t, x) =
{(∂u(t, x)

∂t
,
∂u(t, x)

∂x

)}

.

Символом Dif(u) обозначим множество точек, в которых функция u(·) дифференцируема.
Определим множество

∂u(t, x) = co
{

(a, s)
∣

∣

∣
a = lim

i→∞

∂u(ti, xi)

∂t
, s = lim

i→∞

∂u(ti, xi)

∂x
;

(ti, xi) → (t, x) при i→ ∞, (ti, xi) ∈ Dif(u)
}

.

Для 0 < t < T cправедливы включения

D−u(t, x∗) ⊂ {(a, s + k) | (a, s) ∈ ∂u(t, x∗), k > 0} ,

D−u(t, x∗) ⊂ {(a, s − k) | (a, s) ∈ ∂u(t, x∗), k > 0} .

Таким образом, в силу (3.1) для проверки выполнения неравенства (2.3) на верхней гра-
нице области G0 достаточно убедиться, что если a + h(x∗) + f(x∗)es ≥ 0, то для всех k > 0
выполняется

a+ h(x∗) + f(x∗)es+k ≥ 0. (3.9)

Поскольку f(x∗) > 0, неравенство (3.9) справедливо. Итак, на верхней границе x = x∗ имеет
место дифференциальное неравенство (2.3) для субдифференциала функции u(·).

Для проверки неравенства (2.3) на нижней границе x = x∗ области G0 достаточно показать,
что если a+ h(x∗) + g(x∗)e

−s ≥ 0, то для всех k > 0 выполняется

a+ h(x∗) + g(x∗)e
−(s−k) = a+ h(x∗) + g(x∗)e

−s+k ≥ 0. (3.10)

Неравенство (3.10) справедливо, так как g(x∗) > 0. Значит, в точках нижней границы x = x∗
выполнено дифференциальное неравенство (2.3), и это завершает доказательство того, что
построенная в области G0 функция u(·) есть верхнее вязкостное решение в этой области и
вязкостное решение в области G0. Поскольку гамильтониан (3.1) и функция u0(·) непрерывно
дифференцируемы, из результатов [5, Sect. III] следует, что в области G0 верхнее вязкостное
решение, которое удовлетворяет начальному условию (1.2) и является вязкостным решением
в области G0, единственно.

Свойства решения на границах области G0. Изучим поведение построенного в обла-
сти G0 решения u(·) на линиях x = x∗ и x = x∗.

Рассмотрим функцию
ϕ(t) = u(t, x∗), t ∈ [0, T ].

Справедливо утверждение.

Лемма 1. Функция ϕ(·) обладает следующими свойствами.

I. ϕ(0) = u0(x
∗).

II. Для всех t ∈ (0, T ) субдифференциал D−ϕ(t) является непустым ограниченным мно-

жеством.

III. ϕ(·) дифференцируема почти всюду на (0, T ).
IV. Функция ϕ(·) в точке t = 0 имеет правую производную ϕ′

+(0), и

ϕ′
+(0) = u′0(x

∗).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость свойства I вытекает из описанного выше по-
строения функции u(t, x) на множестве G0.

Поскольку найденное в области G0 решение u(·) субдифференцируемо, функция ϕ(·) также
является субдифференцируемой, и справедливо свойство

∀ t ∈ (0, T ) D−ϕ(t) 6= ∅.

Из липшицевости функции u(·) следует, что функция ϕ(·) удовлетворяет условию Липшица,
поэтому для всех t ∈ (0, T ) субдифференциал D−ϕ(t) — ограниченное множество, и свойство II
доказано.

Свойство III следует из [14, Lemma 1, p. 274].

Пусть ∆ > 0. Согласно (3.7) существует y∆ ∈ (x∗, x
∗) такое, что

ϕ(∆) = u0(y∆) +

∆
∫

0

(p∆(τ)Hp(x∆(τ), p∆(τ))−H(x∆(τ), p∆(τ))) dτ, (3.11)

где x∆(t) и p∆(t) есть соответственно фазовая и импульсная компоненты решения характери-
стической системы (3.5), (3.6), определяемого параметром y∆.

При малых значениях ∆ с точностью до бесконечно малых более высокого порядка вели-
чину p∆(t) можно считать равной значению u′0(x

∗ − y∆), а фазовую характеристику x∆(t) —
отрезком прямой, соединяющей точки (0, x∗ − y∆) и (0,∆). При этом значение интеграла в
выражении (3.11) по теореме о среднем будет равно K∆2.

Поскольку y∆ → x∗ при ∆ → 0, получаем

lim
∆↓0

ϕ(∆)− ϕ(0)

∆
= lim

∆↓0

u0(y∆) +K∆2 + o(∆)− u0(x
∗)

∆
= u′0(x

∗).

Итак, функция ϕ(·) в точке t = 0 имеет правую производную, значение которой равно произ-
водной начальной функции u′0(·) в точке x∗, и справедливость свойства IV установлена.

Лемма доказана.

Для функции

ψ(t) = u(t, x∗), t ∈ [0, T ],

аналогично можно доказать следующее утверждение.

Лемма 2. Функция ψ(·) обладает следующими свойствами.

I. ψ(0) = u0(x∗).

II. Для всех t ∈ (0, T ) субдифференциал D−ψ(t) является непустым ограниченным мно-

жеством.

III. ψ(·) дифференцируема почти всюду на (0, T ).

IV. Функция ψ(·) в точке t = 0 имеет правую производную ψ′
+(0), и

ψ′
+(0) = u′0(x∗).

3.2. Построение решения в областях G+ и G−

Рассмотрим процедуру непрерывного продолжения на области G+ и G− построенного в
области G0 решения.

В области G+ гамильтониан задачи (1.1)–(1.3) имеет вид

H(x, p) = f(x∗)ep, (3.12)
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и соответствующая характеристическая система записывается так:

ẋ = Hp(x, p) = f(x∗)ep,

ṗ = −Hx(x, p) = 0, (3.13)

ż = pHp(x, p)−H(x, p) = f(x∗)ep(p− 1).

Начальное многообразие, с которого согласно методу обобщенных характеристик [12; 13] сле-
дует выпускать характеристики, разбивается на две части:

{

(t, x, z) | t = 0, x ≥ x∗, z = u0(x)} ∪ {(t, x, z) | 0 ≤ t < T, x = x∗, z = ϕ(t) = u(t, x∗)
}

;

поэтому система (3.13) должна рассматриваться с двумя наборами начальных условий.

Начальные условия для характеристик, стартующих в момент t = 0, имеют вид

x(0, y) = y, p(0, y) = u′0(y), z(0, y) = u0(y), y ∈ [x∗;∞). (3.14)

Для характеристик, стартующих в момент τ ∈ [0, T ) из точек, расположенных на линии x = x∗,
начальные условия записываются следующим образом:

x(τ) = x∗, p(τ) ∈ D−ϕ(τ), z(τ) = ϕ(τ) = u(τ, x∗). (3.15)

Если функция ϕ(·) дифференцируема в точке τ , то в этой точке ее субдифференциал состоит
из единственного элемента и D−ϕ(τ) = D+ϕ(τ) = ϕ′(τ). В точках недифференцируемости ϕ(·)
супердифференциал пуст, а субдифференциал является отрезком. Значит, если в точке τ функ-
ция ϕ(·) недифференцируема, из точки (τ, x∗) выпускается пучок характеристик.

Из системы (3.13) несложно получить, что фазовые компоненты характеристик суть пря-
мые вида

x = x0 + f(x∗)ep(t0,x0)t.

Здесь (t0, x0) — точка, из которой стартует фазовая характеристика; p(t0, x0) — соответству-
ющее начальное значение импульсной компоненты.

Определим множество

Γ+ =
{

(t, x, ) | t = 0, x ≥ x∗
}

∪
{

(t, x) | 0 ≤ t < T, x = x∗
}

.

Для точки (t̄, x̄) ∈ G+ определим X(Γ+; t̄, x̄) как множество всех фазовых характеристик x(·),
выпущенных из точек множества Γ+, таких, что для них справедливо условие x(t̄) = x̄. Из
леммы 1 и вида фазовых характеристик следует, что X(Γ+; t̄, x̄) непусто. Используя метод
обобщенных характеристик, можно показать, что функция

u(t, x) = min
X(Γ+; t, x)

{

u(τ ♮, x♮) +

t
∫

τ ♮

(

p(τ)Hp(x(τ), p(τ)) −H(x(τ), p(τ))
)

dτ

}

является вязкостным решением задачи (1.1)–(1.3) в области G+. Здесь (τ ♮, x♮) — точка из
множества Γ+, из которой выпущена фазовая характеристика x(·); p(·) — соответствующая
импульсная характеристика;

u(τ ♮, x♮) =

{

u0(x
♮), если τ ♮ = 0,

ϕ(τ ♮), если 0 ≤ τ ♮ < T, x♮ = x∗.

Аналогично строится вязкостное решение в области G−. В этой области гамильтониан
имеет вид

H(x, p) = g(x∗)e
−p,
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а соответствующая характеристическая система записывается следующим образом:

ẋ = Hp(x, p) = −g(x∗)e
−p,

ṗ = −Hx(x, p) = 0, (3.16)

ż = pHp(x, p)−H(x, p) = −g(x∗)e
−p(p+ 1).

Для характеристик, выпускаемых в момент t = 0, начальные условия имеют вид

x(0, y) = y, p(0, y) = u′0(y), z(0, y) = u0(y), y ∈ (−∞;x∗].

Начальные условия для характеристик, стартующих в момент τ ∈ [0, T ) из точек, распо-
ложенных на линии x = x∗, записываются так:

x(τ) = x∗, p(τ) ∈ D−ψ(τ), z(τ) = ψ(τ) = u(τ, x∗).

Несложно проверить, что фазовые характеристики являются прямыми вида

x = x0 − g(x∗)e
−p(t0,x0)t.

Определим множество

Γ− =
{

(t, x, ) | t = 0, x ≤ x∗
}

∪
{

(t, x) | 0 ≤ t < T, x = x∗
}

.

Для точки (t̄, x̄) ∈ G− определим множество X(Γ−; t̄, x̄) как множество всех фазовых харак-
теристик x(·), выпущенных из точек множества Γ−, таких, что для них справедливо условие

x(t̄) = x̄.

Из леммы 2 и вида фазовых характеристик следует, что X(Γ−; t̄, x̄) непусто. Функция

u(t, x) = min
X(Γ

−
; t, x)

{

u(τ ♮, x♮) +

t
∫

τ ♮

(

p(τ)Hp(x(τ), p(τ)) −H(x(τ), p(τ))
)

dτ

}

является вязкостным решением задачи (1.1)–(1.3) в области G−. Здесь (τ ♮, x♮) — точка из
множества Γ−, из которой выпущена фазовая характеристика x(·); p(·) — соответствующая
импульсная характеристика;

u(τ ♮, x♮) =

{

u0(x
♮), если τ ♮ = 0,

ψ(τ ♮), если 0 ≤ τ ♮ < T, x♮ = x∗.

3.3. Теорема существования

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Для задачи (1.1)–(1.3) существует обобщенное в смысле определения 2 реше-

ние u(·) : [0;T ] × R → R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функция, описание построения которой приведено выше, удо-
влетворяет определению 2 и, значит, является обобщенным решением.

Теорема доказана.
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4. Единственность обобщенного решения

В области G0 верхнее вязкостное решение уравнения (1.1) такое, что оно является вязкост-
ным решением в области G0 и удовлетворяет начальному условию (1.2), единственно. Но на
неограниченных открытых множестваx G− × R и G+ × R гамильтониан , задаваемый фор-
мулой (1.3), не удовлетворяет известным достаточным условиям единственности вязкостного
решения, поэтому на множестве [0;T ]× R обобщенное решение может быть неединственным.

Пусть начальная функция u0(·) не только непрерывно дифференцируема, но и удовлетво-
ряет условию Липшица

|u0(x1)− u0(x2)| ≤ L|x1 − x2|, x1 ∈ R, x2 ∈ R. (4.1)

Теорема 2. Если начальная функция u0(·) в задаче (1.1)–(1.3) удовлетворяет усло-

вию (4.1), тогда обобщенное в смысле определения 2 решение единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что непрерывное продолжение на область G+, удо-
влетворяющее неравенствам (2.2), (2.3), вязкостного решения задачи (1.1)–(1.3), которое опре-
делено на замкнутом множестве G0, единственно.

В области G+ гамильтониан (1.3) имеет вид (3.12).
Пусть M > x∗. Рассмотрим задачу (1.1)–(1.3) для (t, x) ∈ (0, T )× (x∗;M), т. е. в ограничен-

ной по x области. В этом случае значения импульсных компонент характеристических систем
(3.13), (3.14) и (3.13), (3.15) будут ограничены, p(t) ∈ P, t ∈ [0, T ], где P — ограниченный
отрезок.

Определим
GM

+ =
{

(t, x) | 0 < t < T, x∗ < x < M
}

.

Гамильтониан (3.12) на ограниченном замкнутом множестве clGM
+ ×P удовлетворяет усло-

вию Липшица. Поэтому вязкостное решение задачи (1.1)–(1.3) в области GM
+ единственно.

Решение, построение которого описано в разд. 3.2, в области G+ формируется из харак-
теристик — решений системы обыкновенных дифференциальных уравнений (3.13). При этом
рассматриваются два типа характеристик: первые стартуют в момент t = 0 с начальными
условиями (3.14), а вторые — в моменты τ ∈ [0, T ) с начальными условиями (3.15).

Характеристики второго типа участвуют в формировании решения только в ограниченной
области. Существует число K > x∗ такое, что в области G+ \clGK

+ решение строится только из
характеристик первого типа и при этом в этой области решение задачи (1.1)–(1.3) совпадает
с решением задачи Коши для уравнения Гамильтона — Якоби

∂u

∂t
+ f(x∗)e∂u/∂x = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ R, (4.2)

с начальным условием (1.2).
Гамильтониан (3.12) зависит только от импульсной переменной и является выпуклым, а

начальная функция u0(·) (по условию) удовлетворяет условию Липшица (4.1).
Из [15, Theorem 2.1] следует, что вязкостное решение задачи (4.2), (1.2) единственно.
Пусть a > 0. Поскольку вязкостное решение задачи (1.1)–(1.3) единственно в областях

G+ \ clGK
+ и GK+a

+ , оно единственно в области G+.
Так же доказывается единственность вязкостного решения задачи (1.1)–(1.3) в области G−.
Теорема доказана.
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