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Введение

Настоящая работа посвящена полугруппам операторов, важным как с точки зрения свойств
генераторов из класса операторов, обобщающих дифференциальные и интегральные операто-
ры, так и с точки зрения приложений. Изучаемые полугруппы описывают важные вероят-
ностные характеристики случайных процессов Леви, задаваемые как функции от переходных
вероятностей P (0, x; t, B), B ∈ B(Rn), где B(Rn) — борелевская сигма-алгебра множеств в R

n.
Актуальность исследования полугрупп обусловлена тем, что процессы Леви дают возмож-
ность моделирования различных явлений с учетом непрерывных и скачкообразных случай-
ных возмущений, возникающих в физике, экономике, социальных и биосистемах. Наряду с
исследованием полугрупп важное место в работе уделено их генераторам, которые являются
ΨD-операторами. Современная теория ΨD-операторов дает мощный аппарат исследования
уравнений с частными производными и более общих уравнений, среди них уравнения для
вероятностных характеристик процессов Леви (см. например, [1, гл. II, III; 2, разд. 5.6].

Работа состоит из трех разделов. В разд. 1 рассмотрены полугруппы операторов U(t), t ≥ 0,
связанные с базовыми случайными процессами — процессами сдвига, винеровским и Пуассона,
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простым и составным. Показано, что рассматриваемые полугруппы представимы в виде

U(t)f(x) =

∫

Rn

f(y)P (0, x; t, dy) = 〈f(·), p(0, x; t, ·)〉 (0.1)

с плотностью переходной вероятности p, являющейся обобщенной функцией на C0 — про-
странстве непрерывных функций, стремящихся к нулю на бесконечности. Такие полугруппы
на пространстве Bb(R

n) измеримых ограниченных на R
n функций являются марковскими, т. е.

для f ∈ Bb(R
n) и t ≥ 0 справедливы соотношения

f ≥ 0 ⇒ U(t)f ≥ 0; f ≤ 1 ⇒ U(t)f ≤ 1; U(t)1 = 1. (0.2)

Если в дополнение к марковским свойствам полугруппа обладает свойством сильной непре-
рывности в пространстве C0(R

n), то такие полугруппы называют феллеровскими.
В разд. 2 показано, что генераторы рассматриваемых полугрупп являются операторами с

ядрами из пространства S ′(R2n). Доказательство этого факта существенно опирается на свой-
ство псевдодифференциальности генераторов (см., например, [2, теорема 3.3.3]). Для целостно-
сти изложения в доказательстве теоремы 1 приведена схема обоснования того, что генераторы
рассматриваемых полугрупп являются ΨD-операторами, а сами полугруппы операторов —
семействами ΨD-операторов с символами, зависящими от временного параметра t. Дана кон-
струкция ядер для генераторов полугрупп, рассмотренных в разд. 1.

В разд. 3 на основе техники обобщенного преобразования Фурье, или техники характе-
ристических функций в вероятностной терминологии, построено расширение классификации
Гельфанда — Шилова [3] на случай уравнений с ΨD-операторами специального вида.

1. Полугруппы операторов, связанные с процессами Леви

Начнем с описания наиболее важных полугрупп операторов, связанных с базовыми про-
цессами Леви — винеровским и Пуассона.

О п р е д е л е н и е [2, c. 43]. Пусть задано вероятностное пространство (Ω,F ,Ft,P).
Процессы Леви {X(t), t ≥ 0} — это случайные процессы, принимающие значения в измеримом
пространстве (Rn,B(Rn)) и удовлетворяющие следующим условиям:

• X(0) = 0 п.н.;
• имеют независимые приращения: для любых n ∈ N и 0 ≤ t1 < . . . < tn случайные

величины X(t1),X(t2)−X(t1), . . . ,X(tn)−X(tn−1) независимы;
• однородны по времени: P((X(s + t)−X(s)) ∈ B), s, t ≥ 0, B ∈ B(Rn), не зависит от s;
• стохастически непрерывны: для любого ε > 0 P( |X(s + t)−X(s)| > ε ) → 0 при t→ 0.

Для процессов Леви существует cadlag-модификация, траектории которой п.н. непрерывны
справа и имеют конечные пределы слева (см., например, [4, c. 35]). В настоящей работе будем
предполагать, что процесс Леви имеет траектории с указанным свойством.

Процессы Леви образуют подкласс феллеровских процессов (порождающих феллеровские
полугруппы), которые в свою очередь образуют подкласс марковских процессов. Марковские
процессы — это процессы {X(t), t ≥ 0}, условные вероятности которых по алгебре Fs в момент
времени t ≥ s зависят только от поведения процесса в момент s. Точнее, процесс {X(t), t ≥ 0},
принимающий значения в измеримом пространстве (Rn,B(Rn)), является марковским, если
для любых f ∈ Bb(R

n) и 0 ≤ s ≤ t справедливо равенство [2, c. 83]

E[f(X(t))|Fs] = E[f(X(t))|X(s)].

Ключевой характеристикой этих процессов является переходная вероятность P (s, x; t, B) :=
P(X(t) ∈ B|X(s) = x) — вероятность того, что в момент времени t ≥ s процесс находится в
произвольной точке y множества B ∈ B(Rn), если в момент s он находился в положении x.
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Для переходных вероятностей марковских процессов имеет место равенство Колмогорова —
Чепмена (см., например, [5, с. 192])

P (s, x; t, B) =

∫

Rn

P (s, x; r, dy)P (r, y; t, B), 0 ≤ s ≤ r ≤ t, x ∈ R
n.

Для однородных по времени марковских процессов P (s, x; t, B) = P (0, x; t − s,B). Тогда в си-
лу теоремы Колмогорова (см., например, [5, c. 26]) однородный марковский процесс с точ-
ностью до распределения величины X(0) определяется набором переходных вероятностей
P (0, x; τ,B), τ ≥ 0. Из этого факта следует, что для таких процессов наряду с переходной
вероятностью ключевой характеристикой являются операторы U(t) вида (0.1), которые ввиду
уравнения Колмогорова — Чепмена обладают полугрупповым свойством

U(t+ s) = U(t)U(s), t, s ≥ 0.

В дополнение к свойству однородности по времени процессы Леви обладают свойством
однородности по пространству, т. е. переходная вероятность процесса Леви инвариантна отно-
сительно сдвига пространственных переменных (см., например, [6, гл. 2, разд. 10]):

P (s, x; t, B) = P (s, 0; t, B − x), 0 ≤ s ≤ t, x ∈ R
n.

Теперь переходим к описанию полугрупп, связанных с процессами сдвига, винеровским,
пуассоновским и составным пуассоновским. Покажем, что эти полугруппы имеют близкие по-
лугрупповые свойства, а именно, все они являются феллеровскими полугруппами. Однако эти
полугруппы принципиально различаются с точки зрения приложений к моделированию слу-
чайных процессов и их вероятностных характеристик. Для наглядности будем рассматривать
полугруппы, связанные с R-значными процессами.

(i) Начнем с полугруппы операторов сдвига U1 = {U1(t), t ≥ 0}, связанной с процессом
сдвига X1 = {X1(t) = x+ bt, t ≥ 0}, b ∈ R.

Процесс сдвига — детерминированный процесс. Для него имеют место свойства стохасти-
ческой непрерывности, а также временной и пространственной однородности. Следовательно,
справедливо равенство P1(0, x; t, (−∞; y)) =: P1(0, x; t, y) = P1(0, 0; t, y−x) и X1−x — это про-
цесс Леви. На основе указанных свойств для процесса сдвига X1 можно задать обобщенную
плотность переходной вероятности1 следующим образом:

p1(0, x; t, y) = δx+bt(y) = δ(y − (x+ bt) ).

Тогда соответствующая процессу X1 полугруппа сдвига имеет вид

U1(t)f(x) = 〈f(·), p1(0, x; t, ·)〉 = 〈f, δx+bt〉 = f(x+ bt).

Эта полугруппа в силу соотношения ‖U1(t)f − f‖C0(R) −−→
t→0

0, f ∈ C0(R), является сильно

непрерывной на пространстве C0(R) и, следовательно, является феллеровской полугруппой.
Нетрудно проверить, что u(x, t) = U1(t)f(x) — значение функционала, зависящего от па-

раметров t ≥ 0 и x ∈ R, — является решением задачи Коши

∂u(x, t)

∂t
= b

∂u(x, t)

∂x
, x ∈ R, t > 0, u(x, 0) = f(x).

1Функционал p(0, x; t, ·) такой, что для любой функции f ∈ C0(R) справедливо равенство∫

R

f(y)P (0, x; t, dy) = 〈f(·), p(0, x; t, ·)〉, будем называть обобщенной плотностью переходной вероят-

ности процесса {X(t), t ≥ 0}. В случае, когда переходная вероятность имеет производную в смысле
Радона — Никодима, p(0, x; t, ·) является регулярной обобщенной функцией.
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Следовательно, генератором полугруппы U1 является оператор дифференцирования первого

порядка A1 = b
∂

∂x
.

(ii) Рассмотрим полугруппу U2 = {U2(t), t ≥ 0}, соответствующую винеровскому процессу
{X2(t), t ≥ 0} c плотностью переходной вероятности

p2(0, x; t, y) =
1

a
√
2πt

e
−

(x−y)2

2a2t .

Тогда полугруппа U2 задается следующим образом:

U2(t)f(x) =
1

a
√
2πt

∫

R

f(y)e−
(x−y)2

2a2t dy.

Эта полугруппа определена на пространстве Bb(R), является сильно непрерывной на про-
странстве C0(R) и, следовательно, является феллеровской полугруппой. Как легко видеть,
она однородна по времени и пространству и, значит, является полугруппой Леви. Более того,
эта полугруппа сильно непрерывна на пространстве L2(R) (см., например, [7, разд. 4.6]).

Для U2 функция u(x, t) = U2(t)f(x) является решением задачи Коши

∂u(x, t)

∂t
=
a2

2

∂2u(x, t)

∂x2
, x ∈ R, t > 0, u(x, 0) = f(x),

и генератором полугруппы U2 является оператор A2 =
a2

2

∂2

∂x2
.

(iii) Рассмотрим процесс Пуассона {X(t), t ≥ 0} со скачками величины q, интенсивностью λ

и X(0) = 0. Определим X3(t) = X(t) + x. Такой процесс можно задать с помощью переходной
вероятности

P3(0, x; t, y) := P3(0, x; t, (−∞, y)) =

cq∑

k=0

(λt)k

k!
e−λt,

где cq = cq(x, y) равно целой части
[y − x

q

]
при

[y − x

q

]
6= y − x

q
и равно

(y − x

q
− 1

)
— в

противном случае. Тогда обобщенная плотность переходной вероятности определяется следу-
ющим образом:

p3(0, x; t, y) =

cq∑

k=0

(λt)k

k!
e−λtδx+kq(y).

Для соответствующей процессу полугруппы получаем равенство

U3(t)f(x) = 〈f(·), p3(0, x; t, ·)〉 =
∞∑

k=0

(λt)k

k!
e−λtf(x+ kq).

Полугруппа U3 определена на пространстве C0(R), и по определению генератора для этой
полугруппы получаем

A3f(x) = lim
t→0

1

t
[U3(t)− I] f(x) = lim

t→0

1

t

[
〈f(y),

∞∑

k=0

(λt)k

k!
e−λtδx+kq(y)〉 − f(x)

]

= lim
t→0

1

t

[
(e−λt − 1)f(x) + λte−λtf(x+ q)

]
= λ(f(x+ q)− f(x)), f ∈ C0(R).

Отсюда следует, что полугруппа U3 является сильно непрерывной на пространстве C0(R) и
что u(x, t) = U3(t)f(x) является решением задачи Коши

∂u(x, t)

∂t
= λ(u(x+ q, t)− u(x, t)), x ∈ R, t ≥ 0, u(x, 0) = f(x).
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Таким образом, в отличие от дифференциальных операторов A1, A2, генератором полу-
группы U3 является разностный оператор.

(iv) Рассмотрим полугруппу U4, отвечающую процессу X4 = {X4(t), t ≥ 0}, который опре-
деляется равенством X4(t) = x+Xπ(t), где Xπ = {Xπ(t), t ≥ 0} — составной процесс Пуассона.

Пусть {zk} — последовательность независимых одинаково распределенных R-значных слу-
чайных величин с общим законом распределения µz и N = {N(t), t ≥ 0} — стандартный про-
цесс Пуассона с интенсивностью λ. Тогда Xπ(t) := z1 + . . . + zN(t) и есть составной процесс
Пуассона с интенсивностью λ.

В общем случае, не имея для такого процесса в явном виде ни плотности переходной ве-
роятности, ни переходной вероятности для описания полугруппы, соответствующей X4, мы
используем технику (обобщенного) преобразования Фурье или, в вероятностной терминоло-
гии, технику характеристических функций.

Напомним используемые далее обозначения, связанные с характеристической функцией
и преобразованием Фурье от меры µ на B(Rn), от функции f ∈ L1(R

n) и от распределения
g ∈ S′(Rn):

F [µ](α) =

∫

Rn

e−i(α,y)µ(dy) = µ̂(α), F−1[µ](α) =
1

(2π)n

∫

Rn

ei(α,y)µ(dy),

F [f ](α) =

∫

Rn

e−i(α,y)f(y)dy = f̂(α), F−1[f ](α) =
1

(2π)n

∫

Rn

ei(α,y)f(y)dy,

〈ϕ,Fg〉 := (2π)n〈F−1ϕ, g〉, ϕ ∈ S(Rn).

Для характеристической функции случайной величины ξ, определяемой вероятностной ме-
рой µξ, будем использовать обозначение

Φξ(α) := E
[
ei(α,ξ)

]
=

∫

Rn

ei(α,y)µξ(dy) = µ̂ξ(−α). (1.1)

Покажем, что для характеристической функции случайной величины Xπ(t) при каждом
фиксированном t ≥ 0 выполняется равенство

ΦXπ(t)(α) = etλ(Φz(α)−1). (1.2)

Следуя [2, c. 27; 8, c. 22], для процесса Xπ имеем

ΦXπ(t)(α) =

∞∑

k=0

E
(
eiα(z1+···+zN(t))

∣∣N(t) = k
)
P(N(t) = k) =

∞∑

k=0

Φk
z(α)

(tλ)k

k!
e−tλ

= etλ(Φz(α)−1) = etλ(µ̂z(−α)−1).

Таким образом, для любого t ≥ 0 характеристическая функция случайной величины Xπ(t) вы-
ражается через интенсивность процесса N и через характеристическую функцию случайных
величин zk.

В силу равенства (1.2) и свойств случайных величин zk получаем, что для любого t ≥ 0
случайная величина Xπ(t) является безгранично делимой. Следовательно, процесс Xπ = X4−x
(как и процессы X1 − x, X2 − x, X3 − x) является процессом Леви.

Поскольку для процесса Xπ имеем равенство Pπ(0, 0; t, dy) = µXπ(t)(dy), то, учитывая (1.1),
(1.2), выводим следующее представление для переходной полугруппы процесса X4:

U4(t)f(x) =

∫

R

f(y)P4(0, x; t, dy) =

∫

R

f(y + x)Pπ(0, 0; t, dy) = 〈f(y + x), pπ(0, 0; t, y)〉

=
1

2π
〈f(y + x),F [etλ(Φz (σ)−1)](y)〉 = 〈F−1[f(y + x)](σ), etλ(Φz (σ)−1)〉

= 〈e−ixσF−1[f ](σ), etλ(Φz (σ)−1)〉 = F−1[f̂(σ)etλ(Φz (σ)−1)](x), f ∈ S(R),
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которое можно продолжить на пространство C0(R).
Для того чтобы получить представление генератора полугруппы U4, воспользуемся связью

полугрупп, отвечающих процессам Леви, и их генераторов с ΨD-операторами.

2. Генераторы как ΨD-операторы и операторы с ядрами

Псевдодифференциальным оператором (на классе функций f) называют оператор вида

Kf(x) =
1

(2π)n

∫

Rn

ei(α,x)s(x, α)f̂(α)dα, x ∈ R
n, (2.1)

где функция s : Rn × R
n → R называется символом ΨD-оператора.

На классе функций f ∈ S(Rn) для операторов с локально ограниченными по x и полино-
миально ограниченными по α символами имеем

Kf (x) = F−1[s(x, ·)f̂(·)](x), x ∈ R
n. (2.2)

Такие операторы обобщают дифференциальные операторы

K =

n∑

k=0

ak(x)
dk

dxk
, x ∈ R, (2.3)

с переменными ограниченными коэффициентами

Kf (x) =

n∑

k=0

ak(x)
dk

dxk
f(x) =

1

2π

n∑

k=0

ak(x)

∫

R

eiαx(iα)k f̂(α)dα

=
1

2π

∫

R

n∑

k=0

ak(x)e
iαx(iα)k f̂(α)dα =:

1

2π

∫

R

eiαxs(x, α)f̂ (α)dα,

где

s(x, α) =
n∑

k=0

ak(x)(iα)
k.

Отсюда следует, что генераторы полугрупп U1 и U2 как частный случай операторов (2.3)
являются ΨD-операторами со степенными (по α) символами, но генераторы полугрупп U3 и
U4 дифференциальными операторами не являются. Мы покажем, что операторы A3 и A4 тоже
относятся к классу ΨD-операторов.

Более того, мы покажем, что генераторы полугрупп U , соответствующих сдвинутым на
x процессам Леви, можно рассматривать как операторы с ядрами K, действующими на про-
странстве S(R2n). Согласно теореме Шварца о ядре (см., например, [9, c. 158]), существует
взаимно-однозначное соответствие между непрерывными операторами

K : D(Y ) → D′(X) (2.4)

и распределениями K ∈ D′(Y × X). А именно, любому непрерывному оператору (2.4) соот-
ветствует единственное распределение

K ∈ D′(Y ×X) : 〈ψ,Kϕ〉 = 〈ϕ⊗ ψ,K〉, (ϕ⊗ ψ) (y, x) := ϕ(y)ψ(x), ϕ ∈ D(Y ), ψ ∈ D(X),

называемое ядром оператора K, и в обратную сторону по K определяется K. Отметим, что
согласно [9] можно также рассматривать пары

K : S(Y ) → S ′(X), K ∈ S ′(Y ×X).
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В зависимости от специфики задач, решаемых с помощью ΨD-операторов, выделяют раз-
личные классы символов. В настоящей работе для определения генераторов полугрупп нам
будет достаточно предполагать, что символ s принадлежит классу Хермандера [9, гл. VII].
В этом случае ΨD-оператор корректно определен на пространстве S(Rn) и соответствующий
K : S(Rn) → S ′(Rn). Для символов, отвечающих самим полугруппам, следует использовать
классы функций, зависящие от временного параметра.

Теорема. Пусть X = {X(t), t ≥ 0} — R
n-значный процесс Леви и U — феллеровская

полугруппа операторов, соответствующая процессу X + x. Тогда генератор полугруппы U

является ΨD-оператором и оператором с ядром из пространства S ′(R2n).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала покажем, что полугруппа U , соответствующая процес-
су {X(t) + x, t ≥ 0}, является ΨD-оператором на пространстве S(Rn), для этого используем
формулу Леви — Хинчина. Поскольку {X(t), t ≥ 0} — процесс Леви со значениями в про-
странстве R

n, для любого t ≥ 0 характеристическая функция случайной величины X(t) имеет
вид ΦX(t)(α) = etη(α), где η = η(α) определяется формулой Леви — Хинчина (см., например,
[2, c. 45]):

η(α) = i(b, α) − 1

2
(α ,Qα) +

∫

Rn\{0}

(
ei(α,y) − 1− i(α, y)χ|y|≤1(y)

)
ν(dy), α ∈ R

n. (2.5)

В этом равенстве b ∈ R
n, Q — положительно определенная симметричная n × n-матрица,

ν — мера Леви на B(Rn). Тройка Леви (b,Q, ν) однозначно определяется процессом X. Кроме
того, действительная часть функции η удовлетворяет неравенству

Re(η(α)) ≤ 0 ∀α ∈ R
n, (2.6)

и для модуля η имеет место полиномиальная оценка: |η(α)| ≤ C(1 + |α|)2 (см., например, [10,
гл. XIII; 11, гл. III]).

Для произвольной f ∈ S(Rn) запишем представление переходной полугруппы через пре-
образование Фурье

U(t)f(x) = E(f(X(t) + x)) =
1

(2π)n
E

(∫

Rn

ei(α, x+X(t))f̂(α)dα

)
, x ∈ R

n.

Тогда в силу теоремы Фубини имеем

U(t)f(x) =
1

(2π)n

∫

Rn

ei(α,x)E(ei(α,X(t)))f̂(α)dα =
1

(2π)n

∫

Rn

ei(α,x)etη(α)f̂(α)dα, x ∈ R
n. (2.7)

Из этого представления следует, что полугруппа операторов, соответствующая процессу Леви,
является псевдодифференциальным оператором с символом s(x, α) = etη(α), ограниченным в
силу оценки (2.6).

Далее, ввиду полученного для полугруппы представления (2.7) по определению генератора
для произвольной f ∈ S(Rn) имеем

Af(x) = lim
t→0

1

t
[U(t)− I] f(x) =

1

(2π)n
lim
t→0

∫

Rn

ei(α,x)
etη(α) − 1

t
f̂(α)dα

=
1

(2π)n

∫

Rn

ei(α,x)η(α)f̂ (α)dα, x ∈ R
n. (2.8)

Исходя из полиномиальной оценки для функции η, приведенное равенство корректно опреде-
ляет оператор A на пространстве S(Rn), и генератор является ΨD-оператором на простран-
стве S(Rn) с полиномиально ограниченным символом s(x, α) = η(α).
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Теперь с помощью представления генератора через символ покажем, что оператор A яв-
ляется оператором с ядром K, действующим на пространстве S(R2n). Чтобы установить связь
между символом и ядром оператора, запишем представление для Af в несколько ином виде:

Af (x) =
1

(2π)n

∫

Rn

ei(α,x)η(α)f̂ (α)dα =
1

(2π)n

∫

Rn

ei(α,x)η(α)dα

∫

Rn

e−i(α,y)f(y)dy

=

∫

Rn

K(x, y)f(y)dy, f ∈ S(Rn).

Ядро K здесь формально появилось как расходящийся интеграл

K(x, y) =
1

(2π)n

∫

Rn

ei(α,x−y)η(α)dα.

Придадим ядру K смысл, рассматривая его как распределение на основных функциях

ψ(x)ϕ(y) ∈ S(Rn × R
n).

Учитывая равенство (2.2), имеем

〈ψ(x)ϕ(y),K(x, y)〉 := 〈ψ(x), Aϕ(x)〉 = 1

(2π)n

∫

Rn

ψ(x)dx

∫

Rn

ei(α,x)η(α)dα

∫

Rn

e−i(α,y)ϕ(y)dy

= 〈ψ(·),F−1[η(α)ϕ̂(α)](·) 〉.
Повторный интеграл в определении K сходится в силу гладкости функций ψ и ϕ, степен-
ных оценок на символ η и поведения (прямого и обратного) преобразования Фурье от функ-
ций ψ и ϕ из S(Rn). Таким образом, генератор A взаимно однозначно определяется яд-
ром K ∈ S ′(R2n). �

Теперь покажем конструкцию ядер для генераторов A1 − A4 : S = S(R) → S ′ = S ′(R),
используя представление этих ΨD-операторов через символы, определяемые для каждого из
них формулой (2.5).

Для генератора полугруппы U1 с символом s(α) = η(α) = ibα получаем

〈ψ(x)ϕ(y),K1(x, y)〉 = 〈ψ,F−1[s(α)] ∗ ϕ 〉 = b

∫

R

ψ(x)ϕ′(x)dx.

Для генератора полугруппы U2 с символом s(α) = −a
2

2
α2

〈ψ(x)ϕ(y), K2(x, y)〉 =
a2

2

∫

R

ψ(x)ϕ′′(x)dx.

Для генератора полугруппы U3 с символом s(α) = λ(eiqα − 1) ядро определяется следующим
образом:

〈ψ(x)ϕ(y), K3(x, y)〉 = 〈ψ, F−1[s(α)] ∗ ϕ 〉

= 〈ψ(x), λ(ϕ(x+ q)− ϕ(x))〉 = λ

∫

R

ψ(x)(ϕ(x + q)− ϕ(x))dx.

Для полугруппы, соответствующей процессу {X4(t), t ≥ 0}, сначала найдем генератор. Из
представления (1.2) для характеристической функции Xπ(t), t ≥ 0 следует, что

η(α) =

∫

R

λ(eiαβ − 1)µz(dβ).
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Тогда, учитывая (2.8), с помощью теоремы Фубини и формул преобразования Фурье для f ∈ S
получаем оператор

A4f(x) =
1

2π

∫

R

eiαx
∫

R

(eiαβ − 1)λµz(dβ)f̂ (α)dα

=

∫

R

(
1

2π

∫

R

eiαxeiαβ f̂(α)dα − 1

2π

∫

R

eiαxf̂(α)dα

)
λµz(dβ) =

∫

R

(f(x+ β)− f(x))λµz(dβ),

который можно продолжить на пространство C0(R). Отсюда для генератора полугруппы U4,

определяемого символом s(α) =

∫

R

λ(eiαβ − 1)µz(dβ), получаем

〈ψ(x)ϕ(y), K4(x, y)〉 = 〈ψ, F−1[s(α)ϕ̂(α)] 〉 =
〈
ψ(x), λ

∫

R

[ϕ(x+ β)− ϕ(x)]µz(dβ)

〉

Для полугрупп {U1(t), U2(t), U3(t), t ≥ 0} получаем ядра, зависящие от параметра t:

δx+bt(y), e
−

(x−y)2

2a2t ,

cq∑

k=0

(λt)k

k!
e−λtδx+kq(y).

Далее мы используем технику обобщенного преобразования Фурье и формулу Леви —
Хинчина, чтобы расширить на некоторый класс ΨD-операторов классификацию Гельфанда —
Шилова, построенную для линейных дифференциальных операторов.

3. Расширение классификации Гельфанда — Шилова

на случай ΨD-операторов

Прежде чем переходить к построению классификации для задач с ΨD-операторами, име-
ющими полиномиально ограниченные символы, и выделить среди них задачи, связанные с
процессами Леви, коротко рассмотрим “классическую” классификацию Гельфанда — Шилова.

Пусть задана дифференциальная задача Коши

∂

∂t
u(t, x) = A

(
i
∂

∂x

)
u(t, x), t ≥ 0, x ∈ R

n, u(0, x) = f(x), (3.1)

где

A

(
i
∂

∂x

)
=

{
Aj,k

(
i
∂

∂x

)}m

j,k=1
,

Aj,k

(
i
∂

∂x

)
— линейные дифференциальные операторы порядка, не превосходящего l. Реше-

ние задачи (3.1) при любых фиксированных x ∈ R
n и t ≥ 0 является m-мерным вектором

u(t, x) = (u1(t, x), . . . , um(t, x)). Предложенный в [3] подход к решению этой задачи основан на
применении к задаче (3.1) преобразования Фурье и решении преобразованной задачи Коши.
При этом преобразование Фурье функции f = (f1, . . . , fm) определяется следующим образом:

f̃ = (f̃1, . . . , f̃m), где f̃j(α) =

∫

Rn

ei(α,x)fj(x)dx, α ∈ R
n, j = 1, . . . ,m.

Таким образом, от задачи (3.1) переходим к преобразованной по Фурье задаче Коши, решение
которой имеет вид ũ(t, α) = etA(α)f̃(α), α ∈ R

n, где A(α) — оператор умножения на матрицу
{Aj,k(α)}mj,k=1 с элементами, являющимися полиномами степени не выше l. Ключевую роль
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при исследовании свойств ũ — решения двойственной задачи — играют оператор etA(α) и его
расширение в комплексную плоскость etA(γ), γ = α+ iτ, α, τ ∈ R

n. На основе оценки

etΛ(γ) ≤
∥∥etA(γ)

∥∥
Rm ≤ C(1 + |γ|)l(m−1) · etΛ(γ), t ≥ 0,

классификация задачи, преобразованной по Фурье (а следовательно, и исходной), строится в
работе [3] по поведению величины Λ(α), где Λ(γ) = maxReλk(γ), λk(γ) — характеристические
корни оператора A(γ).

Система (3.1) называется корректной по Петровскому, если существует константа C > 0
такая, что Λ(α) ≤ C, в частности, параболической, если

∃C1, h, C2 > 0: Λ(α) ≤ −C1|α|h + C2;

условно корректной, если

∃C1, C2 > 0, 0 < h < 1: Λ(α) ≤ C1|α|h + C2;

некорректной, если выполняется оценка с приведенным порядком l0 (l0 ≥ 1):

∃C1, C2 > 0: Λ(α) ≤ C1|α|l0 + C2,

но не выполняются более сильные оценки.
В зависимости от типа, которому принадлежит система, определяется пространство ос-

новных и обобщенных функций, в которых корректна задача, преобразованная по Фурье. Да-
лее, благодаря связи между найденными пространствами и пространствами их Фурье-образов,
определяется пространство основных и обобщенных функций, в которых корректна исходная
задача (см., например, [3; 12; 13]).

Переходим к задачам с операторами, принадлежащими некоторому специальному подклас-
су из пространства ΨD-операторов. Рассмотрим задачу Коши

∂

∂t
u(t, x) =

(
A

(
i
∂

∂x

)
+ K

)
u(t, x), t ≥ 0, x ∈ R

n, u(0, x) = f(x). (3.2)

Здесь A

(
i
∂

∂x

)
— оператор, определенный в задаче (3.1), K = {Kj,k}mj,k=1, где Kj,k — ΨD-опера-

торы, определяемые (согласно равенству (2.1)) символами

sj,k(α) =

∫

Rn\{0}

(
ei(α,y) − 1− i(α, y)χ|y|≤1(y)

)
νj,k(dy), j, k = 1, . . . ,m, α ∈ R

n.

Относительно νj,k предполагаем, что при всех j, k = 1, . . . ,m меры νj,k являются мерами
Леви на B(Rn) и, как было указано выше, |sj,k(α)| ≤ Cj,k(1 + |α|)2. При таком определении
операторы Kj,k имеют вид

Kj,kfk(x) =

∫

Rn\{0}

(
fk(x+ y)− fk(x)− (∇fk(x), y)χ|y|≤1(y)

)
νj,k(dy), j, k = 1, . . . ,m, x ∈ R

n.

Далее от задачи (3.2) переходим к преобразованной по Фурье задаче. В силу линейности пре-

образования Фурье решение преобразованной задачи имеет вид ũ(t, α) = et(A(α)+K̃(α))f̃(α), где
K̃(α) — оператор умножения на матрицу, элементами которой являются преобразования Фу-
рье операторов Kj,k, т. е. K̃(α) = {sj,k(−α)}mj,k=1. Отметим, что для функций sj,k(α) и sj,k(−α)
как преобразований Фурье с аргументами, отличающимися знаками, имеют место одни и те
же оценки |sj,k(−α)| ≤ Cj,k(1 + |α|)2. Отсюда следует, что для нормы матрицы K̃(α), рассмат-
риваемой как линейный оператор в пространстве R

m, справедлива оценка

‖K̃(α)‖2Rm ≤
m∑

j=1

m∑

k=1

|sj,k(−α)|2 ≤ C2
K
(1 + |α|)4, CK > 0, α ∈ R

n. (3.3)



84 И.В.Мельникова, В.А.Бовкун

Из оценки (3.3) вытекает оценка для нормы оператора умножения на матричную экспонен-

ту etK̃(α):

‖etK̃(α)‖Rm =
∥∥∥

∞∑

j=0

tj

j!
K̃
j
(α)

∥∥∥
Rm

≤
∞∑

j=0

tj

j!
‖K̃(α)‖j

Rm ≤
∞∑

j=0

tj

j!
C

j
K
(1 + |α|)2j = eCKt(1+|α|)2 , t ≥ 0.

Из этой оценки следуют оценки для операторов решения преобразованной по Фурье зада-
чи (3.2) и возможность расширения классификации для указанного класса ΨD-операторов.
Для задачи (3.2) возможны следующие случаи.

• Если оператор A задает параболическую задачу с параметром h > 2, то справедлива
оценка

∥∥et(A(α)+K̃(α))
∥∥
Rm ≤ Cet(−C1|α|h+C2+CK(1+|α|)2) ≤ Cet(−C4|α|h−2+C5), t ≥ 0,

и такую задачу (3.2) следует называть параболической.
• Если оператор A задает параболическую задачу с параметром h = 2, то в зависимости

от соотношений между константами C1 и CK задачу (3.2) следует называть параболической

(при C1 > CK) или некорректной при (C1 ≤ CK).
• Если оператор A задает параболическую задачу с параметром h < 2, то справедлива

оценка ∥∥et(A(α)+K̃(α))
∥∥
Rm ≤ Cet(−C1|α|h+C2+CK(1+|α|)2) ≤ Cet(C4|α|2−h+C5), t ≥ 0,

и такую задачу (3.2) следует называть условно корректной (при h > 1) или некорректной (при
0 ≤ h ≤ 1).

• Если оператор A задает некорректную систему с параметром l0, то получаем оценку

∥∥et(A(α)+K̃(α))
∥∥
Rm ≤ Cet(C1|α|l0+C2+CK(1+|α|)2) ≤ Cet(C4|α|r+C5), t ≥ 0,

где r = max{l0, 2}. Такую задачу (3.2) следует называть некорректной.

Теперь среди рассмотренных операторов

A

(
i
∂

∂x

)
+ K (3.4)

выделим операторы, связанные с генераторами процессов Леви. А именно, рассмотрим задачу
Коши для уравнения с оператором (3.4) — генератором полугруппы, отвечающей процессу
Леви, который определяется равенством

(
A

(
i
∂

∂x

)
+ K

)
f(x) = (b,∇f(x)) + 1

2
div(Q∇f(x))

+

∫

Rn\{0}

(
f(x+ y)− f(x)− (∇f(x), y)χ|y|≤1(y)

)
ν(dy). (3.5)

Предложение. Задача Коши (3.2) с оператором (3.4), определяемым равенством (3.5),
является корректной по Петровскому.

Д о к а з а т е л ь с т в о. От задачи (3.2) с оператором (3.5) переходим к преобразованной
по Фурье задаче, свойства которой определяются поведением функции

F (α) := A(α) + K̃(α) = −i(b, α)− 1

2
(α ,Qα) +

∫

Rn\{0}

(
e−i(α,y) − 1 + i(α, y)χ|y|≤1(y)

)
ν(dy).

Согласно формуле (2.5) полученная функция F (α) совпадает с функцией η(−α). Отсюда в

силу оценки (2.6) получаем
∣∣et(A(α)+K̃(α))

∣∣ ≤ 1, t ≥ 0, α ∈ R
n. Следовательно, задача Коши
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для уравнения с генератором полугруппы, отвечающей процессу Леви, является корректной
по Петровскому. �

З а м е ч а н и е. Из теорем XIII.52 и XIII.53 [10] следуют два важных факта: etF (α) для
каждого t ≥ 0 является положительно определенной, в общем случае обобщенной функцией;
полугруппа, порождаемая оператором (3.5), обладает свойством сохранения положительно-
сти (первое свойство в (0.2)). Тогда из теоремы Бохнера — Шварца [14, теорема IX.10] сле-
дует, что при построении решений в пространствах обобщенных функций для задач Коши
с оператором (3.5) достаточно рассматривать эти задачи в пространстве медленно растущих
распределений S ′. Это означает, что, в отличие от исходной классификации для задач с диффе-
ренциальными операторами, исследование выделенного класса задач при переходе к задачам,
преобразованным по Фурье, не требует выхода в пространства обобщенных функций с ком-
плексными аргументами. Это позволяет считать предложенное расширение классификации
расширением классификации Гельфанда — Шилова.

В заключение раздела сравним рассмотренные полугруппы, отвечающие процессам Леви,
с феллеровскими полугруппами, отвечающими феллеровским процессам более общим, чем
процессы Леви. Напомним, что феллеровские полугруппы — это марковские полугруппы (свой-
ства (0.2)), обладающие свойством сильной непрерывности на пространстве C0(R

n). Рассмот-
рим их общие и различные свойства, на основе которых исследуем возможность расширения
классификации для задач Коши с генераторами феллеровских полугрупп.

Начнем с того, что отметим важные специальные свойства, присущие генераторам фел-
леровских полугрупп. Из теоремы 3.6.6 [8] следует, что если оператор A : C0(R

n) → C0(R
n)

является генератором феллеровской полугруппы, то
(i) A удовлетворяет принципу положительного максимума на D(A), т. е. для любой f ∈

D(A), удовлетворяющей условию sup
x∈Rn

f(x) = f(x0) ≥ 0, справедливо неравенство Af(x0) ≤ 0;

(ii) A является диссипативным оператором, т. е. для любых λ > 0 и f ∈ D(A) справедливо
неравенство ‖(λ−A)f‖ ≥ λ‖f‖2.

Важность этих свойств оператора A с точки зрения свойств полугрупп, порождаемых слу-
чайными процессами, устанавливает теорема Хилле— Иосиды— Рэя, согласно которой линей-
ный, замкнутый, плотно определенный оператор A порождает сильно непрерывную, сохра-
няющую положительность, сжимающую полугруппу, если и только если, A удовлетворяет
принципу положительного максимума и (0,∞) ⊆ ρ(A) (см., например, [2, теорема 3.5.1]).

Далее, поскольку генератор A феллеровской полугруппы удовлетворяет принципу поло-
жительного максимума, то при дополнительном условии D(Rn) ⊂ D(A) из теоремы Куррежа
[2, теорема 3.5.3] следует, что A имеет вид

Af(x) = c(x)f(x) + (b(x),∇f(x)) + 1

2
div (Q(x)∇f(x))

+

∫

Rn\{x}

(
f(y)− f(x)− χ(x, y) (∇f(x), y − x)

)
ν(x, dy), (3.6)

где c : Rn → R — непрерывная неположительная функция, b — вектор с непрерывными коорди-
натами bi : R

n → R, матрица Q(x) для любого x ∈ R
n является симметричной и положительно

определенной, ν(x, ·) — мера Леви, функция χ — локальная единица.
Таким образом, с помощью выделения такого свойства, как принцип положительного мак-

симума, удается описать структуру генератора произвольной феллеровской полугруппы. Ло-
кальный характер данного свойства приводит к тому, что генератором является оператор с
переменными коэффициентами в отличие от генератора полугруппы, порождаемой процессом
Леви, являющегося оператором с постоянными коэффициентами. Расширение классификации
Гельфанда — Шилова для задач с генераторами процессов Леви как раз и удалось построить

2В случае линейного оператора A из свойства диссипативности следует вложение (0,∞) ⊆ ρ(A).
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благодаря тому, что генераторы являются операторами с постоянными коэффициентами —
это свойство позволило использовать технику преобразования Фурье. Соответствующие зада-
чи в случае общих феллеровских процессов, генераторы которых имеют вид (3.6), а символы
зависят от двух переменных, не вкладываются в классификацию Гельфанда — Шилова.
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