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Рассматривается некорректно поставленная задача локализации (определения положения) линий раз-
рыва функции двух переменных. Считается, что вне линий разрыва функция гладкая, а в каждой точке
на линии имеет разрыв первого рода. Для равномерной сетки с шагом τ предполагается, что в каж-
дом узле известны средние значения на квадрате со стороной τ от возмущенной функции. Возмущенная
функция приближает точную функцию в пространстве L2(R2) с известным уровнем возмущения δ. Кон-
струируются глобальные дискретные регуляризирующие алгоритмы аппроксимации линий разрыва по
зашумленным данным. Предложен новый подход к построению методов усреднения для решения задачи
локализации. Использование нового типа усреднения позволяет построить регуляризирующие алгоритмы
без использования производной усредняющей функции. Разработана и использована новая методика полу-
чения оценок. Эта методика применима для широкого класса новых методов с неклассической областью
усреднения. На классах функций с кусочно-линейными линиями разрыва проведены оценки точности
локализации и других важных характеристик регуляризирующего алгоритма. Показано, что новые алго-
ритмы в некоторых ситуациях экономичнее по числу операций по сравнению с методами, которые были
исследованы авторами в предшествующих работах.
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We consider the ill-posed problem of localizing (finding the position of) the discontinuity lines of a function
of two variables. It is assumed that the function is smooth outside the discontinuity lines and has a discontinuity
of the first kind at each point of these lines. The average values of the perturbed function on a square τ × τ
are assumed to be known at each node of a uniform grid with step τ . The perturbed function with a given
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are constructed for the localization of the discontinuity lines from noisy data. A new approach to the construction
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one to construct regularizing algorithms without using the derivative of the averaging function. A new technique
is developed and used for deriving estimates. This technique is applicable to a wide range of new methods with
a nonclassical averaging domain. On classes of functions with piecewise linear discontinuity lines, estimates of
the localization error and other important characteristics of the regularizing algorithm are obtained. It is shown
that the new algorithms in some situations are more economical in terms of the number of operations compared
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Введение

На изображениях, возникающих в прикладных задачах, границы объектов часто являются
линиями, на которых функция двух переменных (изображение) терпит разрыв первого рода
(линии разрыва), а вне линий разрыва функция гладкая. Предполагается, что точная функ-
ция f неизвестна, а в каждом узле равномерной сетки с шагом τ известны средние значения
на квадрате со стороной τ функции f δ, ‖f δ − f‖L2

≤ δ, L2 := L2(R
2); уровень возмущения δ

также известен. Легко видеть, что в этой постановке линии разрыва функции f δ могут не ап-
проксимировать линии разрыва точной функции f , т. е. задача аппроксимации линий разрыва
некорректно поставлена [1–3].
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Подобные задачи привлекают большое внимание исследователей (см., например, [4; 5; 6,
гл. 10]). Первые локальные оценки точности аппроксимации линий разрыва для алгоритмов
усреднения были получены в [7], обобщающий глобальный теоретический анализ алгоритмов
локализации кусочно-линейных линий разрыва проведен в [8]. Актуальность рассматриваемой
темы подчеркивают также работы [9–11].

В большинстве алгоритмов локализации линий разрыва для подавления шума используют-
ся усреднения. На непрерывном уровне эти усреднения являются интегралами, а после дискре-
тизации — это усреднения, определяемые конечным числом коэффициентов, которые можно
представить в виде матрицы (маски). Обычно все усреднения получаются сдвигом вдоль осей
координат (иногда также усреднения проводятся в плоскости, повернутой на некоторый угол
относительно исходной плоскости, — усреднения с “поворотом”). При этом, если размерность
маски достаточно большая, то вычисление усреднений является наиболее затратной частью
алгоритма. Поэтому построение новых алгоритмов, в которых усреднения реализуются эконо-
мичнее, чем в известных методах, представляется актуальным.

В настоящей работе при построении алгоритма для решения задачи локализации кусочно-
линейных линий разрыва предложены новые формулы вычисления вспомогательных функций
(усреднений): изменена область, по которой проводится усреднение; не используется произ-
водная усредняющей функции. При этом методика получения оценок точности локализации,
разработанная в [7;8], для анализа новых методов не подходит. Предлагаемая авторами новая
методика применима для исследования широких классов новых методов с неклассической об-
ластью усреднения. Отработка новых подходов к проведению оценок точности локализации
является одной из основных целей настоящей работы.

В разд. 1 вводятся условия на линии разрыва, дается постановка задачи и вводятся непре-
рывные и дискретные вспомогательные функции (усреднения). В разд. 2 приводятся вспомога-
тельные оценки. В разд. 3 конструируются глобальные дискретные алгоритмы аппроксимации,
доказывается основная теорема. В разд. 4 приведены экономичные формулы для вычисления
дискретных вспомогательных функций для алгоритмов из работы [8] и проводится сравнение
по экономичности этих алгоритмов и алгоритмов настоящей работы.

1. Постановка задачи,

дискретизация вспомогательных функций

Пусть функция f(x, y) двух переменных в квадрате D имеет конечное число l линий раз-
рыва Γk, которые являются отрезками; вне этих отрезков функция f гладкая (точные условия
на функцию f выписаны ниже). Для удобства будем предполагать, что функция f вне квадра-
та D= {(x, y) : |x| ≤ d, |y| ≤ d}, d > 0, равна нулю и не имеет скачка на границе D (это условие
непринципиально и может быть снято). Предполагаем, что отрезки Γk, k = 1, . . . , l, образуют
замкнутый контур; обозначим Γ = ∪l

k=1Γk, |Γk| — длина отрезка Γk. Отрезки, имеющие общие
концы, назовем смежными. Пусть отрезки занумерованы так, что Γk,Γk+1 смежные; через ϑk
обозначим наименьший положительный угол между этими отрезками. Введем величину

Θk =

{

(sinϑk)
−1, 0 < ϑk < π/2,

1, π/2 ≤ ϑk < π.
(1.1)

В следующем определении приведены условия гладкости для функции f вне множества Γ.

О п р е д е л е н и е 1. Введем линейное множество MV0(R) функций g ∈ L2(R) одной
переменной с конечным числом разрывов первого рода: на любом отрезке таком, что соответ-
ствующий интервал не содержит точек разрыва, функция g абсолютно непрерывна; функция g
ограничена на R; функция g′ ограничена на R. Определим линейное множество MV0(R

2),
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состоящее из функций1 двух переменных f(x, y) ∈ L2(R
2), для которых выполнены следую-

щие условия: для всех y функция f(·, y) принадлежит множеству MV0(R), для всех x функ-
ция f(x, ·) принадлежит множеству MV0(R).

Заметим, что в работе [12] рассматривалось множество MV (R), в котором функция g′ по-
чти всюду ограничена на R, а в работе [8] было определено множество MV (R2), в котором для
почти всех y функция f(·, y) принадлежит множеству MV (R), для почти всех x функция f(x, ·)
принадлежит множеству MV (R), т. е. условия гладкости в настоящей работе несколько более
сильные, чем в работе [8].

Введем понятие скачка функции f на отрезках разрыва Γk, k = 1, 2, . . . , l.

О п р е д е л е н и е 2. Пусть отрезок Γk не параллелен оси OX. Определим скачок
∆x(x, y) = f(x + 0, y) − f(x − 0, y) 6= 0 функции f в точках (x, y) ∈ Γk (исключая концы
отрезка). Пусть отрезок Γk не параллелен оси OY . Определим скачок ∆y(x, y) = f(x, y + 0)−
f(x, y − 0) 6= 0 функции f в точках (x, y) ∈ Γk (исключая концы отрезка). Если отрезок Γk

параллелен оси OX, то в точках (x, y) ∈ Γk скачок ∆x(x, y) не определен. Если отрезок Γk

параллелен оси OY , то соответственно не определен скачок ∆y(x, y) в точках (x, y) ∈ Γk.

З а м е ч а н и е 1. Легко видеть, что для функции f ∈MV0(R
2) определение 2 корректно.

При этом, если отрезок Γk не параллелен осям OX и OY , то в точках (x, y) ∈ Γk существуют
скачки ∆x(x, y), ∆y(x, y), причем |∆x(x, y)| = |∆y(x, y)|.

Введем класс функций M, на котором будут проводиться оценки точности работы алго-
ритмов локализации линий разрыва.

О п р е д е л е н и е 3. Пусть функция f ∈ MV0(R
2) имеет линию разрыва Γ = ∪l

k=1Γk.
Класс M состоит из таких функций f, дополнительно удовлетворяющих следующим условиям:

(i) задано положительное число r такое, что для всех (x, y) ∈ D имеем |f(x, y)| ≤ r; для
(x, y) /∈ Γ выполнены неравенства |f ′x(x, y)| ≤ r, |f ′y(x, y)| ≤ r; для (x, y) ∈ Γ существуют и
ограничены величины |f ′x(x± 0, y)| ≤ r, |f ′y(x, y ± 0)| ≤ r;

(ii) заданы положительные числа L, ∆min : 0 < l ≤ L, min{|∆x(x, y)| : (x, y) ∈ Γk, k =
1, 2, . . . , l,Γk∦OX} ≥ ∆min, min{|∆y(x, y)| : (x, y) ∈ Γk, k = 1, 2, . . . , l,Γk ∦ OY } ≥ ∆min;

(iii) заданы положительные числа Θ и S : max
1≤k≤l

Θk ≤ Θ, min
1≤k≤l

|Γk| ≥ S.

Таким образом, класс корректности M зависит от параметров r, L,∆min,Θ, S. Для кратко-
сти будем опускать эти параметры в обозначении класса. Без ограничения общности можно
считать, что r = 1, что мы и будем делать в дальнейшем.

Введем в квадрате D равномерную сетку T = {(xn, ym)} с шагом τ (условия на τ выписаны
в теореме), т. е. xn = −d + nτ, ym = −d +mτ, где n = 0, 1, . . . ,M, m = 0, 1, . . . ,M, M = 2d/τ .
(Без ограничения общности будем считать, что M — целое число, поскольку всегда можно
подходящим образом увеличить d.)

Постановка задачи. Пусть f ∈ M, функция f δ ∈ L2(R
2) такова, что ‖f − f δ‖L2

≤ δ.
По уровню погрешности δ и значениям f δn,m в точках равномерной сетки T = {(xn, ym)} с

заданным шагом τ, которые связаны с функцией f δ соотношением

f δn,m =
1

τ2

ym+τ
∫

ym

xn+τ
∫

xn

f δ(ξ, η)dξdη, (1.2)

требуется аппроксимировать множество Γ подмножеством точек сетки T с оценкой точности
приближения.

З а м е ч а н и е 2. Постановка задачи не вполне описана, так как необходимо определить
понятие “аппроксимировать”. Это понятие введено в формулировке теоремы, где дана оценка

1Для получения оценок удобнее считать, что функции заданы на R2, несмотря на то что они имеют
конечный носитель.
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не только близости точек сетки, найденных алгоритмом, к множеству линий разрыва, но и их
количества.

При построении регулярных методов локализации для подавления шума используется идея
усреднения возмущенных значений f δn,m. Сначала введем и исследуем вспомогательные функ-
ции (усреднения): две непрерывные функции и их дискретные аналоги.

Для проведения усреднения определим класс непрерывных усредняющих функций двух
переменных. Пусть множество Ω состоит из финитных функций ω(x, y), (x, y) ∈ R2, удовле-
творяющих условиям:

(a) функция ω имеет непрерывную производную по каждой переменной; положим C =
max{|ω′

x(x, y)|, |ω′
y(x, y)| : (x, y) ∈ R2};

(b)

∫ 1

0

∫ 1

0
ω(x, y)dxdy = 1;

(c) ω(x, y) = 0 для (x, y) /∈ [0, 1] × [0, 1].

В силу условий (a), (c) константа C существует, и для всех (x, y) ∈ R2 справедливо |ω(x, y)| ≤
2C. Ясно, что ω ∈W 1

1 (R
2) (здесь W 1

1 (R
2) — соболевское пространство функций). Положим

ωλ1λ2
(x, y) =

1

λ1λ2
ω
( x

λ1
,
y

λ2

)

, λ1, λ2 > 0.

Введем вспомогательные функции (усреднения) непрерывного аргумента при отсутствии
возмущений:

F l(x, y) = F l
λ1λ2

(x, y) = Iλ1λ2
(x+ λ1 + τ, y − τ)− Iλ1λ2

(x− τ, y + λ2 + τ), (x, y) ∈ D, (1.3)

F r(x, y) = F r
λ1λ2

(x, y) = Iλ1λ2
(x+ λ1 + τ, y + λ2 + τ)− Iλ1λ2

(x− τ, y − τ), (x, y) ∈ D, (1.4)

где

Iλ1λ2
(x, y) =

y
∫

y−λ2

x
∫

x−λ1

f(ξ, η)ωλ1λ2
(x− ξ, y − η)dξdη.

При вычислении функции F l усреднение проводится в прямоугольниках со сторонами λ1
по x и λ2 по y, расположенных в четвертой и второй четвертях (если точку (x, y) перенести в
начало координат); при вычислении функции F r усреднение проводится в прямоугольниках
того же размера, расположенных в первой и третьей четвертях. На рис. 1 изображена ситу-
ация, когда при вычислении функций F l и F r отрезки разрыва не пересекаются с областью
усреднения.

Перейдем к построению соответствующих дискретных вспомогательных функций, причем
вместо точной функции f используем заданные величины f δij. Дискретные значения усред-

няющей функции для функции двух переменных будем вычислять по формуле Λi,j
λ1λ2

=

ωλ1λ2
(iτ, jτ)τ2, где 0 ≤ i ≤ n1, 0 ≤ j ≤ n2. Параметры n1, n2 будут определены ниже как

функции уровня погрешности δ и шага сетки τ . При этом параметры должны быть определе-
ны таким образом, чтобы шаг τ был меньше λ1 и λ2.

Дискретные вспомогательные функции Gδl, Gδr вычисляются в точках (xn, ym) сетки T по
формулам

Gδl(xn, ym) = Gδ,l,n1n2

λ1λ2
(xn, ym) = Kδ,n1n2

λ1λ2
(xn+n1+1, ym−1)−Kδ,n1n2

λ1λ2
(xn−1, ym+n2+1), (1.5)

Gδr(xn, ym) = Gδ,r,n1n2

λ1λ2
(xn, ym) = Kδ,n1n2

λ1λ2
(xn+n1+1, ym+n2+1)−Kδ,n1n2

λ1λ2
(xn−1, ym−1), (1.6)

где

Kδ,n1n2

λ1λ2
(xn, ym) =

n2
∑

j=1

n1
∑

i=1

Λi,j
λ1λ2

f δn−i,m−j. (1.7)

Напомним, что величина C введена в определении класса Ω.
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Рис. 1. Неклассические области усреднения: (а) для отрезка разрыва Γk, лежащего в первой и тре-

тьей четвертях; прямоугольники — носители усреднения для вычисления F l(x, y); (б) для отрезка

разрыва Γj , лежащего во второй и четвертой четвертях; прямоугольники — носители усреднений для

вычисления F r(x, y).

Лемма 1. Пусть зафиксированы усредняющая функция ω ∈ Ω и натуральные числа

n1, n2. Тогда в условиях рассматриваемой задачи при λ1 = n1τ, λ2 = n2τ для всех (xn, ym) ∈ T
справедливы следующие оценки:

∣

∣Gδl(xn, ym)− F l(xn, ym)
∣

∣ ≤ A0δ

(λ1λ2)1/2
+A0τ

( 1

λ1
+

1

λ2

)

,

∣

∣Gδr(xn, ym)− F r(xn, ym)
∣

∣ ≤ A0δ

(λ1λ2)1/2
+A0τ

( 1

λ1
+

1

λ2

)

, A0 = 2C.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим разность

Kδ,n1n2

λ1λ2
(xn, ym)−Iλ1λ2

(xn, ym)=

n2
∑

j=1

n1
∑

i=1

Λi,j
λ1λ2

f δn−i,m−j −
ym
∫

ym−λ2

xn

∫

xn−λ1

f(ξ, η)ωλ1λ2
(xn−ξ, ym−η)dξdη.

Разбивая интегралы на сумму интегралов по тем же квадратам, что и в (1.2), подставляя
выражение для f δn−i,m−j и используя обозначение ∆f = f δ − f, получаем

Kδ,n1n2

λ1λ2
(xn, ym)−Iλ1λ2

(xn, ym)=

n2
∑

j=1

n1
∑

i=1

ym−(j−1)τ
∫

ym−jτ

xn−(i−1)τ
∫

xn−iτ

f(ξ, η)
[Λi,j

λ1λ2

τ2
− ωλ1λ2

(xn−ξ, ym−η)
]

dξdη

+

n2
∑

j=1

n1
∑

i=1

Λi,j
λ1λ2

τ2

ym−(j−1)τ
∫

ym−jτ

xn−(i−1)τ
∫

xn−iτ

∆f(ξ, η)dξdη. (1.8)

Поскольку для всех i, j имеем |Λi,j
λ1λ2

| ≤ 2Cτ2/(λ1λ2) и ‖∆f‖L2
≤ δ, то, используя неравенство

Коши — Буняковского, второе слагаемое оценим следующим образом:

∣

∣

∣

∣

∣

n2
∑

j=1

n1
∑

i=1

Λi,j
λ1λ2

τ2

ym−(j−1)τ
∫

ym−jτ

xn−(i−1)τ
∫

xn−iτ

∆f(ξ, η)dξdη

∣

∣

∣

∣

∣
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≤ 2C

λ1λ2

ym
∫

ym−λ2

xn

∫

xn−λ1

|∆f(ξ, η)|dξdη ≤ 2C

λ1λ2
δ (λ1λ2)

1/2 =
2C

(λ1λ2)1/2
δ.

Перейдем к оценке первого слагаемого в правой части (1.8). По формуле конечных приращений
для функции двух переменных [13, гл. V, п. 183]

|ωλ1λ2
(iτ, jτ) − ωλ1λ2

(xn − ξ, ym − η)|

≤ τ |(ωλ1λ2
)′x(θ1, θ2) + (ωλ1λ2

)′y(θ1, θ2)| ≤ Cτ
( 1

λ21λ2
+

1

λ1λ22

)

, (1.9)

где θ1 ∈ ((i − 1)τ, iτ), θ2 ∈ ((j − 1)τ, jτ). Подставляя выражение для Λi,j
λ1λ2

, используя оцен-
ку (1.9) и условие (i) на функцию f, для первого слагаемого в правой части (1.8) получаем

∣

∣

∣

∣

∣

n2
∑

j=1

n1
∑

i=1

ym−(j−1)τ
∫

ym−jτ

xn−(i−1)τ
∫

xn−iτ

f(ξ, η)
[Λi,j

λ1λ2

τ2
− ωλ1λ2

(xn − ξ, ym − η)
]

dξdη

∣

∣

∣

∣

∣

≤ Cτ
( 1

λ21λ2
+

1

λ1λ22

)

sup
(x,y)∈D

|f |
∣

∣

∣

∣

∣

ym
∫

ym−λ2

xn

∫

xn−λ1

dξdη

∣

∣

∣

∣

∣

≤ Cτ
( 1

λ21λ2
+

1

λ1λ22

)

λ1λ2 = Cτ
( 1

λ1
+

1

λ2

)

.

Поскольку рассматривалась разность при любых значениях xn, ym, то лемма доказана.

2. Вспомогательные оценки

Пусть U1, U2 — множества точек из R2. Положим

ρ(U1;U2) = inf{
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 : (x1, y1) ∈ U1, (x2, y2) ∈ U2}.

В следующей лемме приведены оценки сверху для функций F l, F r, определенных формула-
ми (1.3), (1.4), в точках (x, y)∈D, расположенных вне некоторой окрестности множества Γ.

Лемма 2. Пусть зафиксирована усредняющая функция ω ∈ Ω. Тогда в условиях рассмат-

риваемой задачи для положительных λ1, λ2 в точках (x, y) ∈ D таких, что ρ((x, y); Γ) ≥
√

(λ1 + τ)2 + (λ2 + τ)2 имеют место оценки

|F l(x, y)| ≤ 2(λ1 + λ2 + 2τ), |F r(x, y)| ≤ 2(λ1 + λ2 + 2τ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. При выполнении условия ρ((x, y); Γ) ≥
√

(λ1+τ)2 + (λ2+τ)2 ли-
ния разрыва Γ не пересекается с кругом с центром в точке (x, y)∈D радиуса

√

(λ1+τ)2+(λ2+τ)2,
в котором лежат области интегрирования при вычислении функций F l(x, y), F r(x, y) по фор-
мулам (1.3), (1.4). Покажем справедливость первой оценки. Вторая оценка доказывается ана-
логично. Поскольку в области интегрирования при вычислении функции F l по формуле (1.3)
функция f непрерывна в области интегрирования, то для каждого слагаемого можно приме-
нить обобщенную теорему о среднем для функции двух переменных [14, гл. XVI, п. 592, 7◦].
Используя условие (b) на функцию ω, для первого слагаемого в (1.3) получаем

Iλ1λ2
(x+ λ1 + τ, y − τ) =

y−τ
∫

y−λ2−τ

x+λ1+τ
∫

x+τ

f(ξ, η)ωλ1λ2
(x− ξ + λ1 + τ, y − η − τ)dξdη

= f(x̃, ỹ)

y−τ
∫

y−λ2−τ

x+λ1+τ
∫

x+τ

ωλ1λ2
(x− ξ + λ1 + τ, y − η − τ)dξdη = f(x̃, ỹ),
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где x̃ ∈ (x+ τ, x+ λ1 + τ), ỹ ∈ (y − λ2 − τ, y − τ).
Аналогично для второго слагаемого в формуле (1.3) имеем

Iλ1λ2
(x− τ, y + λ2 + τ) =

y+λ2+τ
∫

y+τ

x−τ
∫

x−λ1−τ

f(ξ, η)ωλ1λ2
(x− ξ − τ, y − η + λ2 + τ)dξdη = f(˜̃x, ˜̃y),

где ˜̃x ∈ (x− λ1 − τ, x− τ), ˜̃y ∈ (y + τ, y + λ2 + τ).
Таким образом,

F l(x, y) = f(x̃, ỹ)− f(˜̃x, ˜̃y). (2.1)

Поскольку функция f и ее производные f ′x, f
′
y непрерывны, то, используя формулу конеч-

ных приращений для функции двух переменных [13, гл. V, п. 183], выводим F l(x, y) = (x̃ −
˜̃x)f ′x(θ1, θ2) + (ỹ − ˜̃y)f ′y(θ1, θ2), где θ1 ∈ (˜̃x, x̃) ⊂ (x − λ1 − τ, x+ λ1 + τ), θ2 ∈ (˜̃y, ỹ) ⊂ (y − λ2 −
τ, y + λ2 + τ). Используя условие (i) на функцию f, получаем требуемую оценку

|F l(x, y)| ≤ 2(λ1 + τ) + 2(λ2 + τ) = 2(λ1 + λ2 + 2τ).

Лемма доказана.

Пусть задан вектор ε = (ε1, ε2, . . . , εl), εk > 0. Определим отрезок Γε
k как часть отрезка Γk

без окрестностей концов радиуса εk−1, εk; положим Γε = ∪l
k=1Γ

ε
k. Введем для всех (x, y) ∈ D

ν((x, y); Γ) = inf { max{|x− x̄|, |y − ȳ|} : (x̄, ȳ) ∈ Γ}.

Получим оценки снизу для функций F l, F r, определенных формулами (1.3), (1.4), в точках
сетки T , близких к Γε. Напомним, что величина ∆min входит в определение класса M, Θk

определены формулой (1.1), τ — шаг сетки T.

Лемма 3. Пусть зафиксирована усредняющая функция ω ∈ Ω. Тогда в условиях рассмат-

риваемой задачи для любых положительных λ1, λ2 при выполнении условия разделимости

min
1≤k,j≤l, k 6=j

ρ(Γε
k; Γ

ε
j) ≥

√

(λ1 + τ)2 + (λ2 + τ)2+
√
2τ, где εk = Θk(

√

(λ1 + τ)2 + (λ2 + τ)2+
√
2τ),

в точках (x, y) ∈ D таких, что ν((x, y); Γε) ≤ τ, имеет место хотя бы одна из оценок :

либо |F l(x, y)| ≥ ∆min − 2(λ1 + λ2 + 4τ), либо |F r(x, y)| ≥ ∆min − 2(λ1 + λ2 + 4τ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Условие min
1≤k,j≤l, k 6=j

ρ(Γε
k; Γ

ε
j) ≥

√

(λ1 + τ)2 + (λ2 + τ)2 +
√
2τ

гарантирует, что в круге с центром в точке (x, y) ∈ D такой, что ν((x, y); Γε
k) ≤ τ, радиуса

√

(λ1 + τ)2 + (λ2 + τ)2 функция f имеет разрывы только на линии Γk. Причем в зависимости
от угла наклона отрезка Γk функция f непрерывна в области интегрирования либо при вы-
числении функции F l (см. формулу (1.3) и рис. 1(а)), либо при вычислении функции F r (см.
формулу (1.4) и рис. 1(б)). Пусть имеет место первый вариант. В этом случае для функции F l

справедливо разложение (2.1), поскольку при его получении требовалась непрерывность функ-
ции f в области интегрирования в формуле (1.3). Имеем

F l(x, y) = f(x̃, ỹ)− f(˜̃x, ˜̃y),

где x̃ ∈ (x+ τ, x+ λ1 + τ), ỹ ∈ (y − λ2 − τ, y − τ), ˜̃x ∈ (x− λ1 − τ, x− τ), ˜̃y ∈ (y + τ, y + λ2 + τ).
Из условия ν((x, y); Γε

k) ≤ τ следует, что существует точка (x̄, ȳ) ∈ Γε
k такая, что |x− x̄| ≤ τ,

|y−ȳ| ≤ τ . Используя формулу конечных приращений для функции двух переменных [13, гл.V,
п.183] и дополнительно предполагая, что отрезок Γk не параллелен оси OX, получаем

f(x̃, ỹ) = f(x̄+ 0, ȳ) + (x̃− x̄)f ′x(θ1, θ2) + (ỹ − ȳ)f ′y(θ1, θ2),
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f(˜̃x, ˜̃y) = f(x̄− 0, ȳ) + (˜̃x− x̄)f ′x(θ3, θ4) + (˜̃y − ȳ)f ′y(θ3, θ4),

где θ1 ∈ (x̄, x̃), θ2 ∈ (ȳ, ỹ), θ3 ∈ (x̄, ˜̃x), θ4 ∈ (ȳ, ˜̃y).
Аналогично, предполагая, что отрезок Γk не параллелен оси OY , имеем

f(x̃, ỹ) = f(x̄, ȳ − 0) + (x̃− x̄)f ′x(θ1, θ2) + (ỹ − ȳ)f ′y(θ1, θ2),

f(˜̃x, ˜̃y) = f(x̄, ȳ + 0) + (˜̃x− x̄)f ′x(θ3, θ4) + (˜̃y − ȳ)f ′y(θ3, θ4),

где θ1 ∈ (x̄, x̃), θ2 ∈ (ȳ, ỹ), θ3 ∈ (x̄, ˜̃x), θ4 ∈ (ȳ, ˜̃y). Поскольку

|f(x̄+ 0, ȳ)− f(x̄− 0, ȳ)| = |f(x̄, ȳ − 0)− f(x̄, ȳ + 0)| ≤ ∆min,

|x̃− x̄| ≤ λ1 + 2τ, |˜̃x− x̄| ≤ λ1 + 2τ, |ỹ − ȳ| ≤ λ2 + 2τ, |˜̃y − ȳ| ≤ λ2 + 2τ,

то, учитывая условие (i) на функцию f , получаем требуемую оценку.
Лемма доказана.

Напомним, что величина C введена в условиях на функцию ω, величина ∆min входит в
определение класса M; A0 = 2C. Пусть положительные константы D1, D2 удовлетворяют
условию

D1D2 ≥
(4A0

P

)2
, где P =

∆min

2
.

Введем константы

B0 = min
{D1

14
, D2,

P

6A0

( 1

D1
+

1

D2

)−1}

, δ0 =
P

4(2D1 +D2)
.

Обозначим ⌈z⌉ = [z] + 1, где [z] — целая часть числа z. Положим

n1 = n1(τ, δ) =
⌈D1δ

τ

⌉

, n2 = n2(τ, δ) =
⌈D2δ

τ

⌉

. (2.2)

Напомним, что (см. формулировку леммы 1)

λ1 = n1τ, λ2 = n2τ. (2.3)

Ниже нам понадобятся очевидные оценки, которые сформулируем в виде отдельного утвер-
ждения.

Утверждение. Пусть шаг τ заданной равномерной сетки T удовлетворяет усло-

вию τ≤ B0δ, тогда при связи параметров (2.2), (2.3) для λ1, λ2 выполнены следующие оценки

сверху и снизу :

D1δ ≤ λ1 ≤ D1δ + τ ≤ (D1 +B0)δ ≤ 2D1δ, D2δ ≤ λ2 ≤ D2δ + τ ≤ (D2 +B0)δ ≤ 2D2δ.

Справедливость этих оценок следует из связи параметров (2.2), (2.3) и определения кон-
станты B0. �

В точках (xn, ym) сетки T определим функцию

Hδ(xn, ym) = max{|Gδl(xn, ym)|, |Gδr(xn, ym)|}. (2.4)

Лемма 4. Пусть зафиксирована усредняющая функция ω ∈ Ω. Тогда в условиях рассмат-

риваемой задачи для всех δ ≤ δ0, τ ≤ B0δ при связи параметров (2.2), (2.3) и выполнении

условия разделимости

min
1≤k,j≤l, k 6=j

ρ(Γε
k; Γ

ε
j) ≥

√

(λ1 + τ)2 + (λ2 + τ)2+
√
2τ, где εk = Θk(

√

(λ1 + τ)2 + (λ2 + τ)2+
√
2τ),

для значения функции Hδ в точке (xn, ym) ∈ T имеют место оценки

(1) если ρ((xn, ym); Γ) ≥
√

(λ1 + τ)2 + (λ2 + τ)2, то Hδ(xn, ym) < P,

(2) если ν((xn, ym); Γε) ≤ τ, то Hδ(xn, ym) > P.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем справедливость (1). Для точек сетки (xn, ym) таких,
что ρ((xn, ym); Γ) ≥

√

(λ1 + τ)2 + (λ2 + τ)2, используя оценки лемм 1 и 2, выводим

Hδ(xn, ym) ≤ A0δ

(λ1λ2)1/2
+A0τ

( 1

λ1
+

1

λ2

)

+ 2(λ1 + λ2 + 2τ).

При данном выборе параметров, используя оценки для λ1, λ2 из утверждения и учитывая со-
отношение между D1, D2, имеем неравенство A0δ/(λ1λ2)

1/2 ≤ P/4; используя дополнительно
условие на τ , получаем A0τ(1/λ1+1/λ2) ≤ P/6; поскольку δ ≤ δ0, имеем 2(λ1+λ2+2τ) < P/2.

Следовательно, Hδ(xn, ym) <
11

12
P < P.

Перейдем к доказательству (2). Для точек (xn, ym) : ν((xn, ym); Γε) ≤ τ, используя оценки
лемм 1 и 3, получаем

Hδ(xn, ym) ≥ ∆min − A0δ

(λ1λ2)1/2
−A0τ

( 1

λ1
+

1

λ2

)

− 2(λ1 + λ2 + 4τ).

Поскольку P = ∆min/2 и 2(λ1 + λ2 + 4τ) < P/2, то, учитывая оценки из доказательства п. (1)
настоящей леммы, имеем

Hδ(xn, ym) > ∆min − 11

12
P =

13

12
P > P.

Лемма доказана.

3. Алгоритм локализации линий разрыва

Изложенный ниже метод локализации определяет множество T δ точек сетки T , аппрокси-
мирующих множество Γ. Алгоритм включает в себя условие прореживания, которое обеспе-
чивает корректную аппроксимацию линий разрыва. Обозначим через N = N(T δ) количество
точек множества T δ. Договоримся, если T δ = ∅, считать ρ((xn, ym);T δ) = ∞ для любой точ-
ки (xn, ym) сетки T . Напомним, что функция Hδ определена в (2.4); условие на величины
D1, D2 введено перед утверждением в предыдущем разделе; константы L,∆min,Θ, S введены
в определении класса M. Алгоритм локализации в своей работе использует параметры

n1 = n1(τ, δ) =
⌈D1δ

τ

⌉

, n2 = n2(τ, δ) =
⌈D2δ

τ

⌉

, λ1 = n1τ, λ2 = n2τ (3.1)

и величину порога P = ∆min/2.
Для упрощения выражений в оценках предположим, что λ1 ≥ λ2. Вопрос выбора опти-

мального соотношения между λ1 и λ2 требует дополнительного исследования.

А л г о р и т м ΠD(δ, f δn,m)

Подготовка к циклу. Положим N := 0; T δ := ∅.
Цикл перебора точек (xn, ym) сетки T . Если в процессе перебора не рассмотренных точек
сетки T не осталось, то конец цикла.
Пусть (xn, ym) — текущая точка. Если Hδ(xn, ym) > P и ρ((xn, ym);T δ) > 3

√
2(λ1 + τ),

то N := N + 1; T δ := T δ ∪ (xn, ym), и продолжаем цикл;
иначе — продолжаем цикл.

Заметим, что выше сформулирован целый класс алгоритмов. Чтобы получить конкрет-
ный метод, нужно зафиксировать усредняющую функцию ω ∈ Ω и правило перебора точек.
Далее будем считать, что конкретное правило перебора и усредняющая функция выбраны и
зафиксированы.

Пусть U1, U2 — множества точек из R2. Введем меру близости множества U1 к множе-
ству U2

µ(U1;U2) = sup
(x1,y1)∈U1

inf
(x2,y2)∈U2

√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.
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Положим

D =
√
2D1, δ̄0 = min

{

δ0,
S

9DΘ

}

, τ0(δ) = B0δ, h(δ) = 4Dδ. (3.2)

Теорема. В условиях рассматриваемой задачи для всех δ ≤ δ̄0, τ ≤ τ0(δ) при связи пара-

метров (3.1) и выполнении условия разделимости

min
1≤k,j≤l, k 6=j

ρ(Γε
k; Γ

ε
j) ≥ h(δ), где εk = Θkh(δ),

алгоритм ΠD(δ, f δn,m) построит множество точек T δ такое, что

(1) µ(T δ; Γ) ≤ 2Dδ;
(2) µ(Γ;T δ) ≤ 4D(1 + Θ)δ;
(3) для всех различных точек (x1, y1), (x2, y2) ∈ T δ справедливо неравенство

ρ((x1, y1); (x2, y2)) > 3Dδ;

(4) множество T δ 6= ∅ и справедливы оценки

1

7D

|Γ|
δ

− 8ΘL

7
≤ N(T δ) ≤ 1

D

|Γ|
δ
,

где |Γ| — длина линии разрыва Γ, |Γ| =
l
∑

k=1

|Γk|.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Напомним, что λ1 ≥ λ2. Используя оценки из утверждения и
учитывая условие на шаг τ, имеем

√

(λ1 + τ)2 + (λ2 + τ)2 +
√
2τ ≤

√
2(λ1 + 2τ) ≤

√
2(D1 + 3B0)δ < 2Dδ.

Ясно, что при выборе h(δ) = 4Dδ и при выполнении условия разделимости в настоящей тео-
реме выполнено условие разделимости в лемме 4.

Докажем оценку (1). Из п. (1) леммы 4 следует, что µ(T δ; Γ) ≤
√

(λ1 + τ)2 + (λ2 + τ)2 ≤√
2(λ1 + τ). При выбранной связи параметров получаем требуемое неравенство.

Докажем оценку (2). Согласно алгоритму ΠD все Γε можно покрыть кругами с центром в
точках из множества T δ радиусом 3

√
2(λ1 + τ) +

√
2τ . Если это не так, то согласно п. (2) лем-

мы 4 обязательно найдется точка сетки T , не принадлежащая множеству T δ и находящаяся
на расстоянии больше 3

√
2(λ1 + τ) от множества T δ, в которой функция Hδ больше поро-

га P . Этого не может быть, поскольку в ходе работы алгоритма ΠD перебираются все точки
сетки T . Следовательно, µ(Γε;T δ) ≤ 3

√
2(λ1+τ)+

√
2τ и µ(Γ;T δ) ≤ 3

√
2(λ1+τ)+

√
2τ+maxk εk,

где maxk εk = Θh(δ). Учитывая условия на параметры, получаем требуемую оценку:
µ(Γ;T δ) ≤

√
2(3D1 + 7B0)δ + 4DΘδ ≤ 4D(1 + Θ)δ.

Докажем оценку (3). Пусть (x1, y1), (x2, y2) — две различные точки множества T δ. По по-
строению множества T δ алгоритмом ΠD справедливо неравенство

ρ((x1, y1); (x2, y2)) > 3
√
2(λ1 + τ) > 3

√
2D1δ.

Докажем оценку (4). Согласно оценке в п. (1) леммы 4 круг с центром в точке из множе-
ства T δ радиусом

√
2(λ1 + τ) обязательно содержит точку из Γ. Пусть (xn, ym) ∈ T δ, тогда

существует (x, y) ∈ Γ такая, что ρ((xn, ym); (x, y)) ≤
√
2(λ1 + τ). Аналогично для (xn̄, ym̄) ∈ T δ

существует (x̄, ȳ) ∈ Γ такая, что ρ((xn̄, ym̄); (x̄, ȳ)) ≤
√
2(λ1 + τ). Ясно, что ρ((x, y); (x̄, ȳ)) ≥

ρ((xn̄, ym̄); (xn, ym))−2
√
2(λ1+τ). Используя оценку для первого слагаемого из доказательства

п. (3) настоящей теоремы, имеем ρ((x, y); (x̄, ȳ)) >
√
2(λ1 + τ) > Dδ. Следовательно, справед-

лива оценка сверху

N(T δ) ≤ |Γ|√
2(λ1 + τ)

≤ |Γ|
Dδ

.
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Получим оценку снизу. В доказательстве п. (2) показано, что все Γε можно покрыть кру-
гами с центром в точках из множества T δ радиусом 3

√
2(λ1 + τ) +

√
2τ . Поскольку h(δ) −

(3
√
2(λ1 + τ) +

√
2τ) ≥ 4Dδ−

√
2(3D1 +7B0)δ ≥ (D/2)δ > 0, то количество таких кругов на Γε

k

должно быть не меньше

|Γε
k|

2(3
√
2(λ1 + τ) +

√
2τ)

≥ |Γk| − εk − εk−1

7Dδ
.

Поскольку maxk εk = Θh(δ), то
|Γε

k|
2(3

√
2(λ1 + τ) +

√
2τ)

≥ |Γk|
7Dδ

− 8Θ

7
. Суммируя по всем k,

получаем требуемую оценку

N(T δ) ≥ |Γ|
7Dδ

− 8ΘL

7
.

Теорема доказана.

4. Сравнение с известными методами

В этом разделе выведем более экономичные формулы для вычисления дискретных вспо-
могательных функций (усреднений) работы [8] и сравним их по экономичности с формулами
для дискретных вспомогательных функций настоящей работы.

Для проведения усреднения по каждой переменной в работе [8] определено два класса
непрерывных усредняющих функций одной переменной. В качестве одного класса выбрано
множество ΦF, состоящее из финитных функций φ(t), t∈R, удовлетворяющих условиям

(a) φ дважды непрерывно дифференцируема;

(b) существуют 0 < b < 1, 0 < a ≤ 1 такие, что a ≤ φ(t) ≤ 1 для t ∈ [−b, b];
(c) φ(t) = 0 для t /∈ [−1, 1].

Второй класс усредняющих функций Ψ также состоит из финитных функций ψ(t), t ∈ R,
удовлетворяющих условиям

(a′) ψ непрерывно дифференцируема;

(b′)

∫ 1

−1
ψ(t)dt = 1;

(c′) ψ(t) = 0 для t /∈ [−1, 1]; ψ(t) ≥ 0 для t ∈ [−1, 1].

Положим

φλ1
(t) = φ

( t

λ1

)

, ψλ2
(t) =

1

λ2
ψ
( t

λ2

)

, λ1, λ2 > 0.

Дискретные вспомогательные функции Gδ
x, G

δ
y в [8] вычисляются в точках (xn, ym) сетки T

по формулам

Gδ
x(x

n, ym) = Gδ,n1n2

x,λ1λ2
(xn, ym) =

n2−1
∑

j=−n2

n1−1
∑

i=−n1

Λi,j
λ1λ2

f δn+i,m+j, (4.1)

Gδ
y(x

n, ym) = Gδ,n1n2

y,λ1λ2
(xn, ym) =

n2−1
∑

i=−n2

n1−1
∑

j=−n1

Λj,i
λ1λ2

f δn+i,m+j, (4.2)

где Λi,j
λ1λ2

= φ′λ1
(−iτ)ψλ2

(−jτ)τ2, φ ∈ ΦF,ψ ∈ Ψ.

Области усреднения для этого метода приведены на рис. 2, который можно сравнить с
рис. 1.

При выполнении следующего дополнительного условия на функцию φ возможна более
экономичная реализация формул для вычисления усреднений:

(d) φ′(−1 + t) = −φ′(t).
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x

Γk

Γj

y

x

(а) (б)

Рис. 2. Стандартная область усреднения (используемая в работе [8]): (а) для отрезка разрыва Γk

ломаной, лежащего в вертикальном конусе (тангенс угла наклона по y меньше или равен единице);

прямоугольник — носитель усреднения для вычисления Gδ
x с усредняющим ядром φ′λ1

(x)ψλ2
(y); (б) для

отрезка разрыва Γj ломаной, лежащего в горизонтальном конусе (тангенс угла наклона по x меньше

или равен единице); прямоугольник — носитель усреднения для вычисления Gδ
y с усредняющим ядром

φ′λ1
(y)ψλ2

(x).

Нетрудно показать (разбить на две суммы и в одной сделать замену так, чтобы суммиро-
вание проходило по одинаковым индексам), что при выполнении условия (d) имеем

Gδ
x(x

n, ym) =

n2−1
∑

j=−n2

n1−1
∑

i=0

Λi,j
λ1λ2

f δn+i,m+j −
n2−1
∑

j=−n2

n1−1
∑

i=0

Λi,j
λ1λ2

f δn−n1+i,m+j ,

Gδ
y(x

n, ym) =

n2−1
∑

i=−n2

n1−1
∑

j=0

Λj,i
λ1λ2

f δn+i,m+j −
n2−1
∑

i=−n2

n1−1
∑

j=0

Λj,i
λ1λ2

f δn+i,m−n1+j.

Вводя функции

Kδ
x(x

n, ym) =

n2−1
∑

j=−n2

n1−1
∑

i=0

Λi,j
λ1λ2

f δn+i,m+j, Kδ
y(x

n, ym) =

n2−1
∑

i=−n2

n1−1
∑

j=0

Λj,i
λ1λ2

f δn+i,m+j, (4.3)

имеем

Gδ
x(x

n, ym) = Kδ
x(x

n, ym)−Kδ
x(x

n−n1 , ym), Gδ
y(x

n, ym) = Kδ
y(x

n, ym)−Kδ
y(x

n, ym−n1). (4.4)

Количество операций для вычисления дискретных вспомогательных функций по форму-
лам (4.4) примерно в два раза меньше, чем по формулам (4.1), (4.2).

Отметим, что в теореме 1 работы [8] и в аналогичной теореме настоящей работы показано,
что точность аппроксимации методов [8] и настоящей работы имеет один порядок по δ.

Наиболее затратной частью при численной реализации методов локализации является вы-
числение усреднений. Поскольку в работе [8] используются две усредняющие функции, а в
настоящей работе одна, то можно рассчитывать, что в некоторых ситуациях новые методы
будут более экономичными. Сравним по экономичности вычислений методы настоящей рабо-
ты с неклассической областью усреднения и методы работы [8], реализованные с помощью
формул (4.4).
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Основными при экономичной численной реализации методов работы [8] являются фор-
мулы (4.3), для методов настоящей работы — формулы (1.7). Нетрудно заметить, что число
операций при вычислении по формуле (1.7) в четыре раза меньше, чем по формуле (4.3) (пред-
полагается, что n1, n2 в этих формулах одинаковы).

В случае реализации формул (1.7), (4.3) с помощью БПФ реализация (1.7) требует двух
преобразований Фурье (прямого и обратного), в то время как реализация (4.3) требует трех
преобразований Фурье (одного прямого и двух обратных). Таким образом, и в этом случае
новые методы оказываются экономичнее.
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