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Введение

Пусть на числовой оси R = (−∞; +∞) задана бесконечная в обе стороны сетка узлов
∆ = {xk}k∈Z вида

a < · · · < xk−1 < xk < xk+1 < · · · < b,

где a = inf
k
xk, b = sup

k
xk. Здесь a ∈ R или a = −∞ и аналогично b ∈ R или b = +∞. Величины

hk = xk+1 − xk (k ∈ Z) называются шагами сетки ∆.

Для функции f : (a; b) → R положим

f(xk) = yk (k ∈ Z),

1Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом центре при
финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (номер
соглашения 075-02-2021-1383).
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где y = {yk}k∈Z — произвольная последовательность действительных чисел. Разделенная раз-
ность порядка n ∈ N (см., например, [1, гл. 1]) определяется рекуррентно при помощи равенств

f [xk] = [yk] = yk, f [xk+1, xk] = [yk+1, yk] =
[yk+1]− [yk]

xk+1 − xk
,

. . . , f [xk+n, . . . , xk] = [yk+n, . . . , yk] =
[yk+n, . . . , yk+1]− [yk+n−1, . . . , yk]

xk+n − xk
(k ∈ Z).

Отметим очевидное равенство (см., например, [1, гл. 1])

f [xk+n, . . . , xk] =
1

n!
f (n)(ξ) (ξ ∈ (xk;xk+n)),

справедливое для любой функции f , у которой f (n) ∈ C(xk;xk+n), и выражающее простейшую
связь между разделенными разностями и соответствующими производными.

При любом p : 1 ≤ p ≤ ∞ рассмотрим класс последовательностей

Yn,p =
{
y = {yk}k∈Z : ‖{[yk+n, . . . , yk]}‖lp ≤ 1

}

со стандартным определением нормы последовательности
{
[yk+n, . . . , yk]

}
k∈Z

в пространстве
lp = lp(Z).

Определим класс функций

Fn,p(y) =
{
f : f (n−1) ∈ AC, f (n) ∈ Lp(a; b), f(xk) = yk (k ∈ Z)

}
.

Здесь AC — класс абсолютно непрерывных функций, а норма функции g в пространстве
Lp = Lp(a; b) определена обычным образом:

‖g‖Lp = ‖g‖Lp(a;b) =





( b∫

a

|g(t)|p dt

)1/p

, 1 ≤ p < ∞,

ess sup
t∈(a;b)

|g(t)|, p = ∞.

Задача экстремальной функциональной интерполяции в пространстве Lp(a; b) на сетке ∆ за-
ключается в точном вычислении (или получении эффективных оценок снизу и сверху) вели-
чины

An,p(∆) = sup
y∈Yn,p

inf
f∈Fn,p(y)

‖f (n)‖Lp(a;b) (1 ≤ p ≤ ∞).

Для равномерной сетки узлов интерполяции (т. е. в случае hk = h (k ∈ Z)) задача вы-
числения величины An,p(∆) хорошо известна. Ее в начале 60-х годов прошлого века поста-
вили Н.Н.Яненко и С.Б.Стечкин, а полностью решил при любых n ∈ N и p : 1 ≤ p ≤ ∞
Ю.Н.Субботин [2;3]. Для неравномерной сетки узлов ∆ результатов по этой тематике значи-
тельно меньше, и они относятся только к случаям n = 2 и n = 3 при p = ∞ (см., например,
совместные работы С.И.Новикова и автора, опубликованные в журнале в 2020 г.)

Цель настоящей работы — с помощью параболических сплайнов Субботина [4, гл. 1], у ко-
торых узлы “склейки” находятся посредине между узлами интерполяции, получить подобную
оценку сверху для величины A2,p(∆) при остальных значениях p : 1 ≤ p < ∞. Кроме того,
аналогичная задача рассмотрена для двух линейных дифференциальных операторов второго
порядка вида D2 + α2 и D2 − β2 (α, β > 0, D — символ дифференцирования).
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1. Оценка сверху величин A2,p(∆) (1 ≤ p < ∞)

Теорема 1. Для любой сетки ∆ при любом p : 1 ≤ p < ∞ имеет место неравенство

A2,p(∆) ≤ 8 sup
k

(hk−1 + hk
2

)1/p
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Хорошо известна (см., например, [4, гл. 1]) формула

f [xk+2, xk+1, xk] = [yk+2, yk+1, yk]

=
1

hk + hk+1

( xk+2∫

xk+1

xk+2 − t

hk+1
f ′′(t) dt+

xk+1∫

xk

t− xk
hk

f ′′(t) dt

)
, (1.1)

связывающая разделенную разность второго порядка и вторую производную интерполирую-
щей функции f .

В данном разделе для доказательства теоремы 1 для любой последовательности y ∈ Y2,p

(1 ≤ p < ∞) будем строить функцию f ∈ F2,p(y) в виде параболического сплайна с узлами
“склейки” в точках

xk+1/2 =
xk + xk+1

2
(k ∈ Z).

Для этой цели положим

f ′′(t) = Zk, t ∈ [xk−1/2;xk+1/2) (k ∈ Z), (1.2)

где числа Z = {Zk}k∈Z подлежат дальнейшему определению. После подстановки (1.2) в (1.1)
получаем известное разностное уравнение вида

AkZk +BkZk+1 + CkZk+2 = [yk+2, yk+1, yk] (k ∈ Z), (1.3)

в котором

Ak =
hk

8(hk + hk+1)
, Bk =

3

8
, Ck =

hk+1

8(hk + hk+1)
.

Доказательство теоремы 1 будем проводить в три этапа. Вначале докажем существование
решения Z = {Zk}k∈Z ∈ lp уравнения (1.3), используя тот факт, что последовательность,
стоящая в правой части равенства (1.3), принадлежит пространству lp; затем оценим норму
‖Z‖lp ; наконец, получим оценку сверху для величины ‖f ′′‖Lp и тем самым докажем теорему 1.

Для краткости изложения обозначим m = {mk}k∈Z, где mk = [yk+2, yk+1, yk].

Лемма 1. Для любой последовательности m = {mk}k∈Z такой, что ‖m‖lp ≤ 1, разност-

ное уравнение (1.3) имеет решение Z = {Zk}k∈Z, которое принадлежит пространству lp, и

это решение единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Уравнение (1.3) перепишем в виде

Zk+1 = TZk+1 (k ∈ Z),

где

TZk+1 = 2mk − (Zk − Zk+1)
hk

4(hk + hk+1)
− (Zk+2 − Zk+1)

hk+1

4(hk + hk+1)
.

Пусть Z(1) =
{
Z

(1)
k+1

}
k∈Z

и Z(2) =
{
Z

(2)
k+1

}
k∈Z

. Тогда
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∥∥TZ(1) − TZ(2)
∥∥
lp
≤
∥∥∥
{ hk
4(hk + hk+1)

(
Z

(1)
k − Z

(2)
k

)}∥∥∥
lp
+
∥∥∥
{ hk+1

4(hk + hk+1)

(
Z

(1)
k+2 − Z

(2)
k+2

)}∥∥∥
lp

+
∥∥∥
{( hk

4(hk + hk+1)
+

hk+1

4(hk + hk+1)

)(
Z

(1)
k+1 − Z

(2)
k+1

)}∥∥∥
lp
≤

3

4

∥∥Z(1) − Z(2)
∥∥
lp
.

Это неравенство означает, что оператор T : lp → lp является сжимающим с константой сжатия
3/4 < 1. Поэтому согласно теореме о сжимающем операторе в полном метрическом простран-
стве lp = lp(Z) уравнение Zk+1 = TZk+1 (т. е. разностное уравнение (1.3)) имеет решение
Z = {Zk}k∈Z ∈ lp, и это решение единственно.

Лемма 1 доказана. �

Лемма 2. Для решения разностного уравнения (1.3) имеет место следующая оценка:

‖Z‖lp ≤ 8.

Д о к а з а т е л ь с т в о. От противного. Пусть ‖Z‖lp > 8. Для любой последовательности
y ∈ Y2,p имеем ∥∥{[yk+2, yk+1, yk]}

∥∥
lp
≤ 1. (1.4)

С другой стороны,

∥∥{AkZk +BkZk+1 + CkZk+2}
∥∥
lp
≥
∥∥{BkZk+1}

∥∥
lp
−
∥∥{AkZk}

∥∥
lp
−
∥∥{CkZk+2}

∥∥
lp

=
3

8
‖Z‖lp −

∥∥∥
{ hk
8(hk + hk+1)

Zk

}∥∥∥
lp
−
∥∥∥
{ hk+1

8(hk + hk+1)
Zk+2

}∥∥∥
lp

≥
(3
8
−

1

8
−

1

8

)
‖Z‖lp >

1

8
· 8 = 1,

что противоречит равенству (1.3) и неравенству (1.4).

Лемма 2 доказана. �

Для завершения доказательства теоремы 1 оценим сверху величину ‖f ′′‖Lp (1 ≤ p < ∞).
Из (1.2) и леммы 2 имеем

‖f ′′‖Lp(a;b) =

( b∫

a

|f ′′(t)|p dt

)1/p

=

(
∑

k∈Z

xk+1/2∫

xk−1/2

|f ′′(t)|p dt

)1/p

=

(∑

k∈Z

|Zk|
p(xk+1/2 − xk−1/2)

)1/p

≤ sup
k

(xk+1 − xk−1

2

)1/p
‖Z‖lp ≤ 8 sup

k

(hk−1 + hk
2

)1/p
.

Значит,

A2,p(∆) ≤ ‖f ′′‖Lp(a;b) ≤ 8 sup
k

(hk−1 + hk
2

)1/p
.

Теорема 1 полностью доказана. �

З а м е ч а н и е 1. Основной результат Ю.Н.Субботина [2; 3] в случае n = 2 с учетом
связи между конечными и разделенными разностями для равномерной сетки ∆ (т. е. в случае
hk = h (k ∈ Z)) может быть переформулирован следующим образом:
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A2,p(∆) =





2
(2p − 1

p− 1

)(p−1)/p
h1/p, 1 < p < ∞,

2h, p = 1,
4, p = ∞.

Он показывает, что в общем случае (т. е. для любой сетки ∆) оценка сверху величины A2,p(∆),
полученная в теореме 1, не является точной.

2. Задача Яненко — Стечкина — Субботина для дифференциальных

операторов второго порядка

Пусть L2 = L2(D) = D2 − β2 (β > 0, D — символ дифференцирования) — линейный фор-
мально самосопряженный оператор второго порядка. Следуя [5, § 1], построим разностный
оператор ∆L2

yk, соответствующий дифференциальному оператору L2(D), определенный на
пространстве последовательностей y = {yk}k∈Z и сетке ∆, который является аналогом разде-
ленной разности второго порядка. А именно, положим

∆L2
yk =

1

γk

[
(shβhk)yk+2 − (shβ(hk + hk+1))yk+1 + (shβhk+1)yk

]
(k ∈ Z), (2.1)

где

γk =
2

β2

[
shβhk+1(ch βhk − 1) + shβhk(ch βhk+1 − 1)

]
. (2.2)

Нетрудно проверить, что разность ∆L2
yk обращается в нуль на сеточных значениях

yk = f(x + xk) любой функции f из ядра оператора L2(D) при любом x ∈ R. Отметим,
что при hk = h (k ∈ Z) оператор обобщенной конечной разности для любого линейного диф-
ференциального оператора произвольного порядка, характеристический многочлен которого
имеет только действительные корни, впервые в явном виде был выписан в работе А.Шармы и
И.Цимбаларио [6]. Нормирующий множитель 1/γk в (2.1) выбран таким образом, чтобы имело
место равенство

∆L2
yk =

1

2!
(D2 − β2)f(ξ), ξ ∈ (xk;xk+2). (2.3)

Формула (2.3) следует из [5, формула (10)]. Там же отмечено равенство

∆L2
yk =

1

γk

[
shβhk+1

β

xk+1∫

xk

shβ(t− xk)u(t) dt+
shβhk

β

xk+2∫

xk+1

shβ(xk+2 − t)u(t) dt

]
, (2.4)

где u(t) = (D2 − β2)f(t). Формула (2.4) является аналогом формулы (1.1). При 1 ≤ p ≤ ∞
определим класс последовательностей

YL2,p =
{
y = {yk}k∈Z :

∥∥{∆L2
yk}
∥∥
lp
≤ 1
}

и класс функций

FL2,p(y) =
{
f : f ′ ∈ AC, L2(D)f ∈ Lp(a; b), f(xk) = yk (k ∈ Z)

}
.

Задача Яненко— Стечкина— Субботина для оператора L2(D) = D2 − β2 может быть сформу-
лирована следующим образом: при 1 ≤ p ≤ ∞ для любой сетки ∆ вычислить величину

AL2,p(∆) = sup
y∈YL2,p

inf
f∈FL2,p

(y)
‖L2(D)f‖Lp(a;b). (2.5)

Для равномерной сетки узлов ∆ задача (2.5) и даже более общая аналогичная задача для про-
извольного линейного дифференциального оператора Ln(D) порядка n при всех p : 1 ≤ p ≤ ∞
полностью решена в работах А.Шармы и И.Цимбаларио [6] и автора [7;8]. Для произвольной
(не обязательно равномерной) сетки имеет место следующий результат.
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Теорема 2. Для любой сетки ∆ справедливо неравенство

AL2,p(∆) ≤





4, p = ∞,

8 sup
k

(hk−1 + hk
2

)1/p
, 1 ≤ p < ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любой последовательности y ∈ YL2,p (1 ≤ p ≤ ∞) рассмот-
рим экспоненциальные сплайны второго порядка, которые являются аналогами параболиче-
ских сплайнов Ю.Н.Субботина, а именно, функции f такие, что

u(t) = L2(D)f(t) = Zk, xk−1/2 ≤ t < xk+1/2 (k ∈ Z), (2.6)

где числа Z = {Zk}k∈Z подлежат дальнейшему определению. Подставляя (2.6) в (2.4), полу-
чаем разностное уравнение

AkZk +BkZk+1 + CkZk+2 = γkβ
2∆L2

yk (k ∈ Z), (2.7)

в котором

Ak = shβhk+1

(
ch

βhk
2

− 1
)
,

Bk = shβhk+1

(
ch βhk − ch

βhk
2

)
+ shβhk

(
ch βhk+1 − ch

βhk+1

2

)
,

Ck = shβhk

(
ch

βhk+1

2
− 1
)
.

Уравнение (2.7) перепишем в виде
Zk+1 = TZk+1,

где

TZk+1 =
1

Ak +Bk + Ck

[
Ak(Zk+1 − Zk) + Ck(Zk+1 − Zk+2) + γkβ

2∆L2
yk
]
.

Используя равенство sh 2x = 2 shx ch x и действуя по схеме доказательства леммы 1, убеж-
даемся в том, что оператор T : lp → lp (1 ≤ p ≤ ∞) является сжимающим оператором с
константой сжатия 3/4 < 1. Значит, по теореме о сжимающем операторе в полном метри-
ческом пространстве lp = lp(Z) получим, что разностное уравнение (2.7) имеет единственное
решение Z = {Zk}k∈Z ∈ lp.

Лемма 3. При любом k ∈ Z имеют место следующие неравенства:

Ak <
1

8
γkβ

2, Ck <
1

8
γkβ

2, Bk ≥
3

8
γkβ

2,

где γk определены равенством (2.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первые два неравенства в силу определения чисел Ak, Ck и γk
очевидны. Последнее неравенство после несложных преобразований равносильно неравенству

shβhk+1

(
ch βhk − 4ch

βhk
2

+ 3
)
+ shβhk

(
ch βhk+1 − 4ch

βhk+1

2
+ 3
)
≥ 0,

которое в свою очередь легко следует из формулы ch 2x+ 1 = 2ch2x.
Соотношение (2.7) перепишем в виде

ÃkZk + B̃kZk+1 + C̃kZk+2 = ∆L2
yk (k ∈ Z), (2.8)

где

Ãk =
Ak

γkβ2
, B̃k =

Bk

γkβ2
, C̃k =

Ck

γkβ2
,
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и с помощью равенства (2.8) докажем, что ‖Z‖lp ≤ 8. Снова, как и при доказательстве леммы 2,
рассуждая от противного, получим, с одной стороны, что

∥∥{∆L2
yk}
∥∥
lp
≤ 1, а с другой стороны,

используя лемму 3, имеем

∥∥{ÃkZk + B̃kZk+1 + C̃kZk+2

}∥∥
lp
≥

1

8
‖Z‖lp > 1.

Полученное противоречие доказывает, что ‖Z‖lp ≤ 8 (1 ≤ p ≤ ∞). В случае p = ∞ данное
доказательство можно немного улучшить, применяя метод леммы 3 из работы С.И.Новикова
и автора2. Почти дословно повторяя указанные там выкладки в случае p = ∞, выводим нера-
венство

‖Z‖l∞ = sup
k

|Zk| ≤ 4,

приведенное при β = 0 в заметке Ю.С.Волкова3. Для доказательства теоремы 2 остается
заметить, что при 1 ≤ p < ∞ имеет место неравенство

∥∥(D2 − β2)f
∥∥
Lp

=

( b∫

a

∣∣(D2 − β2)f(t)
∣∣p dt

)1/p

=

(∑

k∈Z

|Zk|
p
(xk+1 − xk−1

2

))1/p

≤ 8 sup
k

(hk−1 + hk
2

)1/p
.

Теорема 2 полностью доказана. �

З а м е ч а н и е 2. Результат, полученный в теореме 2, может быть легко распространен
тем же методом на случай оператора L2(D) = D2+α2(α > 0) и соответствующие тригономет-
рические сплайны второго порядка, узлы “склейки” которых расположены посредине между
узлами интерполяции, но только при дополнительном условии hk < π/α (k ∈ Z). Для такого
оператора (см., например, [5, § 2]) имеют место формулы

∆L2
yk =

1

γk

[
(sinαhk)yk+2 − (sinα(hk + hk+1))yk+1 + (sinαhk+1)yk

]

=
1

γk

[
sinαhk+1

α

xk+1∫

xk

sinα(t− xk)(D
2 + α2)f(t) dt

+
sinαhk

α

xk+2∫

xk+1

sinα(xk+2 − t)(D2 + α2)f(t) dt

]
,

γk =
2

α2

[
sinαhk+1(1− cosαhk) + sinαhk(1− cosαhk+1)

]
,

которые могут быть также получены из формул предыдущего раздела формальной заменой
β = iα, где i — мнимая единица. Теперь, повторяя рассуждения предыдущего раздела, для
величины AL2,p(∆) получаем ту же оценку сверху, которая была приведена в теореме 2.

2О связи между второй разделенной разностью и второй производной // Тр. Ин-та математики и
механики УрО РАН. 2020. Т. 26, № 2. С. 216–224.

3Замечание о связи между второй разделенной разностью и второй производной // Тр. Ин-та ма-
тематики и механики УрО РАН. 2021. Т. 27, № 1. С. 19–21.
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