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1. Введение

Анализ динамики распределенных популяций и ее изменения при различного рода воз-
действиях на среду обитания или саму популяцию находится в фокусе внимания различных
исследовательских групп. Например, модели такой динамики изучались в работах [4;8;13;14]
(где также есть и обширная библиография других исследований на эту тему). В последние де-
сятилетия задачи рационального природопользования, сохранения окружающей среды и био-
разнообразия (см., например, [7;14;19]) повысили востребованность результатов в этой области
и усилили внимание ученых к этой тематике [3; 5; 8; 11; 13; 17].

Начиная с середины тридцатых годов прошлого века при анализе динамики плотности
распределенной популяции (вещества, энергии, информации и т. п.) с диффузией и насыще-
нием стали активно использоваться модели типа Колмогорова — Петровского— Пискунова—
Фишера [12;15]. Периодичность среды распределения этой плотности естественно приводит к
таким моделям на окружности или торе. Например, пластина с периодичностью в двух направ-
лениях, поквартальные посадки леса в шахматном порядке “лиственные — хвойные породы”,
поверхность пчелиных сот или другие плоские среды с подобными замощениями доставляют
модели на двумерном торе, а процессы в центре достаточно большой трехмерной периодиче-
ской конструкции естественно рассматривать как процессы на трехмерном торе.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки Российской Фе-
дерации (первый автор — результаты о свойствах функционала качества, проект № 0718-2020-0025) и
Российского научного фонда (оба автора — основная теорема, проект № 19-11-00223).
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В настоящей работе мы изучаем эксплуатируемую популяцию, распределенную на то-
ре, динамика плотности которой описывается уравнением типа Колмогорова— Петровского—
Пискунова— Фишера

pt = (αi,jpxj
)xi

+ ap− bp2, (1.1)

где по одинаковым индексам идет суммирование, а аргументы функций опущены. Здесь x —
точка n-мерного тора T

n, n ≥ 1; p = p(x, t) — плотность изучаемой популяции в этой точке
в момент времени t, а параметры уравнения — матричная функция α = (αi,j) и функции
a, b на торе — характеризуют диффузию популяции, ее показатели роста и внутривидовой
конкуренции в этой точке соответственно. Относительно этих функций предполагаем, что

— элементы матрицы α дифференцируемы, и их производные, а также показатели роста
и конкуренции удовлетворяют условию Гёльдера с некоторым положительным показателем;

— показатель конкуренции положителен, а матрица α положительно определена, т. е. су-
ществуют такие положительные константы α0 и b0, что для любой точки x тора и ξ =
(ξ1, . . . , ξn) ∈ R

n, ξ 6= 0, верно

0 < b0 ≤ b(x) и 0 < α0

n∑
i=1

ξ2i ≤

n∑
i,j=1

αi,j(x)ξiξj.

Такие же условия наложены на параметры уравнения (1.1) в работе [4], где изучалась ста-
билизация плотности распределенной популяции с такой динамикой в периодической среде к
стационарному состоянию, включая анализ выживания популяции в долгосрочной перспекти-
ве.

Относительно эксплуатации популяции мы предполагаем, что она происходит путем от-
бора с некоторым положительным периодом T одной и той же измеримой доли плотности
популяции q, удовлетворяющей ограничению 0 ≤ q ≤ 1. Такие доли отбора будем называть
допустимыми. Периодичность отбора может быть обусловлена, например, сезонностью отбо-
ра или спроса [7;19]. Таким образом, плотность популяции в точке x тора в момент времени t
отбора меняется скачком

p(x, t+) = (1− q(x))p(x, t−). (1.2)

Эту форму эксплуатации можно трактовать как импульсное управление динамикой популя-
ции, и эта форма по существу отличается от постоянного отбора, рассматривавшегося в [9;10].

Отметим, что в силу наложенных условий на параметры уравнения (1.1) решение (без уче-
та отбора) для любого начального измеримого ограниченного распределения плотности суще-
ствует и единственно, продолжается на все последующие времена и имеет класс C2+β,1+β/2 с
некоторым положительным β во времена, отделенные от начального, в частности, непрерывно
дифференцируемым по пространственной переменной и времени (см., например, [4;16], а так-
же [18]). Учитывая это, здесь и ниже будем считать, что в точках сбора плотность популяции
непрерывна слева, в частности, в (1.2) имеем p(x, t−) = p(x, t). Таким образом, после очередно-
го отбора в момент времени t заданной доли плотности популяции изменение этой плотности
до следующего отбора доставляется решением задачи Коши для этого уравнения с начальны-
ми данными, доставляемыми (1.2). Принимая во внимание, что эти начальные данные, вообще
говоря, лишь измеримы, возникает естественный вопрос с определением решения и его связи
с начальными условиями. Поэтому под решением уравнения (1.1) будем понимать функцию,
лежащую в W 1,0

2
(Tn × (0, τ)) при любом конечном τ > 0 и удовлетворяющую равенству
∫

Q∞

(−pηt + αi,jpxj
ηxi

)dxdt−

∫

Tn

pη|t=0dx =

∫

Q∞

[ap− bp2]ηdxdt, (1.3)

где Q∞ = T
n × (0,∞) для любой дифференцируемой функции η с ограниченным носителем

(см. [16, гл. I, формула (3.23)]; здесь, как и выше, по одинаковым индексам идет суммирование,
а аргументы функций опущены).
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Основная задача — обеспечить максимальный средний временной доход от эксплуатации
популяции в натуральном виде, т. е. найти такую допустимую долю отбора и подходящую
динамику p = p(x, t) плотности популяции, что функционал

lim
m→∞

1

m

m∑
k=1

∫

Tn

q(x)p(x, kT )dx (1.4)

принимает наибольшее значение. Здесь нулевое время — это начало процесса, а момент t = T —
время первого отбора плотности популяции. Мы доказываем, что существует допустимая до-
ля отбора, которая обеспечивает максимальный средний временной доход от эксплуатации
популяции в натуральном виде на подходящем T -периодическом решении уравнения (1.1).

Отметим, что результат остается справедливым и для динамики (1.1) при более слабых
ограничениях на параметры уравнения, например, функции a и b можно взять кусочно-не-
прерывными или просто измеримыми и ограниченными, или вместо члена реакции в логисти-
ческой форме использовать произвольную непрерывную функцию f, f = f(x, p), f(x, 0) ≡ 0,
дважды дифференцируемую по плотности p, строго вогнутую по ней, а также отрицательную
при достаточно больших ее значениях. Также можно рассматривать и более общий вид функ-
ционала качества, например, когда подынтегральная функция в (1.4) учитывает имеющийся
в распоряжении ресурс для отбора доли популяции, его распределение в ареале обитания и
сложность обнаружения или отбора плотности популяции в различных точках ареала. Такие
функционалы рассматривались в работах [3; 5; 6], в которых диффузия плотности популяции
отсутствовала и, таким образом, закон восстановления популяции был поточечным.

Также отметим, что если популяция вымирает при отсутствии эксплуатации, то значение
функционала (1.4) будет нулевым при любом выборе допустимой доли отбора, и тогда любая
из них обеспечивает это значение функционала и таким образом является наилучшей. Это,
конечно, указывает на неестественность рассматриваемой постановки задачи в таких случа-
ях. Здесь актуальными становятся задачи получения максимального дохода от эксплуатации
на бесконечном горизонте без усреднения по времени, но, возможно, с дисконтированием.
С задачами такого вида можно ознакомиться в работе [1] или обзоре [2].

2. Основные результаты

Здесь сформулированы основные результаты работы: сначала о свойствах функционала
качества (1.4) на множестве допустимых долей отбора, а затем о существовании такой доли
отбора, которая доставляет максимальное значение этого функционала.

2.1. О свойствах функционала качества

В силу наложенных условий на параметры уравнения (1.1) достаточно большая положи-
тельная константа M является суперрешением этого уравнения, что нетрудно видеть. При
отсутствии отбора (т. е. при q = 0) плотность популяции с ненулевым ограниченным неотри-
цательным измеримым начальным распределением (в частности, при p(x, 0) = M) при t → ∞
стремится равномерно по тору к стационарному неотрицательному предельному распределе-
нию p∞, p∞ = p∞(x) [4]. Это предельное распределение, таким образом, является глобальным
аттрактором решений с ненулевыми неотрицательными начальными распределениями. Отсю-
да непосредственно вытекают

Предложение 1. Для любого допустимого отбора и любого ограниченного неотрица-

тельного измеримого начального распределения популяции значение функционала качест-

ва (1.4) определено и не превосходит

∫
Tn

p∞(x)q(x)dx, в частности, этот функционал огра-

ничен.
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Предложение 2. При выбранной допустимой доле отбора в ходе поиска наибольшего

значения функционала качества (1.4) достаточно ограничиться неотрицательными началь-

ными распределениями популяции p0 = p0(x), не превосходящими p∞, т. е. 0 ≤ p0 ≤ p∞.

В силу предложения 1 при нулевом предельном распределении популяции p∞ нулевым яв-
ляется и значение функционала качества (1.4) для любых допустимого отбора и ограниченного
неотрицательного измеримого начального распределения популяции.

Если предельное распределение p∞ ненулевое, то оно всюду положительное, а однозначно
определенное (главное) собственное число λ, для которого разрешима задача

−(α(x)φx)x − a(x)φ = λφ, φ > 0, (2.1)

на торе, отрицательно (отметим, что при наложенных условиях на α и a это решение имеет
класс C2+β с некоторым β > 0, и после нормировки, например, ||φ||2 = 1, оно однозначно
определяется; здесь и ниже || · ||2 — норма в L2(T

n)). Верно и обратное: если это значение
отрицательно, то предельное распределение популяции p∞ положительно [4]. Нулевое решение
уравнения (1.1) называется устойчивым, если это значение неотрицательно, и неустойчивым

в противном случае.
Таким образом, p∞ ≡ 0 и p∞ > 0, если нулевое решение устойчиво и неустойчиво соответ-

ственно. В последнем случае справедливо

Предложение 3. Если p∞ > 0, то существуют допустимая доля отбора и неотри-

цательное начальное распределение популяции, для которых значение функционала каче-

ства (1.4) положительно. В частности, точная верхняя грань значений этого функционала

по всем допустимым долям отбора и начальным неотрицательным ограниченным распреде-

лениям популяции также положительна.

2.2. Существование оптимального решения

Биологический смысл предложения 3 очень простой: если без эксплуатации популяция
выживает, а именно p∞ > 0, то существует допустимая доля отбора, которая обеспечивает
положительный средний временной доход (1.4) от эксплуатации, т. е. эксплуатацию популяции
в долгосрочной перспективе с таким доходом в натуральном виде.

Естественным является вопрос существования допустимой доли отбора и подходящего на-
чального распределения популяции, которые доставляют максимум этого дохода. На него от-
вечает следующая теорема.

Теорема. Если p∞ > 0, то существуют допустимая доля отбора и неотрицательное

начальное распределение популяции, для которых значение функционала качества (1.4) мак-

симально возможное.

3. Доказательства

Сначала мы доказываем предложение 3, а затем основной результат — теорему.

3.1. Доказательство предложения 3

Поскольку p∞ > 0, то собственное число λ задачи (2.1) отрицательно [4]. Возьмем од-
нозначно определенную положительную собственную функцию φ, ||φ||2 = 1, этой задачи и,
подставив функцию p = δφ при некотором положительном числе δ в правую часть уравне-
ния (1.1), получим

(α(x)δφx(x))x + a(x)δφ(x) − b(x)δ2φ2(x) = δφ(x)[−λ − δb(x)φ(x)].
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При достаточно малом δ = δ0 > 0 выражение в квадратных скобках в правой части последнего
уравнения положительно в силу отрицательности числа λ и ограниченности функций b и φ.
Следовательно, положительная дифференцируемая функция φ0 = δ0φ является стационарным
субрешением уравнения (1.1), и, в частности, для решения p этого уравнения c начальным
распределением p(x, 0) = φ0(x) всюду на торе справедливо неравенство

p(x, 0) < p(x, T ). (3.1)

Для этого решения в момент времени t = T произведем отбор плотности популяции с долей

q = 1−max
x∈Tn

p(x, 0)

p(x, T )
. (3.2)

Эта доля отбора постоянна на торе, положительна в силу непрерывности функций в (3.1) и
допустима, что нетрудно видеть. Для значения плотности популяции p(x, T+) = (1− q)p(x, T )
после такого отбора имеем

(1− q)p(x, T ) = p(x, T ) max
x∈Tn

p(x, 0)

p(x, T )
≥ p(x, 0).

Таким образом, это значение не меньше, чем начальная плотность популяции.
Следовательно, в силу обобщенного принципа максимума для квазилинейных равномерно

параболических уравнений (см. [16, гл. 3, теорема 7.1]) после каждого последующего отбо-
ра плотности популяции с долей отбора (3.2) мы будем получать начальное распределение
плотности популяции для ее эволюции до следующего отбора не меньшее, чем p(x, 0), т. е.
p(x, kT+) ≥ p(x, 0) для любого натурального k. Отсюда находим, что для эволюции плотности
популяции с начальным распределением p(x, 0) и T -периодическим отбором с долей q из (3.2)
верно

p(x, kT ) ≥ p(x, T ).

Последнее неравенство вместе с неравенством (3.1) приводит к следующей оценке снизу для
значения функционала (1.4) при выбранной доле отбора q и решении p:

lim
m→∞

1

m

m∑
k=1

∫

Tn

q(x)p(x, kT )dx ≥ q

∫

Tn

p(x, T )dx > q

∫

Tn

p(x, 0)dx = q

∫

Tn

φ0(x)dx.

Но функция φ0 всюду положительна по своему выбору, и доля отбора q также положи-
тельна. Следовательно, справедливо утверждение предложения 3.

3.2. Доказательство теоремы

Зафиксируем допустимую долю отбора q, q = q(x), и рассмотрим плотность популяции p,
доставляемую при таком отборе решением уравнения (1.1) с начальным распределением, рав-
ным предельному распределению p∞ (при отсутствии отбора). В силу стационарности этого
предельного распределения имеем p(x, T ) = p∞(x). Следовательно, 0 ≤ p(x, T+) =
(1 − q(x))p∞(x) ≤ p∞(x), поскольку 0 ≤ q(x) ≤ 1. Отсюда в силу обобщенного принципа
максимума имеем

0 ≤ p(x, 2T ) ≤ p(x, T )

и, используя дополнительно индукцию по номеру отбора, аналогично находим

0 ≤ p(x, (k + 1)T ) ≤ p(x, kT )

для любого натурального k.
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Таким образом, получаем невозрастающую последовательность неотрицательных функций
{p(·, kT )}∞k=1

на торе

p∞(x) = p(x, T ) ≥ p(x, 2T ) ≥ p(x, 3T ) ≥ · · · ≥ p(x, kT ) · · · ≥ 0.

Следовательно, она сходится на торе поточечно к некоторой предельной неотрицательной
функции pq, pq = pq(x). Эта сходимость равномерная, поскольку в предположениях, сделанных
на коэффициенты уравнения (1.1), производные его решения по пространственной переменной
становятся ограниченными, если по времени отступить от начального момента (или момента
отбора) и взять ограниченные измеримые начальные данные (см. [16, гл. 5, теорема 3.1]).

Отсюда получаем, что эта предельная функция pq удовлетворяет условию Липшица с
некоторой константой, а сходимость к ней является равномерной. В частности, функция pq
непрерывна, а начальные условия для эволюции плотности в соответствии с уравнением (1.1)
после последнего отбора и до последующего сходятся сильно к предельному начальному усло-
вию (1− q)pq в равномерной метрике, т. е.

p(x, kT+) = (1− q(x))p(x, kT ) ⇒ (1− q(x))pq(x)

при k → ∞.

Понятно, что предельное начальное условие приводит к T -периодическому решению Pq,
Pq = Pq(x, t), для эволюции плотности популяции в соответствии с уравнением (1.1) при вы-
бранном отборе и что при k → ∞ последовательность плотностей популяции p̃k, p̃k(x, t) :=
p(x, kT + t), t ≥ 0, сходится к этой функции равномерно на T

n × {t ≥ 0}.

В частности, значение нашего функционала качества (1.4) для выбранной доли отбора q и
начального распределения плотности p(x, 0) = p∞(x) вычисляется как

F (q) =

∫

Tn

pq(x)q(x)dx. (3.3)

Для этой доли отбора это значение является максимально возможным значением функциона-
ла (1.4) по всем измеримым ограниченным начальным распределениям популяции на торе в
силу предложения 2 и обобщенного принципа максимума.

Теперь рассмотрим точную верхнюю грань Fmax значений функционала (3.3) и максими-
зирующую последовательность допустимых долей отбора {qm}∞m=1 и соответствующих T -пе-
риодических решений эволюции плотности популяции {Pqm}

∞

m=1.

Последовательность {qm}∞m=1 лежит в ограниченном выпуклом замкнутом множестве до-
пустимых долей отбора в пространстве L2(T

n). В силу этого из нее можно выбрать слабо схо-
дящуюся подпоследовательность с пределом в этом множестве. Не нарушая общности, считаем
что сама последовательность является таковой, и она слабо сходится к некоторой допустимой
доле отбора q∞.

Рассмотрим теперь последовательность соответствующих предельных T -периодических ре-
шений {Pqm}

∞

m=1 и последовательности функций на торе {Pqm(·, T/k)}
∞

m=1 при натуральных
k = 2, 3, . . . . В предположениях, сделанных на коэффициенты уравнения (1.1), и в силу огра-
ниченности начальных данных производные этих решений по пространственной переменной
становятся ограниченными, если отступить от начального момента времени [16]. Следователь-
но, каждая из последовательностей функций {Pqm(·, T/k)}

∞

m=1 равностепенно непрерывна и
ограничена, и в силу теоремы Арцела — Асколи из нее можно выбрать равномерно сходящу-
юся подпоследовательность.

Сначала сделаем это при k = 2, затем из отобранных выберем равномерно сходящуюся при
k = 3 и так далее. После этого выберем диагональную последовательность соответствующих
решений: первое решение — это первое решение из первой отобранной подпоследовательности,
второе — это второе из второй и так далее. В итоге мы получим последовательность решений,
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равномерно сходящуюся к некоторому решению P∞ на T
n × [τ, T ] при любом положитель-

ном τ, 0 < τ ≤ T . Соответствующие начальные условия также сходятся слабо в силу слабой
сходимости отобранной последовательности долей отбора и равномерной сходимости значений
этих решений при t = T.

Отсюда получаем, что P∞ удовлетворяет уравнению (1.3) при начальных условиях

P∞(x, 0) = (1− q∞(x))P∞(x, T ),

поскольку ему удовлетворяют соответствующие допредельные функции. Следовательно, ре-
шение P∞ является T -периодическим решением, соответствующим доле отбора q∞.

Но при m → ∞ имеем ∫

Tn

Pqm(x, T )qm(x)dx → Fmax.

Откуда сразу получаем ∫

Tn

P∞(x, T )q∞(x)dx = Fmax

в силу слабой сходимости последовательности {qm}∞m=1 и равномерной сходимости отобранных
решений на T

n × [τ, T ] при любом положительном τ, 0 < τ ≤ T.
Следовательно, пара из допустимой доли отбора q∞ и T -периодическая эволюция плот-

ности P∞ при такой доле отбора доставляют максимально возможное значение функционала
качества (1.4).

Теорема доказана.
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