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УСТОЙЧИВОЕ ГРАНИЧНОЕ УПРАВЛЕНИЕ
ПАРАБОЛИЧЕСКИМ УРАВНЕНИЕМ

X.Акча, В.И.Максимов

В статье рассматривается задача граничного управления дифференциальным уравнением с распре-

деленными параметрами. Суть задачи состоит в построении алгоритма формирования управления по

принципу обратной связи, который гарантировал бы заданное качество управляемого процесса, а имен-

но, отслеживание решением этого уравнения решение другого уравнения, подверженного влиянию неиз-

вестного возмущения. Методы решения подобного типа задач для систем, описываемых обыкновенными

дифференциальными уравнениями, хорошо известны и излагаются, в частности, в рамках теории по-

зиционного управления. В настоящей работе мы исследуем задачу слежения, в которой роль объекта

управления играет уравнение с распределенными параметрами. При этом предполагаем, что решения

уравнений измеряются с ошибкой, а относительно возмущения известно лишь, что оно является элемен-

том пространства функций, суммируемых с квадратом евклидовой нормы, т.е может быть неограничен-

ным. Учитывая данные особенности задачи, мы конструируем устойчивые к информационным помехам

и погрешностям вычислений алгоритмы ее решения, которые основаны на сочетании элементов теории

некорректных задач с известным в теории позиционных дифференциальных игр методом экстремального

сдвига.
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A problem of boundary control is considered for a differential equation with distributed parameters. It

is required to design an algorithm that forms a feedback control and guarantees a prescribed quality of the

controlled process. More exactly, the solution of this equation should track the solution of another equation,

which is subject to an unknown perturbation. Methods for solving problems of this type for systems described

by ordinary differential equations are well known and are presented, in particular, within the theory of positional

control. In the present paper, we study a tracking problem in which the role of the control object is played by

an equation with distributed parameters. It is assumed that the solutions of the equations are measured with

an error, and the only available information about the perturbation is that it is an element of the space of

functions summable with the square of the Euclidean norm; i.e., the perturbation can be unbounded. Taking

into account these features of the problem, we design solution algorithms that are stable under information

disturbances and computational errors. The algorithms are based on a combination of elements of the theory

of ill-posed problems with the extremal shift method known in the theory of positional differential games.
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1. Введение. Постановка задачи

Теория управления системами с распределенными параметрами — один из важных разде-
лов теории оптимизации. В последние годы в рамках указанной теории пристальное внимание
уделялось задачам граничного управления (см., например, монографии [1–5]). При этом основ-
ное количество публикаций было посвящено задачам программного управления. В настоящей
работе мы рассмотрим задачу позиционного граничного управления (см. также работы [6–13]).
Суть обсуждаемой задачи такова. На фиксированном промежутке времени рассматриваются
два параболических уравнения с краевыми условиями Неймана (второго рода) или Робина
(третьего рода). Предполагается, что в краевых условиях одного из них присутствует неиз-
вестное возмущение. В течение всего промежутка времени решения уравнений измеряются
с ошибкой. Второе уравнение в краевых условиях содержит управляющее воздействие, ко-
торое необходимо формировать согласно законам обратной связи по результатам измерений
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таким образом, чтобы решения уравнений были близки в соответствующей метрике. Такова
содержательная постановка рассматриваемой задачи.

Перейдем к строгой постановке. Сначала остановимся на случае, когда в качестве рассмат-
риваемых уравнений берутся так называемые уравнения Шлогла (Schlogl). Уравнение Шлогла
впервые было введено в работе [14] с целью описания химической реакции неравновесного фа-
зового перехода. В нейрологии то же уравнение известно под названием уравнения Нагумо,
моделирующего процесс активной передачи пульса. Оно представляет собой параболическое
уравнение с кубической нелинейностью. Задачи управления этим уравнением рассматрива-
лись, например, в работах [15–18].

Итак, рассмотрим нелинейное уравнение с краевыми условиями Робина

xt(t, η)− xηη(t, η) +Kϕ(x(t, η)) = b(t, η)u(t, η) в QT ,

xη(t, 0) − Cx(t, 0) = b1(t)u1(t) на (0, ϑ),

xη(t, L) + Cx(t, L) = b2(t)u2(t) на (0, ϑ),

x(0, η) = x0(η).

(1.1)

Здесь ϕ(y) = (y − y1)(y − y2)(y − y3), K ≥ 0 и y1 < y2 < y3 — действительные числа,
QT = T × (0, L), L = const ∈ (0,+∞), T = [0, ϑ], ϑ > 0, — конечный момент времени, ϑ ∈ (0, L),
C — положительная постоянная, u(·), u1(·) и u2(·) — входные воздействия, b(·) ∈ L∞(QT ), b1(·)
и b2(·) ∈ L∞(T ;R) — заданные функции. Ниже мы полагаем, что x0 ∈ L∞(0, L).

Следуя [15], функцию x(·) = x(·; 0, x0, u(·), u1(·), u2(·)) ∈W (T )∩L∞(QT ) назовем решением
(слабым) уравнения (1.1), если равенство

ϑ∫

0

〈
xt(t), ρ(t)

〉
dt+

ϑ∫

0

L∫

0

(
xη(t, η)ρη(t, η) +Kφ(x(t, η))ρ(t, η)

)
dη dt

+

ϑ∫

0

(
(Cx(t, 0)+b1(t)u1(t))ρ(t, 0)+(Cx(t, L)−b2(t)u2(t))ρ(t, L)

)
dt =

ϑ∫

0

L∫

0

b(t, η)u(t, η)ρ(t, η) dη dt

выполняется для всех ρ ∈ L2(T ;H
1(0, L)) и x(0) = x0. Здесь символ 〈·, ·〉 означает двойствен-

ность между соболевскими пространствами H1(0, L) и (H1(0, L))∗,

W (T ) =
{
y(·) ∈ L2(T ;H

1(0, L)) : yt(·) ∈ L2(T ; (H
1(0, L))∗)

}
.

Как известно, нормы в пространстве H1(0, L) могут быть введены по-разному. Мы будем
использовать следующую норму:

|x(·)|H1(0,L) =

(

|x(0)|2 + |x(L)|2 +

L∫

0

x2η(η)dη

)1/2

.

Здесь и всюду ниже символ | · | означает модуль числа.

В работе [15] доказана теорема существования и единственности решения.

Теорема 1 [15, Theorem 1]. Пусть u(·) ∈ L2(QT ), x0(η) ∈ L∞(0, L) и uj(·) ∈ Lp(T ;R),
j = 1, 2, p > 2. Тогда существует единственное (слабое) решение уравнения (1.1) x(·) со

следующими свойствами: x(·) ∈ L∞(QT )∩W (T )∩C((0, ϑ]× [0, L]). Если, кроме того, x0(η) ∈
C(0, L), то x(·) ∈ C(T × [0, L]).

Заметим, что mφ = inf
x∈(−∞,+∞)

dφ(x)/dx > −∞.
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Введем обозначения
µ = K|mφ|,

| · |H — норма в пространстве H = L2(0, L), (·, ·)H — скалярное произведение в этом же про-
странстве, ũ = {u, u1, u2} ∈ H × R

2,

|ũ|1 =
(
|u|2H + |u1|

2 + |u2|
2
)1/2

.

Обсуждаемая в работе задача состоит в следующем. Функция ũ(·) = {u(·), u1(·), u2(·)}
в правой части (1.1) неизвестна. Известно лишь, что она принадлежит пространству
L2(T ;L2(0, L)) × Lp(T ;R) × Lp(T ;R), p > 2. Наряду с уравнением (1.1) имеется еще одно
уравнение того же вида

wt(t, η)− wηη(t, η) +Kϕ(w(t, η)) = b(t, η)uh(t, η) в QT ,

wη(t, 0) − Cw(t, 0) = b1(t)u
h
1(t) на (0, ϑ),

wη(t, L) + Cw(t, L) = b2(t)u
h
2 (t) на (0, ϑ),

w(0, η) = ξh0 (η) ∈ L∞(0, L).

(1.2)

В каждый момент времени t ∈ T измеряются решения уравнений (1.1) и (1.2). Эти измере-
ния производятся с ошибками. А именно, вместо функций x(·) и w(·) становятся известными
функции ξh(·) ∈ L∞(T ;H1(0, L)) и ψh(·) ∈ L∞(T ;H1(0, L)) со свойствами

|x(t)− ξh(t)|H1(0,L) ≤ h, |w(t)− ψh(t)|H1(0,L) ≤ h при п.в. t ∈ T. (1.3)

Мы также полагаем, что начальные состояния уравнений (1.1) и (1.2) связаны соотношением

|x0 − ξh0 |L∞(0,L) ≤ h. (1.4)

Здесь и всюду ниже h ∈ (0, 1) — величина погрешности измерения. Требуется сконструировать
функцию ũα,h(·) (зависящую от параметров α ∈ (0, 1) и h ∈ (0, 1)) со свойствами

1) ũα,h(t) = ũα,h(ξh(t), ψh(t));

2) при подходящем согласовании параметров h и α = α(h) имеет место сходимость

wh(·) → x(·) в C(T ;H) ∩ L2(T ;H
1(0, L)) при h→ 0. (1.5)

Символ wh(·) = w(·; 0, ξh0 , ũ
h(·)) означает решение уравнения (1.2) с правой частью ũh(t) =

ũα(h),h(t); т. е. wh(·) есть решение уравнения

wh
t (t, η) − wh

ηη(t, η) +Kϕ(wh(t, η)) = b(t, η)uh(t, η) в QT ,

wh
η (t, 0) − Cwh(t, 0) = b1(t)u

h
1(t) на (0, ϑ),

wh
η (t, L) + Cwh(t, L) = b2(t)u

h
2 (t) на (0, ϑ),

wh(0, η) = ξh0 (η).

(1.6)

З а м е ч а н и е. Аналогичная задача для уравнения вида (1.1) была исследована в рабо-
те [15]. Основной результат этой работы состоит в следующем. Имеется уравнение

gt(t, η)− gηη(t, η) +Kφ(g(t, η)) = 0 в QT = (0, ϑ)× (0, L).

Известно его решение gdesi(·) ∈ H2(QT ), а также начальное состояние gdesi(0). Всякое другое
решение этого уравнения g(t, η) с начальным состоянием g(0, η) ∈ L∞(0, L) и граничными
условиями

gη(t, 0) = C(g(t, 0) − gdesi(t, 0)) + gdesiη (t, 0), gη(t, L) = −C(g(t, L) − gdesi(t, L)) + gdesiη (t, L)
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удовлетворяет неравенству

|g(t) − gdesi(t)|H ≤ |g(0) − gdesi(0)|H exp(−µ1t), t ∈ T,

если C ≥ 1/(2L), L2K < 1/(2µ1). Здесь µ1 = 1/L2 − 2Kµ. Следовательно, если величина
|g(0) − gdesi(0)|H мала, то отклонение g(t) от gdesi(t) тоже мало (при всех t ∈ T в метрике
пространства H). Этот результат можно трактовать как один из методов решения задачи
слежения при точном измерении решений, т. е. при ξ1(t) = gdesi(t, 0), ξ2(t) = gdesi(t, L). При
этом естественно считать

u1(t, ξ1(t)) = u1(t, g
desi(t, 0)) = −Cgdesi(t, 0) + gdesiη (t, 0),

u1(t, ξ2(t)) = u2(t, g
desi(t, L)) = Cgdesi(t, L) + gdesiη (t, L).

Отличие метода решения задачи слежения, описанного в данной работе, состоит в сле-
дующем. Во-первых, наш метод позволяет решать задачу слежения при неточном измерении
решений. Во-вторых, в нашем случае одно из уравнений содержит неизвестное возмущение, в
то время как в [15] такое возмущение отсутствует.

Аналогичная описанной выше задача будет исследована для параболического уравнения

xt(t, η)−∆Lx(t, η) + c0(η)x(t, η) = f(t, η) в T ×Ω = Q, T = [0, ϑ], (1.7)

с начальным
x(0, η) = x0(η) в Ω

и граничным
∂y

∂n

∣
∣
∣
∣
Σ

= Du в (0, ϑ] × Γ = Σ

условиями. Таким образом, в данном случае речь идет о краевых условиях Неймана.
Здесь

ϑ = const ∈ (0,+∞), Ω ⊂ R
n — открытая ограниченная область с липшицевой границей Γ,

∆L — оператор Лапласа, т. е. ∆Ly(η) =
n∑

j=1

∂2y(η)

∂η2j
,

η = (η1, . . . , ηn), x0(η) ∈ H = L2(Ω),
f(·) ∈ L2(T ;H) и c0(·) ∈ L∞(Ω) — заданные функции,
u(·) ∈ L2(T ;U) — возмущение, U — гильбертово пространство (пространство возмущений),
D — линейный непрерывный оператор, действующий из пространства U в простран-

ство L2(Γ) (т. е. D ∈ L(U ;L2(Γ))),
символ ∂x/∂n означает производную по внешней нормали.

Пусть
W1(T ) =

{
x(·) ∈ L2(T ;H

1(Ω)) : xt(·) ∈ L2(T ; (H
1(Ω))∗)

}
,

гдеH1(Ω) — пространство Соболева ((H1(Ω))∗ — сопряженное кH1(Ω) пространство). Именно,
пространство функций φ(η) ∈ H, обобщенные производные которых Djφ (Djφ — обобщенная
производная функции φ(η1, . . . , ηn) по аргументу ηj) принадлежат H. Скалярное произведение
в пространстве H1(Ω) в отличие от случая, когда речь шла об уравнении Шлогла, будем
определять по формуле

(
x, y

)

H1(Ω)
=

(
x, y

)

H
+

(
∇x,∇y

)
(x, y ∈ H1(Ω)).

Здесь (·, ·)H — скалярное произведение в пространстве H, | · |H — норма в H, символ ∇x
означает градиент функции x, т. е. ∇x = (D1x(η), . . . ,Dnx(η)),

(
∇x,∇y

)
=

n∑

j=1

∫

Ω

Djx(η)Djy(η) dη.
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Функция x(·) ∈W1(T ) называется (обобщенным) решением уравнения (1.7), если она удо-
влетворяет соотношению

〈
xt(t), v

〉
+

(
∇x(t),∇v

)
+

∫

Ω

c0(η)x(t, η)v(η) dη (1.8)

=
(
f(t), v

)
+

∫

Γ

(Du(t))(σ)v(σ) dσ ∀v ∈ H1(Ω) при п.в. t ∈ T

и, кроме того, x(0) = x0. Здесь v(σ) означает след функции v ∈ H1(Ω) на границе Γ области Ω,
символ 〈·, ·〉 — двойственность между H1(Ω) и (H1(Ω))∗.

Имеет место

Теорема 2 [5, с. 150]. Для любых x0 ∈ H, u(·) ∈ L2(T ;U) существует единственное обоб-

щенное решение уравнения (1.7), которое удовлетворяет неравенству

|x(·)|W1(T ) ≤ d1
(
|f(·)|L2(T ;H) + |x0|H + |u(·)|L2(T ;U)

)
.

Обсуждаемая в настоящей работе задача для уравнения (1.7) аналогична описанной выше
для уравнения Шлогла. Наряду с уравнением (1.7) имеется уравнение

wh
t (t, η) −∆Lw

h(t, η) + c0(η)w
h(t, η) = f(t, η) в Q (1.9)

с начальным

wh(0, η) = ξh0 (η) в Ω

и граничным
∂wh

∂n

∣
∣
∣
∣
Σ

= Duh в Σ

условиями. Заранее как воздействие u(·), так и отвечающее ему решение x(·) уравнения (1.7) не
заданы. Таким образом, функция u(·) неизвестна. Известно лишь, что она является элементом
пространства L2(T ;U). В каждый момент времени t ∈ T измеряются решения уравнений (1.7)
и (1.9). Эти измерения неточны — вместо функций x(·) и wh(·) вычисляются функции ψh(·),
ξh(·) ∈ L∞(T ;H1(Ω)) со свойствами

|wh(t)− ψh(t)|H1(Ω) ≤ h, |x(t)− ξh(t)|H1(Ω) ≤ h при п.в. t ∈ T. (1.10)

Ниже полагаем, что начальное состояние уравнения (1.9) ξh0 ∈ H удовлетворяет неравенству
|ξh0 − x0|H ≤ h. Необходимо сконструировать функцию uh(·) = uα(h),h(·) таким образом, что-
бы при соответствующем согласовании параметров h и α = α(h) решение уравнения (1.9)
отслеживало решение уравнения (1.7).

2. Решение задачи в случае краевых условий Робина

Итак, для решения задачи необходимо указать закон формирования управления ũα,h(·)
со свойством (1.5). Фиксируем функцию α = α(h) : (0, 1) → (0, 1). Пусть управление ũh(·) =
ũα(h),h(·) в правой части (1.6) задается формулами

uh(t, η) = uα(h),h(t, η) = −α(h)−1b(t, η)(ψh(t, η)− ξh(t, η))e−µt при п.в. (t, η) ∈ QT , (2.1)

uh1(t) = u
α(h),h
1 (t) = −α−1(h)b1(t)(ψ

h(t, 0) − ξh(t, 0))e−µt при п.в. t ∈ T, (2.2)

uh2(t) = u
α(h),h
2 (t) = −α−1(h)b2(t)(ψ

h(t, L)− ξh(t, L))e−µt при п.в. t ∈ T. (2.3)
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Лемма 1. Пусть α(h) → 0, hα−1(h) → 0 при h → 0. Пусть управление ũh(·) задается

формулами (2.1)–(2.3). Тогда имеет место неравенство

ε(t) ≤ d(1)(α(h) + hα−1(h)), t ∈ T.

Здесь

ε(t) = |µh(t)|2H + 2max{1, C}

t∫

0

|µh(s)|2H1(0,L) ds, t ∈ T,

µh(t) = wh(t) − x(t), x(·) и wh(·) — решения уравнений (1.1) и (1.6) соответственно, d(1) —

постоянная, не зависящая от u(·), uh(·), x(·) и wh(·).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем новые переменные y и zh:

y(t, η) = e−µtx(t, η), zh(t, η) = e−µtwh(t, η).

Тогда вместо уравнения (1.1) мы получим новое уравнение для y:

yt(t, η)− yηη(t, η) + e−µtKϕ(eµty(t, η)) + µy(t, η) = e−µtb(t, η)u(t, η),

yη(t, 0) −Cy(t, 0) = e−µtb1(t)u1(t),

yη(t, L) + Cy(t, L) = e−µtb2(t)u2(t),

y(0, η) = x0(η).

В свою очередь, вместо уравнения (1.7) мы получим уравнение для zh:

zht (t, η)− zhηη(t, η) + e−µtKϕ(eµtzh(t, η)) + µzh(t, η) = e−µtb(t, η)uh(t, η),

zhη (t, 0)− Czh(t, 0) = e−µtb1(t)u
h
1(t),

zhη (t, L) +Czh(t, L) = e−µtb2(t)u2(t),

zh(0, η) = ξh0 (η).

Пусть

µh(t, η) = zh(t, η) − y(t, η),

̺(τ, η) =

{

µh(τ, η), τ ∈ [0, s], η ∈ [0, L],

0, τ ∈ (s, ϑ], η ∈ [0, L].

Нетрудно видеть, что справедливо равенство

1

2

s∫

0

(
d|µh(t)|2H/dt

)
dt+ I1(s) + I2(s) + I3(s) =

s∫

0

Ihα(t) dt, s ∈ T, (2.4)

где

I1(s) =

s∫

0

L∫

0

(µhη(t, η))
2 dη dt, I2(s) =

s∫

0

L∫

0

(
Φt(z

h(t, η))− Φt(y(t, η))
)
µh(t, η) dη dt,

Φt(v) = Ke−µtφ(eµtv) + µv, I3(s) = C

s∫

0

(
(µh(t, 0))2 + (µh(t, L))2

)
dt,

Ihα(t) = e−µtµh(t, L)b2(t)(u
h
2 (t)− u2(t))− e−µtµh(t, 0)b1(t)(u

h
1(t)− u1(t))
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+ e−µt(uh(t)− u(t), b(t)µh(t)), α = α(h).

Функция v → Φt(v) неубывающая. Поэтому

I2(s) ≥ 0 ∀s ∈ [0, ϑ]. (2.5)

Воспользовавшись (2.4) и (2.5), получаем оценку

s∫

0

[

1/2d|µh(t)|2H/dt+max{1, C}|µh(t)|2H1(0,L) + α
(
(uh1(t))

2 − u21(t)
)

+ α
(
(uh2(t))

2 − u22(t)
)
+

(
|uh(t)|2H − |u(t)|2H

)]

dt ≤

s∫

0

Jh
α(t) dt ∀s ∈ T, (2.6)

где

Jh
α(t) = Ihα(t) + α

(
(uh2 (t))

2 − u22(t)
)
+ α

(
(uh1(t))

2 − u21(t)) + α
(
|uh(t)|2H − |u(t)|2H

)
,

которая имеет место при п.в. t ∈ T . В силу (2.6), (1.3) и (2.1)–(2.3) справедливо неравенство

α

ϑ∫

0

(
|ũh(t)|21 − |ũ(t)|21

)
dt ≤

ϑ∫

0

Jh
α(t) dt ≤ c1h

ϑ∫

0

(
|ũh(t)|1 + |ũ(t)|1

)
dt. (2.7)

Здесь и ниже ũh = {uh, uh1 , u
h
2}, ũ = {u, u1, u2}, cj , j = 1, 2, . . . , — положительные постоянные.

Следовательно,

ϑ∫

0

|ũh(t)|21 dt ≤

ϑ∫

0

|ũ(t)|21 dt+ c1hα
−1

ϑ∫

0

(
|ũh(t)|1 + |ũ(t)|1

)
dt

≤

ϑ∫

0

(
|ũ(t)|21 + 0.5|ũh(t)|21 + c21(hα

−1)2 + c1hα
−1|ũ(t)|1

)
dt. (2.8)

В таком случае в силу (2.8)

sup

{ ϑ∫

0

|ũh(t)|21 dt : h ∈ (0, 1)

}

≤ c2. (2.9)

Далее, при п.в. t ∈ T верно неравенство

|ũh(t)|1 ≤ c3
(
h+ |µh(t)|H1(0,L)

)
α−1.

Поэтому в силу (1.3) и (2.1)–(2.3) из (2.7) получаем следующую оценку:

ϑ∫

0

Jh
α(t) dt ≤ c1h

ϑ∫

0

(
|ũ(t)|1 + c3(h+ |µh(t)|H1(0,L))α

−1
)
dt

≤

ϑ∫

0

c1h|ũ(t)|1 + c1c3h
2α−1 + c1c3h|µ

h(t)|H1(0,L)α
−1 dt.
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Стандартным образом проверяется, можно ли указать число C0 > 0 такое, что неравенство

|x(s)|2H +

s∫

0

|x(t)|2H1(0,L) dt ≤ C0

[

|x0|
2
H + |φ(0)|2 +

s∫

0

(
|u(t)|2H + u21(t) + u22(t)

)
dt

]

∀s ∈ T

выполняется равномерно по всем u(·) ∈ L2(QT ), uj(·) ∈ Lp(T ;R), j = 1, 2, p > 2. Здесь
x(·) = x(·; 0, x0, u(·), u1(·), u2(·)) — решение уравнения (1.1). Воспользовавшись (2.9) и послед-
ним утверждением, заключаем

sup

{ ϑ∫

0

|µh(t)|H1(0,L) dt : h ∈ (0, 1)

}

≤ c4.

Значит,
ϑ∫

0

Jh
α(t) dt ≤ c5hα

−1. (2.10)

Из (2.6) и (2.9) в силу (2.10) получаем неравенство

|µh(t)|2H + 2max{1, C}

t∫

0

|µh(τ)|2H1(0,L) dτ ≤ |µh(0)|2H + c6hα
−1 + c7α.

Лемма доказана.

Прямым следствием леммы 1 является следующая теорема.

Теорема 3. Пусть α(h) → 0, hα−1 → 0 при h→ 0. Тогда управление ũh(·) = ũα(h),h(·) вида

(2.1)–(2.3) обеспечивает сходимость (1.5), т.е. решает задачу слежения для уравнения (1.1).

3. Решение задачи в случае краевых условий Неймана

Прежде чем указать правило формирования uh(·) = uα(h),h(·), введем несколько операто-
ров. Пусть оператор B : U → H1(Ω) задается по правилу

Bu = z ⇐⇒







∆Lz − c0z = 0 в Ω,

∂z

∂n

∣
∣
∣
∣
Γ

= Du в Γ.
(3.1)

Иными словами, z = Bu — обобщенное решение эллиптического уравнения (3.1), т. е. функция,
из пространства H1(Ω) удовлетворяющая соотношению

(∇z,∇v) +

∫

Ω

c0(η)z(η)v(η) dη =

∫

Γ

(Du)(σ)w(σ) dσ ∀w ∈ H1(Ω). (3.2)

Обратим внимание на тот факт, что встречающиеся в настоящем разделе постоянные dj ,
cj не зависят от f(·), x0, u(·), а также от параметра h и функции α(h).

Заметим [5, с. 33], что если |c0|H > 0, то B — линейный оператор со свойством

|Bu|H1(Ω) ≤ d1|u|U ∀u ∈ U.

Введем два оператора

C1 : U → Hn = H × . . .×H
︸ ︷︷ ︸

n

, C1u = ∇Bu,
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C2 : U → H, C2u = c0Bu.

Таким образом, (C1u)(η) = {D1(Bu)(η), . . . ,Dn(Bu)(η)}, (C2u)(η) = c0(η)(Bu)(η), η ∈ Ω.

Теперь укажем правило формирования управления uh(·). Фиксируем некоторую функцию
α = α(h) : (0, 1) ∈ (0, 1). Пусть

uh(t) = uα(h),h(t) =
(

C∗

1∇(ξh(t)− x(t)) +C∗

2 (ξ
h(t)− x(t))

)

(2α)−1, α = α(h), (3.3)

где C∗

1 и C∗

2 означают сопряженные операторы. Таким образом, уравнение (1.9) имеет вид

wh
t (t, η) −∆Lw

h(t, η) + c0(η)w
h(t, η) = f(t, η) в Q (3.4)

с начальным
wh(0, η) = ξh0 (η) в Ω

и граничным

∂wh

∂n

∣
∣
∣
∣
Σ

= D
(

C∗

1∇(ξh(t)− ψh(t)) + C∗

2 (ξ
h(t)− ψh(t))

)

(2α)−1 в Σ

условиями. Решение этого уравнения ниже обозначаем символом wh(·).
Учитывая правило определения оператора B (см. (3.1), (3.2)), можно сделать вывод, что

решение уравнения (3.4) удовлетворяет соотношению

〈
wh
t (t), v

〉
+

(
∇wh(t),∇v

)
+

∫

Ω

c0(η)w
h(t, η)v(η) dη

=
(
f(t), v

)

H
+

(
C∗

1∇v + C∗

2v, u
h(t)

)

U
∀v ∈ H1(Ω) при п.в. t ∈ T.

Лемма 2. Пусть c0(η) ≥ 0 при п.в. η ∈ Ω. Тогда функции uh(·) вида (3.3) обеспечивают

выполнение неравенства

sup
t∈T

{ t∫

0

|∇(wh(s)− x(s))|2 ds+ |wh(t)− x(t)|2H

}

≤ d2
(
α+ h+ h2α−1 + h2α−2

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть µ(t) = wh(t) − x(t). Из (1.7) и (3.4) следует, что µ(t)
является решением уравнения

µt(t, η) −∆Lµ(t, η) + c0(η)µ(t, η) = 0 в Q

с начальным

µ(0, η) = µ0(η) в Ω

и граничным
∂µ

∂n

∣
∣
∣
∣
Σ

= D(uh(t)− u(t)) в Σ

условиями. Здесь µ0(η) = ξh0 (η) − x0(η), η ∈ Ω. Таким образом, µ(·) ∈ W1(T ) и удовлетворяет
соотношению

〈
µt(t), v

〉
+

(
∇µ(t),∇v

)
+

∫

Ω

c0(η)µ(t, η)v(η) dη (3.5)

=

∫

Γ

D
(
uh(t)− u(t)

)
(σ)v(σ) dσ ∀v ∈ H1(Ω) при п.в. t ∈ T.
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Учитывая правило определения оператора B (см. (3.1)), перепишем равенство (3.5) в следую-
щем виде:

〈
µt(t), v

〉
+

(

∇(µ(t)−B(uh(t)− u(t))),∇v
)

= −

∫

c0(η)
(
µ(t, η)−B(uh(t)− u(t))(η)

)
v(η) dη ∀ v ∈ H1(Ω) при п.в. t ∈ T. (3.6)

Положив в (3.6) v = µ(t), получим

1

2

d

dt
|µ(t)|2H + |∇µ(t)|2 −

(

∇B(uh(t)− u(t)),∇µ(t)
)

+ α|uh(t)|2U − α|u(t)|2U = −

∫

Ω

c0(η)µ
2(t, η) dη

+

∫

Ω

c0(η)B(uh(t)− u(t))(η)µ(t, η) dη + α|uh(t)|2U − α|u(t)|2U при п.в. t ∈ T. (3.7)

Здесь |∇µ(t)| = (∇µ(t),∇µ(t))1/2. Заметим, что

Jt ≡
(

∇B(uh(t)− u(t)),∇µ(t)
)

+

∫

Ω

c0(η)B(uh(t)− u(t))(η)µ(t, η) dη

=
(

uh(t)− u(t), C∗

1∇µ(t) + C∗

2µ(t)
)

U
.

Значит,

It ≡ 0.5
d

dt
|µ(t)|2H + |∇µ(t)|2 + α|uh(t)|2U − α|u(t)|2U

≤
(

uh(t)− u(t), C∗

1∇µ(t) + C∗

2µ(t)
)

U
− c̃0|µ(t)|H +α|uh(t)|2U −α|u(t)|2U при п.в. t ∈ T, (3.8)

где c̃0 = inf{c0(η) : η ∈ Ω}. Кроме того, ввиду (1.10) справедливо неравенство
∣
∣
∣
∣

(

∇B(uh(t)− u(t)),∇(ξh(t)− ψh(t))
)

+

∫

Ω

(

c0(η)B(uh(t)− u(t))(η), ξh(t, η)− ψh(t, η)
)

dη − Jt

∣
∣
∣
∣

≤ c1h|u
h(t)− v(t)|U . (3.9)

В таком случае из (3.8), (3.9), учитывая (3.3), выводим

It ≤ −c̃0|µ(t)|
2
H + c1h|u

h(t)− u(t)|U . (3.10)

В силу непрерывности вложения пространства H1(Ω) в пространство H верно неравенство

|uh(t)|U ≤ c2
(
h+ |∇µ(t)|

)
(2α)−1. (3.11)

Из (3.10), учитывая (3.11), получаем

It ≤ −c̃0|µ(t)|
2
H + c1h|u(t)|U + c3h

2(2α)−1 + c3h|∇µ(t)|(2α)
−1. (3.12)

Далее, имеем
c3h|∇µ(t)|(2α)

−1 ≤ c4h
2α−2 + 0.5|∇µ(t)|2.

Поэтому из (3.12) выводим оценку

0.5εt(t) + α(|uh(t)|2U − |u(t)|2U ) ≤ −c̃0|µ(t)|
2
H + c1h|u(t)|U + c3h

2(2α)−1 + c4h
2α−2.

Отсюда следует утверждение леммы.

Из леммы вытекает следующая теорема.

Теорема 4. Пусть α(h) → 0, hα−1(h) → 0 при h → 0. Тогда управление uh(·) = uα(h),h(·)
вида (3.3) обеспечивает сходимость (1.5), т.е. решает задачу слежения для уравнения (1.7).
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5. Tröltzsch F. Optimal control of partial differential equations. Theory, methods and applications.
Providence, Rhode Island: AMS, 2010, 408 p. ISBN: 0821849042 .

6. Korbich Yu.S., Maksimov V.I., Osipov Yu.S. Dynamic simulation of controls in certain parabolic systems.
J. Appl. Math. Mech., 1990, vol. 54, no. 3, pp. 293–297. doi: 10.1016/0021-8928(90)90127-V .

7. Osipov Y., Pandolfi L., Maksimov V. The problem of robust boundary control: the case of Dirichlet
boundary conditions. Dokl. Math., 2000, vol. 62, no. 2, pp. 205–207.

8. Maksimov V., Pandolfi L. Dynamical reconstruction of inputs for contraction semigroup
systems: boundary input case. J. Optim. Theory Appl., 1999, vol. 103, no. 2, pp. 401–420.
doi: 10.1023/A:1021709004193 .

9. Osipov Yu.S., Pandolfi L., Maksimov V.I. Problems of dynamic reconstruction and robust boundary
control: the case of Dirichlet boundary conditions. J. Inverse Ill-Posed Probl., 2001, vol. 9, no. 2,
pp. 149–162. doi: 10.1515/jiip.2001.9.2.149 .

10. Osipov Yu.S., Kryazhimskii A.V., Maksimov V.I. N.N. Krasovskii’s extremal shift method and
problems of boundary control. Autom. Remote Control, 2009, vol. 70, no. 4, pp. 577–588.
doi: 10.1134/S0005117909040043 .

11. Maksimov V.I., Osipov Yu.S. Infinite-horizon boundary control of distributed systems. Comput. Math.

Math. Phys., 2016, vol. 56, no. 1, pp. 14–25. doi: 10.1134/S0965542516010139 .

12. Maksimov V. On reconstruction of boundary controls in a parabolic equation. Adv. Differ. Equ., 2009,
vol. 14, no. 11–12, pp. 1193–1211.

13. Maksimov V.I. On the tracking of a trajectory and a control by the feedback principle. In: Control

Theory and its Applications. Vito G. Massari (ed.), N Y: Nova Science Publ., 2011, pp. 55–81.
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