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Введение

Начиная с работы Ф. Рамсея [25] различные модели экономического роста формулируют-
ся, как правило, в виде задач оптимального управления на бесконечном интервале времени
(см., например, [1; 12]). В последние годы интерес многих исследователей вызывают вопросы
не только оптимизации, но и поддержания темпов роста, а также взаимозависимости эконо-
мического роста и состояния окружающей среды. В этой связи рядом ведущих экономистов
была предложена концепция устойчивого развития (см. [23]). Данная концепция выросла из
доклада Римскому клубу “Пределы роста” [22] и вызванных им обсуждений как в научной
литературе, так и в средствах массовой информации. Основной темой этих обсуждений явля-
ется вопрос о неизбежности экологической деградации и социального коллапса в глобальном
масштабе как последствий неуправляемого экономического роста.

Оптимальный рост необязательно является устойчивым в экономическом смысле этого
термина. В экономической литературе оптимальность роста обычно понимается в смысле мак-
симизации функционала полезности, задаваемого несобственным интегралом на бесконечном
интервале времени, в котором интегрант есть дисконтированная функция мгновенного ду-
шевого потребления (см. [1; 12]). Устойчивость же роста означает выполнение определенных
асимптотических условий, характеризующих душевое потребление и состояние окружающей
среды в долгосрочной перспективе (подробнее см. [23; 31]).

Оптимальный экономический рост в экономике, основанной на эксплуатации исчерпаемого
ресурса, изучали многие авторы (см., например, работы [4;13;17;27;28]). В этом случае опти-
мальный рост, как правило, приводит к асимптотическому исчерпанию используемого ресурса,

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 19-11-00223).
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и поэтому он вряд ли может считаться устойчивым. В ситуации, когда экономика основана
на использовании возобновляемого ресурса, вопрос об устойчивости оптимального экономи-
ческого роста изучался в работах [30; 31] и [6]. В этом случае при определенных условиях
оптимальный рост оказывается устойчивым2.

В настоящей работе изучается задача оптимального управления на бесконечном интервале
времени с дополнительным ограничением специального вида на асимптотическое поведение
допустимых траекторий. Данное ограничение позволяет объединить концепции оптимального
экономического роста и устойчивого развития в рамках одной модели. Для рассматриваемой
задачи получены необходимые условия оптимальности первого порядка в форме принципа
максимума Понтрягина. Заметим, что ранее различные варианты принципа максимума для
задач с асимптотическими концевыми ограничениями были получены в работах [15; 26; 29],
однако в ситуации, когда у оптимальной траектории существует предел на бесконечности. В
настоящей работе существование предела у оптимальной траектории не предполагается.

1. Постановка задачи

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления (P ):

J(x(·), u(·)) =

∞∫

0

e−ρtg(x(t), u(t)) dt → max , (1.1)

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), x(0) = x0, (1.2)

u(t) ∈ U, (1.3)

lim
T→∞

sup
t≥T

h(x(t)) ≥ 0. (1.4)

Здесь x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) ∈ R
n и u(t) = (u1(t), . . . , um(t)) ∈ R

m — значения фазового век-
тора и вектора управления соответственно в момент времени t ≥ 0; U — непустой выпуклый
компакт из R

m; x0 ∈ R
n — заданное начальное состояние; ρ ≥ 0 — параметр дисконтирования.

Предполагается, что x0 ∈ G, где G — заданное открытое множество в R
n. Векторная функция

f : G×U → R
n и скалярные функции h : G→ R

1 и g : G×U → R
1 предполагаются непрерыв-

ными вместе с производными fx(·, ·), hx(·) и gx(·, ·) на множествах своего определения. Кроме
того предполагается, что для любого x ∈ G функция g(x, ·) : U → R

1 вогнута.

В качестве допустимых управлений в задаче (P ) будем рассматривать все измеримые по
Лебегу функции u : [0,∞) → R

m, удовлетворяющие для любого t ≥ 0 ограничению (1.3). Для
произвольного допустимого управления u(·) соответствующая ему траектория x(·) есть ло-
кально абсолютно непрерывное (единственное) решение задачи Коши (1.2), определенное в
G на некотором конечном или бесконечном интервале [0, τ), τ > 0. Будем считать, что соот-
ветствующая любому допустимому управлению u(·) траектория x(·) определена в G на всем
интервале [0,∞), т.е. τ = ∞. Траекторию x(·), соответствующую допустимому управлению
u(·), будем называть допустимой в задаче (P ), если для нее выполняется асимптотическое
ограничение (1.4). В этом случае пару (x∗(·), u∗(·)) будем называть допустимой (в задаче (P )).

Заметим, что ограничение (1.4) составляет основную специфику задачи (P ). Выполнение
ограничения такого вида является, по-видимому, минимальным необходимым условием устой-
чивости экономического роста (см. обсуждение этого вопроса в [31, Sect. II]).

В дальнейшем будем считать выполненными следующие условия.

2Подробнее см. работу [6], где, в частности, получены необходимые и достаточные условия устой-
чивости оптимального роста в экономике, основанной на эксплуатации возобновляемого ресурса.
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(A1) Правая часть управляемой системы (1.2) аффинна по управлению, т.е. функция

f(·, ·) имеет вид

f(x, u) = f0(x) +

m∑

i=1

fi(x)u
i, x ∈ G, u ∈ U,

где fi : G→ R
n, i = 0, 1, . . . ,m, — непрерывно дифференцируемые функции.

(A2) Существует такая функция ω : [0,∞) → R
1, что ω(t) → +0 при t→ ∞ и для любой

допустимой пары (x(·), u(·)) имеем

∣∣∣∣

T ′∫

T

e−ρtg(x(t), u(t)) dt

∣∣∣∣ ≤ ω(T ), 0 ≤ T ≤ T ′.

Из условия (A1), выпуклости и компактности множества U , а также предположения о том,
что соответствующая любому допустимому управлению u(·) траектория x(·) определена в G на
всем бесконечном интервале времени [0,∞), вытекает, что для любого T > 0 множество всех
траекторий системы (1.2) является компактом в пространстве C([0, T ],Rn) (см. [3, лемма 1;
18, теорема 3, § 7]). Нетрудно видеть, что в силу условия (A2) для любой допустимой пары
(x(·), u(·)) существует конечный предел

J(x(·), u(·)) = lim
T→∞

T∫

0

e−ρtg(x(t), u(t)) dt.

Это обстоятельство дает основание понимать оптимальность допустимой пары (x∗(·), u∗(·))
в задаче (P ) в сильном смысле, т. е. (x∗(·), u∗(·)) — (сильно) оптимальная допустимая пара
в (P ), если значение функционала J(x∗(·), u∗(·)) является максимальным на множестве всех
допустимых пар.

Пусть u(·) — допустимое управление, а x(·) — соответствующая ему траектория. Обозна-
чим через Y(x,u)(·) и Z(x,u)(·) — нормированные в нулевой момент времени фундаментальные
матричные решения линейных систем

ẏ(t) = fx(x(t), u(t))y(t) и ż(t) = − [fx(x(t), u(t))]
∗ z(t)

соответственно. Так как пара (x(·), u(·)) определена на [0,∞), то функции Y(x,u)(·) и Z(x,u)(·)

также определены на всем интервале [0,∞). Как известно,
[
Z(x,u)(t)

]−1
≡

[
Y(x,u)(t)

]∗
, t ≥ 0.

В силу компактности множества всех траекторий системы (1.2) в пространстве C([0, T ],Rn),
T > 0, существует такая непрерывная функция M : [0,∞) → (0,∞), что для любого допусти-
мого управления u(·) и соответствующей ему траектории x(·) выполняется условие

∥∥Y(x,u)(t)
∥∥ ≤M(t), t ≥ 0. (1.5)

Положим (см. определение функции ω(·) в (A2))

m(t) = min s≥0: |s−t|≤1
1

1 +M(s)
, µ(t) =

ω(t)

m(t)
, t ≥ 0. (1.6)

Следующее условие характеризует доминирование дисконтирующего множителя в (P ).

(A3) Выполняются следующие условия:

(i) Справедливо равенство

lim
t→∞

µ(t) = 0. (1.7)
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(ii) Существуют такая функция ν : [0,∞) → R
1, ν(t) → +0 при t → ∞, что для любой

допустимой пары (x(·), u(·)) справедлива оценка

∥∥∥∥

T ′∫

T

e−ρs
[
Z(x,u)(s)

]−1
gx(x(s), u(s)) ds

∥∥∥∥ ≤ ν(T ), 0 ≤ T ≤ T ′. (1.8)

Нетрудно видеть, что для любой допустимой пары (x(·), u(·)) из оценки (1.8) вытекает
существование конечного предела

lim
T→∞

T∫

t

e−ρs
[
Z(x,u)(s)

]−1
gx(x(s), u(s)) ds, t ≥ 0.

Подробнее условие (A3) обсуждается ниже в разд. 3.
Будем считать, что ограничение (1.4) регулярно в смысле выполнения следующего условия.

(A4) Существуют такие постоянные ε0 > 0, γ0 > 0 и γ1 > 0, что для любого x ∈ G,

удовлетворяющего неравенству |h(x)| ≤ ε0, имеем

γ0 ≤ ‖hx(x)‖ ≤ γ1.

Наконец, будем предполагать, что выполняется следующее условие, характеризующее асимп-
тотическую управляемость системы (1.2) относительно ограничения (1.4).

(A5) Существует такая постоянная ε1 > 0, что если для соответствующей допу-

стимому управлению u(·) траектории x(·) в момент времени τ ≥ 0 выполняется неравен-

ство h(x(τ)) ≥ −ε1, то, переопределив в случае необходимости управление u(·) на интерва-

ле [τ,∞), всегда можно считать, что пара (x(·), u(·)) является допустимой в задаче (P ).

2. Основной результат

Для получения необходимых условий оптимальности для задачи (P ) будем использовать
метод конечно-временных аппроксимаций (см. [3;5]). При этом (если не оговорено противное)
будем предполагать выполненными условия (A1)–(A5).

Пусть (x∗(·), u∗(·)) — заданная оптимальная допустимая пара в задаче (P ). Выберем такие
последовательность непрерывно дифференцируемых векторных функций

{zk(·)}
∞
k=1, zk : [0,∞) → R

m,

и последовательность положительных чисел {σk}
∞
k=1, что

sup
t∈[0,∞)

‖zk(t)‖ ≤ max u∈U‖u‖ + 1, (2.1)

∞∫

0

e−(ρ+1)t‖zk(t)− u∗(t)‖
2 dt ≤

1

2k
, (2.2)

sup
t∈[0,∞)

‖żk(t)‖ ≤ σk <∞, (2.3)

σk → ∞ при k → ∞.

Легко видеть, что такие последовательности {zk(·)}
∞
k=1 и {σk}

∞
k=1 всегда существуют.

Выберем такую возрастающую последовательность {Tk}
∞
k=1, T1 > 1, что

lim
k→∞

Tk = ∞, lim
k→∞

h(x∗(Tk)) = lim sup
t→∞

h(x∗(t))
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и, кроме того, для любого k = 1, 2, . . . выполняются неравенства

max t: |t−Tk|≤1µ(t) ≤
1

2k(1 + σk)
, h(x∗(Tk)) ≥ −

1

k
. (2.4)

Здесь функция µ(·) определена вторым равенством в (1.6). В силу условия (i) в (A3) и выпол-
нения ограничения (1.4) для траектории x∗(·) такая последовательность {Tk}

∞
k=1 существует.

Для k = 1, 2, . . . положим mk = m(Tk) (см. первое равенство в (1.6)) и определим зада-
чу (Pk) со свободным временем T окончания процесса управления следующим образом:

Jk(x(·), u(·)) =

T∫

0

e−ρt
[
g(x(t), u(t)) −

e−tmk

1 + σk
‖u(t) − zk(t)‖

2
]
dt

− ‖x(T )− x∗(Tk)‖
2 − (T − Tk)

2 → max , (2.5)

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), x(0) = x0, (2.6)

u(t) ∈ U, (2.7)

h(x(T )) ≥ −
1

k
, |T − Tk| ≤ 1. (2.8)

Здесь x ∈ R
n, u ∈ R

m, x0 ∈ G, векторная функция f(·, ·), скалярная функция g(·, ·), пара-
метр дисконтирования ρ, множества U и G те же самые, что и в исходной задаче (P ). Как
обычно, в качестве допустимых управлений в задаче (Pk) рассматриваются все измеримые
векторные функции u : [0, T ] → U , определенные на различных интервалах времени [0, T ],
T > 0, |T − Tk| ≤ 1. Траектория x(·) управляемой системы (2.6) допустима, если для допу-
стимого управления u(·) она является абсолютно непрерывным решением задачи Коши (2.6)
в G на соответствующем интервале [0, T ] и выполняются ограничения (2.8). Так определен-
ную последовательность {(Pk)}

∞
k=1 будем называть последовательностью аппроксимирующих

задач, соответствующих оптимальной в задаче (P ) паре (x∗(·), u∗(·)). Очевидно, что пара
(x∗(·), u∗(·)), рассматриваемая на интервале [0, Tk], является допустимой в задаче (Pk) для
любого k = 1, 2, . . . .

Из второго условия в (2.8) следует, что для любого k = 1, 2, . . . в задаче (Pk) время T окон-
чания процесса управления ограничено. Следовательно, в силу теоремы Филиппова (см. [16,
Ch. 9]) для любого k = 1, 2, . . . в (Pk) существует оптимальная допустимая пара (xk(·), uk(·)),
определенная на соответствующем интервале [0, T̃k], T̃k > 0, |T̃k−Tk| ≤ 1. В силу (A5) и перво-
го условия в (2.8) можно считать, что эта пара (xk(·), uk(·)) продолжена с интервала времени
[0, T̃k] на весь интервал [0,∞) допустимым для задачи (P ) образом.

Доказательство следующего вспомогательного результата аналогично доказательству лем-
мы 7.1 из [5, §7] (см. также доказательство леммы 2 в [3]).

Лемма 1. Пусть для задачи (P ) выполняются условия (A1)–(A3), (A5), (x∗(·), u∗(·)) —

заданная оптимальная допустимая пара в задаче (P ) и {(Pk)}
∞
k=1 — соответствующая па-

ре (x∗(·), u∗(·)) последовательность аппроксимирующих задач (см. (2.5)–(2.8)). Наконец, пусть

(xk(·), uk(·)) — оптимальная пара в задаче (Pk), а T̃k — соответствующее оптимальное вре-

мя, k = 1, 2, . . . . Тогда для любого T > 0 при всех достаточно больших номерах k выполня-

ются неравенства
T∫

0

‖uk(t)− u∗(t)‖
2 dt ≤

1 + 3e(ρ+1)T

2k−1
, (2.9)

∥∥x(T̃k)− x∗(Tk)
∥∥2 ≤ 3mk

2k(1 + σk)
,

(
T̃k − Tk

)2
≤

3mk

2k(1 + σk)
. (2.10)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку пара (xk(·), uk(·)) оптимальна в задаче (Pk), k =
1, 2, . . . , а пара (x∗(·), u∗(·)) допустима в этой задаче, то

T̃k∫

0

e−ρt
[
g(xk(t), uk(t))−

e−tmk

1 + σk
‖uk(t)− zk(t)‖

2
]
dt−

∥∥xk(T̃k)− x∗(Tk)
∥∥2 −

(
T̃k − Tk

)2

≥

Tk∫

0

e−ρt
[
g(x∗(t), u∗(t))−

e−tmk

1 + σk
‖u∗(t)− zk(t)‖

2
]
dt.

Следовательно,

mk

1 + σk

T̃k∫

0

e−(ρ+1)t‖uk(t)− zk(t)‖
2 dt+

∥∥xk(T̃k)− x∗(Tk)
∥∥2 +

(
T̃k − Tk

)2

≤

T̃k∫

0

e−ρtg(xk(t), uk(t)) dt−

Tk∫

0

e−ρtg(x∗(t), u∗(t)) dt+
mk

1 + σk

Tk∫

0

e−(ρ+1)t‖u∗(t)− zk(t)‖
2 dt.

Поскольку пара (xk(·), uk(·)) допустима в задаче (P̃k), то в силу (A2), условия (2.2), первого
неравенства в (2.4), оптимальности пары (x∗(·), u∗(·)) в (P ) и допустимости пары (xk(·), uk(·))
в этой задаче для произвольного T > 0 и любого достаточно большого k получаем

e−(ρ+1)Tmk

1 + σk

T∫

0

‖uk(t)− zk(t)‖
2 dt+

∥∥xk(T̃k)− x∗(Tk)
∥∥2 +

(
T̃k − Tk

)2

≤

∞∫

0

e−ρtg(xk(t), uk(t)) dt −

∞∫

0

e−ρtg(x∗(t), u∗(t)) dt

+
2mk

2k(1 + σk)
+

mk

2k(1 + σk)
≤

3mk

2k(1 + σk)
.

Значит, для всех достаточно больших номеров k имеем

∥∥xk(T̃k)− x∗(Tk)
∥∥2 ≤ 3mk

2k(1 + σk)
,

(
T̃k − Tk

)2
≤

3mk

2k(1 + σk)

и
T∫

0

‖uk(t)− u∗(t)‖
2 dt ≤ 2

T∫

0

(
‖uk(t)− zk(t)‖

2 + ‖u∗(t)− zk(t)‖
2
)
dt ≤

1 + 3e(ρ+1)T

2k−1
.

Лемма доказана.

Поскольку в силу (2.9) для любого T > 0 ряд

∞∑

k=1

∫ T

0
‖uk(t)− u∗(t)‖

2 dt

сходится, как геометрическая прогрессия, то в силу теоремы Леви (см. [20, гл. V, § 5]) имеем

‖uk(t)− u∗(t)‖
2 → 0 при п.в. t ∈ [0, T ].
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Откуда для соответствующей последовательности {xk(·)}
∞
k=1 получаем

‖xk(·) − x∗(·)‖C([0,T ],Rn) → 0 при k → ∞.

Определим функцию Гамильтона— Понтрягина H : [0,∞) × G × U × R
1 × R

n → R
1 и га-

мильтониан H : [0,∞) ×G×R
1 × R

n → R
1 задачи (P ) стандартным образом:

H(t, x, u, ψ0, ψ) = 〈ψ, f(x, u)〉 + ψ0e−ρtg(x, u),

H(t, x, ψ0, ψ) = sup
u∈U

H(t, x, u, ψ0, ψ).

Следующий результат дает необходимые условия оптимальности в форме принципа мак-
симума Понтрягина для задачи (P ).

Теорема 1. Пусть выполняются условия (A1)–(A5) и (x∗(·), u∗(·)) — оптимальная допу-

стимая пара в задаче (P ). Тогда существуют такие не обращающиеся одновременно в нуль

число ψ0 ≥ 0 и вектор ξ ∈ R
n, что выполняются следующие условия:

(i) Функция ψ : [0,∞) → R
n, определенная равенством

ψ(t) = Z∗(t)ξ + ψ0Z∗(t)

∞∫

t

e−ρt[Z∗(s)]
−1gx(x∗(s), u∗(s)) ds, t ≥ 0, (2.11)

локально абсолютно непрерывна и удовлетворяет основным соотношениям принципа макси-

мума, т.е. ψ(·) является решением сопряженной системы

ψ̇(t) = −Hx(t, x∗(t), u∗(t), ψ
0, ψ(t)), (2.12)

и выполняется условие максимума

H(t, x∗(t), u∗(t), ψ
0, ψ(t))

п.в.

= H(t, x∗(t), ψ
0, ψ(t)). (2.13)

(ii) Выполняется условие стационарности гамильтониана

H(t, x∗(t), ψ
0, ψ(t)) = ψ0ρ

∞∫

t

e−ρsg(x∗(s), u∗(s)) ds, t ≥ 0. (2.14)

(iii) Выполняется включение

ξ ∈ Ls t→∞

{
[Z∗(t)]

−1N∗(t)
}
.

Здесь Z∗(·) — нормированное в нулевой момент времени фундаментальное матричное реше-

ние системы

ż(t) = −f∗x(t, x∗(t), u∗(t))z(t),

многозначное отображение N(·) определяется равенством

N∗(t) =
⋃

λ≥0

{λhx(x∗(t))} , t ≥ 0,

а множество

Ls t→∞

{
[Z∗(t)]

−1N∗(t)
}
=

{
ζ ∈ R

n : ∃{tk}
∞
k=1, lim

k→∞
tk = ∞,

∃{λk}
∞
k=1, λk ≥ 0, ζ = lim

k→∞
λk [Z∗(tk)]

−1 hx(x∗(tk))
}

— верхний топологический предел многозначного отображения t 7→ [Z∗(t)]
−1N∗(t) при t → ∞

(см. [21, § 29]).



42 С.М.Асеев

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (xk(·), uk(·)) — оптимальная допустимая пара и T̃k —
соответствующее оптимальное время в задаче (Pk), k = 1, 2, . . . . В силу второго неравенства
в (2.10) леммы 1 можно считать, что для всех номеров k имеем

∣∣T̃k − Tk
∣∣ < 1, т. е. второе

неравенство в (2.8) выполняется как строгое. Тогда существует такая тройка (ψ0
k, ψk(·), λk)

сопряженных переменных, соответствующих (xk(·), uk(·)), что для всех достаточно больших
k пара (xk(·), uk(·)) удовлетворяет соотношениям принципа максимума Понтрягина для зада-
чи (Pk) вместе с (ψ0

k, ψk(·), λk). Это означает (см. [2, § 4.2]), что ψ0
k ≥ 0, ψk(·) ∈ AC

(
[0, T̃k],R

n
)
,

λk ∈ R
1, λk ≥ 0 и λk = 0, если h(xk(T̃k)) > −1/k, пара (ψ0

k, λk) ненулевая и на интервале

времени [0, T̃k] выполняются условия

ψ̇k(t)
п.в.
= − [fx(xk(t), uk(t))]

∗ ψk(t)− ψ0
ke

−ρtgx(xk(t), uk(t)), (2.15)

Hk(t, xk(t), uk(t), ψ
0
k, ψk(t))

п.в.
= Hk(t, xk(t), ψ

0
k, ψk(t)), (2.16)

ψk(T̃k) = 2ψ0
k

(
xk(T̃k)− x∗(Tk)

)
+ λkhx(xk(T̃k)), (2.17)

H(T̃k, xk(T̃k), ψ
0
k, ψk(T̃k)) = 2ψ0

k

(
T̃k − Tk

)
. (2.18)

Будем считать, что для каждого k функция ψk(·) продолжена на весь интервал [0,∞)
постоянной по непрерывности, т.е. ψk(t) ≡ ψk(T̃k), t ≥ T̃k.

Отметим, что сопряженная система (2.15) и условие максимума (2.16) влекут абсолютную
непрерывность функции t 7→ Hk

(
t, xk(t), ψ

0
k, ψk(t)

)
на интервале [0, T̃k] и выполнение следую-

щего условия стационарности гамильтониана для задачи (Pk) (см. [24]):

d

dt
Hk

(
t, xk(t), ψ

0
k, ψk(t)

) п.в.
=

∂

∂t
Hk

(
t, xk(t), uk(t), ψ

0
k, ψk(t)

)
. (2.19)

В силу условий (2.15), (2.17) и формулы Коши для линейных систем (см. [19, Ch. 4]) для
произвольного t ≥ 0 и любого k = 1, 2, . . . имеем

ψk(t) = Zk(t)
[
Zk(T̃k)

]−1{
2ψ0

k

(
xk(T̃k)− x∗(Tk)

)
+ λkhx(xk(T̃k))

}

+ ψ0
kZk(t)

T̃k∫

t

e−ρs [Zk(s)]
−1 gx(xk(s), uk(s)) ds. (2.20)

Здесь Zk(·) — матричное решение линейной системы

ż(t) = − [fx(xk(t), uk(t))]
∗ z(t)

с начальным условием Zk(0) = I, где I — единичная диагональная n×n матрица. Как и пара
(xk(·), uk(·)), матричная функция Zk(·) определена на всем интервале [0,∞).

Для любого k = 1, 2, . . . пара (ψ0
k, λk) — ненулевая, что в силу условия (2.20) эквивалентно

неравенству ψ0
k + ‖ψk(0)‖ > 0. Поэтому, домножая тройку (ψ0

k, ψk(·), λk) на положительный
множитель, без ограничения общности можно считать, что для всех k выполняется равенство

ψ0
k + ‖ψk(0)‖ = 1. (2.21)

Откуда, переходя, если требуется, к подпоследовательности, получаем ψ0
k → ψ0, ψk(0) → ψ0

при k → ∞, где 0 ≤ ψ0 ≤ 1, ψ0 ∈ R
n, и

ψ0 + ‖ψ0‖ = 1. (2.22)

Рассмотрим последовательность локально абсолютно непрерывных функций {ψk(·)}
∞
k=1 на

[0,∞). Поскольку для любого T > 0 множество всех траекторий системы (1.2) — компакт
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в пространстве C([0, T ],Rn), то последовательность {ψk(·)}
∞
k=1 решений сопряженной систе-

мы (2.15) с удовлетворяющими (2.21) начальными состояниями ψk(0) равномерно ограничена
и равностепенно непрерывна на любом конечном интервале [0, T ], T > 0. Поэтому в силу тео-
ремы Арцела— Асколи, переходя, если требуется, к подпоследовательности, без ограничения
общности можно считать, что существует такая локально абсолютно непрерывная функция
ψ : [0,∞) → R

n, что для произвольного T > 0 последовательность {ψk(·)}
∞
k=1 сходится к ψ(·) в

пространстве C([0, T ],Rn), в частности, ψ(0) = ψ0 = limk→∞ ψk(0). Таким образом, так опреде-
ленная пара (ψ0, ψ(·)) ненулевая, а в силу леммы 1 она удовлетворяют на [0,∞) сопряженной
системе (2.12) и условию максимума (2.13).

Возможны два случая:
1) существует такая последовательность номеров {ki}

∞
i=1, что λki = 0;

2) для всех достаточно больших номеров k имеем λk > 0 и h(x(Tk)) = −1/k.
Рассмотрим случай 1). Тогда, переходя, если требуется, к подпоследовательности, можно

считать, что для всех k = 1, 2, . . . имеем λk = 0, а условие (2.20) принимает вид

ψk(t) = 2ψ0
kZk(t)

[
Zk(T̃k)

]−1
(xk(T̃k))− x∗(Tk))

+ ψ0
kZk(t)

T̃k∫

t

e−ρs
[
Zk(s)

]−1
gx(xk(s), uk(s)) ds. (2.23)

Так как
[
Zk(T̃k)

]−1
=

[
Yk(T̃k)

]∗
и
∥∥Yk(T̃k)

∥∥mk ≤ 1 (см. (1.5) и (1.6)), то из леммы 1 и усло-
вия (1.8), переходя в (2.23) к пределу при k → ∞, получаем

ψ(t) = ψ0Z∗(t)

∞∫

t

e−ρs
[
Z∗(s)

]−1
gx(x∗(s), u∗(s)) ds, t ≥ 0.

Поскольку пара (ψ(·), ψ0) ненулевая и удовлетворяет основным соотношениям принципа мак-
симума, то всегда можно считать, что ψ0 = 1. Отсюда, условие (2.11) выполняется с ψ0 = 1 и
ξ = 0. Данное условие совпадает с поточечным описанием сопряженной переменной, получен-
ным ранее в работах [3; 5; 7–9] для задач на бесконечном интервале времени без асимптотиче-
ских концевых ограничений на допустимые траектории при выполнении различных условий
типа доминирования дисконтирующего множителя. Таким образом, в первом случае оба усло-
вия (i) и (iii) выполняются с ненулевой парой (ψ0, ξ), где ψ0 = 1 и ξ = 0.

Рассмотрим случай 2). Тогда в силу (A4) без ограничения общности можно считать, что
для всех k = 1, 2, . . . имеем λk > 0 и 0 < γ0 ≤ ‖hx(xk(T̃k))‖ ≤ γ1. Определим вектор ξk ∈ R

n

равенством
ξk = λkhx(xk(T̃k)).

В силу условия (2.20) имеем

ψk(0) = 2ψ0
k

[
Zk(T̃k)

]−1(
xk(T̃k)− x∗(Tk)

)
+

[
Zk(T̃k)

]−1
ξk

+ ψ0
k

T̃k∫

0

e−ρs
[
Zk(s)

]−1
gx(xk(s), uk(s)) ds, k = 1, 2, . . . ,

или, что эквивалентно,

[
Zk(T̃k)

]−1
ξk = ψk(0)− 2ψ0

k

[
Zk(T̃k)

]−1(
xk(T̃k)− x∗(Tk)

)

− ψ0
k

T̃k∫

0

e−ρs
[
Zk(s)

]−1
gx(xk(s), uk(s)) ds, k = 1, 2, . . . . (2.24)
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В силу леммы 1 и первого равенства в (1.6) предел правой части (2.24) при k → ∞ существует.

Поэтому существует предел левой части ξ = limk→∞

[
Zk(T̃k)

]−1
ξk ∈ Ls t→∞

{[
Z∗(t)

]−1
N∗(t)

}
.

Таким образом, для вектора ξ выполняется условие (iii).

Из леммы 1 и условия (1.8) для произвольного t ≥ 0, переходя к пределу в равенстве (2.20)
при k → ∞, выводим

ψ(t) = Z∗(t)ξ + ψ0Z∗(t)

∞∫

t

e−ρt[Z∗(s)]
−1gx(x∗(s), u∗(s)) ds .

При этом из равенства (2.22) вытекает, что число ψ0 и вектор ξ не могут обращаться в нуль
одновременно. Таким образом, и во втором случае условия (i) и (iii) выполняются с ненулевой
парой (ψ0, ξ), ψ0 ≥ 0, ξ ∈ R

n.

В обоих случаях 1) и 2) выполнение условия (ii) вытекает из условия (2.19) и равен-
ства (2.18). Действительно, в силу (2.18), (2.19) и абсолютной непрерывности гамильтониана
Hk

(
·, xk(·), ψ

0
k , ψk(·)

)
на интервале [0, T̃k] для k = 1, 2, . . . получаем

Hk

(
t, xk(t), ψ

0
k, ψk(t)

)
= 2ψ0

k

(
T̃k − Tk

)
+ ψ0

kρ

T̃k∫

t

e−ρsg(xk(s), uk(s)) ds

−
(ρ+ 1)mk

1 + σk

T̃k∫

t

e−(ρ+1)s‖uk(s)− zk(s)‖
2 ds

+
2mk

1 + σk

T̃k∫

t

e−(ρ+1)s〈uk(s)− zk(s), żk(s)〉 ds. (2.25)

Переходя в (2.25) к пределу при k → ∞, с учетом леммы (1) и условий (2.1)–(2.3) имеем
равенство (2.14).

Теорема доказана.

3. Об условии доминирования дисконтирующего множителя

Условие доминирования дисконтирующего множителя (A3) играет центральную роль в
доказательстве теоремы 1. Суть этого условия состоит в том, что убывание множителя e−ρt,
t ≥ 0, в интегральном функционале (1.1) идет достаточно быстро, для того чтобы подавить
эффект возможного роста фундаментальной матрицы Y(x,u)(·) и градиента gx(x(·), u(·)) функ-
ции мгновенной полезности вдоль любой допустимой пары (x(·), u(·)). Впервые условие такого
вида было введено в работе [11] в связи с доказательством варианта принципа максимума
Понтрягина для задачи на бесконечном интервале времени для линейной управляемой систе-
мы (1.2) без каких-либо асимптотических ограничений. В дальнейшем результат, полученный
в [11], обобщался и усиливался (также для задач без асимптотических ограничений) в серии
работ [3; 5; 7–9;14]. Как правило, выполнение условий типа доминирования дисконтирующего
множителя приводит к явному описанию сопряженной переменной ψ(·) посредством аналога
формулы Коши (подробнее см. [10, § 5]). Заметим, что используемое здесь условие доминиро-
вания дисконтирующего множителя (A3) сильнее аналогичного условия из [3, § 4].

В заключение аналогично [5, § 12] приведем сформулированные в терминах параметра дис-
контирования ρ и показателей роста матрицы Y(x,u)(·) и градиента gx(·, ·) условия, гарантиру-
ющие выполнение обоих условий (A2) и (A3).
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Теорема 2. Пусть ρ > 0, множество G выпукло, существуют такие постоянные κ ≥ 0,
r ≥ 0, λ ∈ R

1, C1 ≥ 0, C2 ≥ 0, и C3 ≥ 0, что выполняются следующие условия:
(i) Для любых x ∈ G и u ∈ U имеем

‖gx(x, u)‖ ≤ κ(1 + ‖x‖r). (3.1)

(ii) Для любой допустимой пары (x(·), u(·)) имеем

‖x(t)‖ ≤ C1 + C2e
λt,

∥∥Y(x,u)(t)
∥∥ ≤ C3e

λt, t ≥ 0. (3.2)

(iii) Выполняется неравенство

ρ > (r + 2)λ. (3.3)

Тогда справедливы оба условия (A2) и (A3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (x(·), u(·)) — произвольная допустимая пара. В силу
выпуклости множества G для любого t ≥ 0 получаем

g(x(t), u(t)) − g(x0, u(t)) =

1∫

0

〈
gx
(
x0 + s(x(t)− x0), u(t)

)
, x(t)− x0

〉
ds. (3.4)

В силу компактности множества U , неравенства (3.1) и первого неравенства в (3.2) с неко-
торыми не зависящими от пары (x(·), u(·)) постоянными C4 ≥ 0 и C5 ≥ 0 из равенства (3.4)
выводим оценку

e−ρt |g(x(t), u(t))| ≤ C4e
−ρt + C5e

−(ρ−(r+1)λ)t, t ≥ 0. (3.5)

С учетом (3.3) имеем ρ− (r + 1)λ > 0. Отсюда вытекает выполнение (A2).
Далее, из условий (3.1) и (3.2) получаем, что существуют такие постоянные C6 ≥ 0 и

C7 ≥ 0, что для любой допустимой пары (x(·), u(·)) для любого t ≥ 0 выполняется неравенство

e−ρt
∥∥ [Z(x,u)(t)

]−1
gx(x(t), u(t))

∥∥ ≤ C6e
−(ρ−λ)t + C7e

−(ρ−(r+1)λ)t.

В силу (3.3) имеем ρ − λ > 0 и ρ − (r + 1)λ > 0. Значит, выполняется (1.8). Справедливость
условия (1.7) вытекает из (3.3), второго неравенства в (3.2) и оценки (3.5). Следовательно,
выполняется условие (A3).

Теорема доказана.
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