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В данной работе для аффинной детерминированной динамической системы рассмотрена задача дина-
мической реконструкции наблюдаемой фазовой траектории x∗(·) этой системы и породившего ее управле-
ния на базе текущей информации о неточных дискретных замерах x∗(·). Уточняется корректная постанов-
ка задачи о построении аппроксимаций ul(·) искомого нормального управления u∗(·), порождающего x∗(·).
Обсуждается решение этой задачи, которое получено с помощью вариационного подхода, предложенного
авторами. Приведены условия на входные данные задачи и условия согласования параметров аппрок-
симации (параметров точности и частоты замеров траектории и вспомогательного регуляризирующего
параметра). При выполнении этих условий реконструированные траектории xl(·) динамической систе-
мы равномерно сходятся к наблюдаемой траектории x∗(·) в пространстве непрерывных функций C при
l → ∞. В работе конкретизирован алгоритм построения вспомогательных функций, интерполирующих
известные замеры, и получено условие согласования параметров аппроксимации, при котором предлага-
емые управления ul(·) сходятся слабо со звездой к u∗(·) в пространстве суммируемых функций L1.
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Введение

Статья посвящена задачам динамической реконструкции управлений (ЗДРУ) для детер-
минированных управляемых аффинных систем. Роль допустимых управлений играют ограни-
ченные измеримые функции. Реконструкция проводится в реальном времени по мере поступ-
ления дискретных неточных замеров реализующейся (базовой) траектории управляемой си-
стемы, порождаемой неизвестным допустимым управлением. ЗДРУ состоит в реконструкции
так называемого нормального управления — допустимого управления, порождающего базовую
траекторию и имеющего минимальную норму в пространстве L

2.
Проблемы восстановления управлений часто возникают в прикладных задачах, требую-

щих анализа и синтеза управлений динамическими процессами (см., например, в механике [1],
экономике [2], медицине [3]).

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 20-01-00362).
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В частности, в рамки ЗДРУ укладываются актуальные задачи идентификации парамет-
ров детерминированных и распределенных динамических систем. Этой тематике посвящена
значительная часть мировой литературы по динамическим системам.

Так, развитию классического подхода к решению задач идентификации, основанного на
использовании метода наименьших квадратов, посвящена работа [4]. Решение задач иденти-
фикации с помощью анализа отклика (поведения модели в ответ на специального вида управ-
ления) рассмотрено в [5]. В работе [6] получено решение задачи идентификации нагрузок с
помощью регуляризованной функции фильтрации.

Авторы работы [7] Ж. Чунг, А.К.Сайбаба, М. Браун, М. Вестман рассматривают эффек-
тивные итеративные методы, не использующие теорию матриц, основанные на обобщенной
бидиагонализации Голубь — Кахана (Golub–Kahan bidiagonalization), которая допускает авто-
матическую регуляризацию параметров. В [8] исследуется обратная задача оценки внешнего
воздействия на системы в реальном времени. Предложенный подход к решению опирается
на теорию групп Ли. Также задачи идентификации параметров анализировались, например,
М.С.Д’Аутилья, И.Сгура, Б.Боццини в работе [9], в которой предлагается решать подобные
задачи с помощью рядов Фурье.

ЗДРУ можно рассматривать в рамках теории обратных задач, методам решения которых
посвящена обширная часть математической литературы. Обзоры современных методов реше-
ния обратных задач можно найти в статьях [10–12].

Отметим работы С.И.Кабанихина и О.И.Криворотько (см. [13]), в которых предлагает-
ся оптимизационный подход к идентификации моделей на основе методов градиентного типа.
Обратные задачи формулируются в виде операторного уравнения и затем сводятся к миними-
зации соответствующих функционалов невязки.

На основе регуляризации по Тихонову в работах У. Шмитта и др. (см. [14]) разработаны
теоретические и прикладные подходы к решению обратных задач. В этих работах исследуют-
ся дискретные по времени линейные операторные уравнения, и для решения обратных задач
минимизируется функционал Тихонова, где дополнительный штрафной член приводит к глад-
кости минимизатора по времени.

Хорошо известный подход к решению ЗДРУ был предложен А.В.Кряжимским и Ю.С.Оси-
повым (подход ОК, см. [15]). В основе подхода ОК лежит процедура экстремального прице-
ливания. Эта идея имеет истоки в работах школы Н.Н. Красовского по теории позиционного
оптимального управления (см. [16]). Разработаны численные методы решения обратных задач,
основанные на подходе ОК. Обзор этих методов приведен в работе [17].

В представленной работе развивается вариационный подход к решению ЗДРУ, который
был предложен авторами этой статьи, а также Т.Б.Токманцевым (см. [1–3], подход СКТ).
При этом для решения используются вспомогательные неклассические вариационные задачи
на минимум интегрального выпукло-вогнутого функционала невязки. Предложены пошаговые
алгоритмы решения ЗДРУ, синхронизированные с поступлением точек измерения и базиру-
ющиеся на подходе СКТ (см. [1–3]). Эти алгоритмы сводят ЗДРУ к интегрированию систем
линейных ОДУ. В подходах ОК и СКТ применяются варианты регуляризации по Тихонову
(см. [18]).

В статье рассматриваются аффинные детерминированные динамические управляемые си-
стемы. Ставится задача динамической реконструкции фазовой траекторииx∗(·) такой системы
и породившего ее неизвестного управления на базе текущей информации о неточных дискрет-
ных замерах наблюдаемой траектории x∗(·). Уточняется корректная постановка задачи о по-
строении аппроксимаций ul(·) искомого нормального управления u∗(·), порождающего x∗(·).
Обсуждается решение этой задачи, которое получено с помощью вариационного подхода, пред-
ложенного авторами. Приведены условия на входные данные задачи и условия согласования
параметров аппроксимации (параметров точности и частоты замеров траектории и вспомога-
тельного регуляризирующего параметра). При выполнении этих условий реконструированные
траектории xl(·) динамической системы равномерно сходятся к наблюдаемой траектории x∗(·)
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в пространстве непрерывных функций C при l → ∞ (см. [3]). В данной работе конкретизи-
рован алгоритм построения вспомогательных функций, интерполирующих известные замеры.
Получено условие согласования параметров аппроксимации, при котором предлагаемые управ-
ления ul(·) сходятся слабо со звездой к u∗(·) в пространстве суммируемых функций L

1.

1. Постановка задачи

Рассматривается следующая задача динамической реконструкции управлений.

1.1. Динамика

Динамика рассматриваемых управляемых систем имеет вид

dx(t)

dt
= G(t, x(t))u(t) + f(t, x(t)), x ∈ R

n, u ∈ R
m, t ∈ [0, T ], m ≥ n, T <∞, (1.1)

где x — вектор фазовых переменных, а u — вектор управлений.
Допустимые управления — измеримые функции, удовлетворяющие ограничениям

u(t) ∈ U ⊂ R
m почти всюду на [0, T ], (1.2)

где U — выпуклый компакт.

1.2. Входные данные

Наблюдается некоторое движение системы (1.1) x∗(·) : [0, T ] → R
n, которое называется

базовой траекторией. Допустимое управление, порождающее это движение, неизвестно. В ре-
альном времени поступают неточные дискретные замеры yδk базовой траектории x∗(·) : [0, T ] →
R
n. Точность замеров δ > 0 и шаг замеров hδ > 0 зафиксированы. Подразумевается, что

hδ = h(δ)
δ→0−→ 0,

δ

hδ
δ→0−→ 0. (1.3)

Замеры имеют вид
{

yδk : ‖yδk − x∗(tk)‖ ≤ δ, tk = khδ, k = 0, N, N = ⌈T/hδ⌉
}

. (1.4)

Символ ‖ · ‖ обозначает евклидову норму.
На основании этих данных производится реконструкция неизвестного управления, порож-

дающего базовую траекторию.

1.3. Предположения

Будем считать, что входные данные (1.1)–(1.4) удовлетворяют следующим предположени-
ям.

А.1. Существуют такие константы δ0 > 0, h0 > 0, d0 > 0 и компакт Ψ ⊂ R
n, что для любой

точности δ ∈ (0, δ0] и любого шага hδ ∈ (0, h0]
⋃

k=0,N

Bd0 [y
δ
k] ⊂ Ψ.

Символ Br[x] обозначает шар радиуса r с центром в точке x.

А.2. В динамике (1.1) элементы матричной функции G : [0, T ] × R
n → R

n×m и вектор-

функции f : [0, T ] × R
n → R

n липшицевы по совокупности переменных при (t, x) ∈ D0
△
=

[0, T ]×Ψ с константой LD0
> 0.

А.3. Ранг матрицы G(t, x) равен n при (t, x) ∈ D0.
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1.4. Задача динамической реконструкции

Обозначим через U
∗ множество допустимых управлений, порождающих x∗(·). Это мно-

жество непусто, поскольку предполагается, что базовая траектория порождается некоторым
допустимым управлением. Однако это множество может состоять более, чем из одного эле-
мента (в том числе из континуума элементов). Поэтому задача реконструкции управления
некорректна. Чтобы корректно сформулировать эту обратную задачу, вводится понятие нор-
мального управления.

Нормальное управление u∗(·) ∈ U
∗ — это управление, имеющее минимальную норму в

пространстве L
2 среди всех элементов множества U

∗.

Для того чтобы доказать, что нормальное управление определяется единственным образом
при сделанных выше предположениях, рассмотрим следующую вспомогательную минимиза-
ционную задачу.

Для фиксированного момента времени t ∈ [0, T ] такого, что существует производная
dx∗(t)/dt, найти элемент u ∈ R

m, который доставляет минимум величине 0.5〈u, u〉 при сле-
дующих ограничениях:

dx∗(t)

dt
= f(t, x∗(t)) +G(t, x∗(t))u.

Символ 〈·, ·〉 означает скалярное произведение.

Эта задача на условный экстремум сводится (см. [19, п. 1.1.1]) к задаче на минимум функ-
ции Лагранжа

0.5〈u, u〉 +
〈

ψ,
dx∗(t)

dt
− f(t, x∗(t))−G(t, x∗(t))u

〉

→ min, ψ ∈ R
n, ‖ψ‖ 6= 0. (1.5)

Если выполняется предположение А.3, то для матрицы Q(t, x∗(t)) = G(t, x∗(t))
(

G(t, x∗(t))
)⊤

существует обратная матрица
(

Q(t, x∗(t))
)−1

(см. [20, с. 27]), и задача (1.5) имеет единственное
решение

u∗ = u∗(t) =
(

G(t, x∗(t))
)⊤
ψ(t), ψ(t) =

(

Q(t, x∗(t))
)−1

(dx∗(t)

dt
− f(t, x∗(t))

)

. (1.6)

В общем случае построенное управление u∗(·) может не удовлетворять ограничению (1.2). В
связи с этим вводится дополнительное предположение.

А.4. Управление u∗(·) (1.6) удовлетворяет ограничению (1.2).

З а м е ч а н и е. Предположение А.4 выполнено, в частности, в случае, когда m = n при
условии выполнения предположений А.1–А.3. Действительно, в таком случае из предположе-
ния А.3 следует, что

(

Q(t, x∗(t))
)−1

=
(

(G(t, x∗(t)))⊤
)−1(

G(t, x∗(t))
)−1

⇒ u∗(t) =
(

G(t, x∗(t))
)−1

(dx∗(t)

dt
− f(t, x∗(t))

)

= ũ(t) почти всюду на [0, T ],

где ũ(·) — допустимое управление, порождающее x∗(·), которое должно удовлетворять огра-
ничению (1.2), а значит, ему будет удовлетворять и u∗(·).

Итак, в силу того, что решение (1.6) единственно, измеримое нормальное управление u∗(·)
определяется единственным образом для любого момента времени t ∈ [0, T ], в котором суще-
ствует производная dx∗(t)/dt.

Таким образом, мы можем рассмотреть следующую задачу динамической реконструкции
управлений (ЗДРУ), решаемую в реальном времени.
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ЗДРУ. Для любых δ ∈ (0, δ0], h
δ ∈ (0, h0], tk = t0 + khδ, k = 1, 2, . . . , N и набора замеров

{yδi }, i = 0, 1, . . . , k (1.4) найти такое измеримое управление uδ(·) : [t0, tk] → R
m, что в ко-

нечный момент времени T (т. е. к моменту окончания процесса реконструкции) выполняются
следующие условия.

Б.1. Значения управлений {uδ(t)} ограничены существенно и равномерно по δ ∈ (0, δ0].

Б.2. Каждое управление uδ(·) порождает такую траекторию xδ : [0, T ] → R
n системы (1.1)

с краевыми условиями xδ(0) = yδ0, что

lim
δ→0

‖xδ(·) − x∗(·)‖C = 0.

Б.3. Управления {uδ(·)} слабо со звездой сходятся к нормальному:

uδ(·) w∗

→ u∗(·) при δ → 0,

где ‖x(·)‖C — обозначение нормы в пространстве C([0, T ],Rn), а
w∗

→ обозначает слабую со
звездой сходимость в пространстве L

1([0, T ],Rm).

Предполагается, что построение управлений ведется в реальном времени согласованно с
поступлением точек замеров.

2. Решение задачи динамической реконструкции управлений

Приведем описание алгоритма решения задачи Б.1–Б.3 при условии выполнения предпо-
ложений А.1–А.4.

Алгоритм является пошаговым. Шаг алгоритма совпадает с шагом поступления заме-
ров hδ. Выполнение каждого k-го шага алгоритма инициализируется при поступлении k-й
точки замеров yδk. На каждом шаге искомая функция uδ(·) достраивается на временной ин-
тервал [tk−1, tk].

На каждом шаге выполняются следующие процедуры.

2.1. Интерполяция замеров

При поступлении k-й точки замеров достраивается на временной интервал [tk−1, tk] функ-
ция yδ : [0, tk] → R

n, которая является интерполяцией дискретных замеров (1.4). Интерполя-
ция производится кубическими полиномами, удовлетворяющими на каждом шаге следующим
условиям.

В.1. Функция yδ(·) имеет вид

yδ(t) = yδk(t) = a3k(t− tk)
3 + a2k(t− tk)

2 + a1k(t− tk) + a0k, a3k, a
2
k, a

1
k, a

0
k ∈ R

n,

на каждом отрезке [tk−1, tk].

В.2. Значения самой функции и ее производной задаются на концах отрезка [tk−1, tk]:

yδk(tk−1) = yδk−1, yδk(tk) = yδk,
dyδk(tk−1)

dt
= f(tk−1, y

δ
k−1),

dyδk(tk)

dt
= f(tk, y

δ
k).

Заметим, что в силу построения функция yδ(·) непрерывно дифференцируема, и при вы-
полнении условий В.1, В.2 справедливо

‖yδ(t)− x∗(t)‖ ≤ 14 (δ + hδK), t ∈ [0, T ], (2.1)

a0k = yδk−1, a1k = f(tk−1, y
δ
k−1), ‖a2k‖ ≤ 4 (δ + hδK)

(hδ)2
, ‖a3k‖ ≤ 6 (δ + hδK)

(hδ)3
, k = 1, N, (2.2)

K
△
= max

u∈U, (t,x)∈D0

[G(t, x)u + f(t, x)].
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2.2. Вспомогательная задача вариационного исчисления

Фиксируется отрезок времени [tk−1, tk], k ∈ 1, N, и рассматривается следующая вспомога-
тельная задача вариационного исчисления (ВЗВИ).

Найти пару функций (xk(·), uk(·)) ∈ C
1([tk−1, tk],R

n) × C
1([tk−1, tk],R

m) таких, чтобы вы-
полнялись следующие условия.

Г.1. Функции удовлетворяют уравнениям динамики (1.1), а функции uk(·) имеют структу-
ру

uk(t) = − 1

α2

(

G(tk−1, y
δ(tk−1))

)⊤
sk(t), t ∈ [tk−1, tk], sk(·) ∈ C

1([tk−1, tk],R
n), k = 1, N.

Г.2. Функции удовлетворяют краевым условиям

x1(0) = yδ0, u1(0) = 0, k = 1,

xk(tk−1) = yδ(tk−1), sk(tk−1) = sk(tk−1), k = 2, N.

Г.3. Функции составляют стационарную точку в задаче на минимум функционала

I (x(·), u(·)) =
tk
∫

tk−1

[

−‖x(t)− yδ(t)‖2
2

+
α2‖u(t)‖2

2

]

dt,

где α — малый регуляризирующий (по Тихонову, см. [18]) параметр.

2.3. Необходимые условия оптимальности во вспомогательной задаче

вариационного исчисления

Как известно (см. [19, гл. 2]), необходимые условия экстремума во ВЗВИ сводятся к га-
мильтоновой системе вида

dxk(t)

dt
= −α−2G (t, xk(t))

(

G(t, xk(t))
)⊤
sk(t) + f(t, xk(t)),

sk,i(t)

dt
= xk,i(t)− yδi (t)

+ α−2
〈

sk(t),
∂

∂xk,i
G(t, xk(t))

(

G(t, xk(t))
)⊤
sk(t)

〉

+
〈

sk(t),
∂

∂xk,i
f(t, xk(t))

〉

,

uk(t) = α−2
(

G(t, xk(t))
)⊤
sk(t), t ∈ [tk−1, tk], i ∈ 1, n, k = 1, N,

(2.3)

с краевыми условиями

x1(0) = yδ0, s1(0) = 0 при k = 1,

xk(tk−1) = yδk−1, sk(tk−1) = sk−1(tk−1), k = 2, N,

где s : [0, T ] → R
n) — вектор-функция сопряженных переменных.

З а м е ч а н и е. В предложенном далее алгоритме используются лишь известные необ-
ходимые условия экстремума во ВЗВИ. Поэтому не проверяется, достигается ли экстремум в
этой вспомогательной задаче, и непосредственно решение ВЗВИ не ищется.
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2.4. Построение решения задачи динамической реконструкции

управлений

На каждом шаге k = 1, . . . , N рассматривается следующая краевая задача для системы,
которая является линеаризацией системы (2.3):

z̄k(t)
△
= x̄k(t)− yδ(t),

dz̄k(t)

dt
= −α−2Qk s̄k(t) + fk −

dyδ(t)

dt
,

ds̄k(t)

dt
= z̄k(t), t ∈ [tk−1, tk], k = 1, N,

x̄1(0) = yδ0, s̄1(0) = 0, k = 1,

z̄k(tk−1) = 0, s̄k(tk−1) = s̄k−1(tk−1), k = 2, N,

(2.4)

где Qk
△
= G(tk−1, y

δ
k−1)

(

G(tk−1, y
δ
k−1)

)⊤
, fk

△
= f(tk−1, y

δ
k−1). Система (2.4) имеет единственное

решение (xα,δk , sα,δk ) : [tk−1, tk] → R
n × R

n, поскольку она является системой линейных диф-
ференциальных уравнений с непрерывными неоднородными членами. Это решение использу-
ется для построения решения ЗДРУ, а именно, в качестве такого решения рассматриваются
кусочно-непрерывные функции

uα,δ(t) = −α−2Gδ(t) sα,δ(t), t ∈ [0, T ],

Gδ(t)
△
=

{(

G(tk−1, y
δ
k−1)

)⊤
, t ∈ [tk−1, tk)

}

, sα,δ(t)
△
=

{

sα,δk (t), t ∈ [tk−1, tk]
}

.
(2.5)

3. Сходимость построенных управлений

Рассмотрим семейство функций

S̃ =
{

s̃α,δ(·) △
= −s

α,δ(·)
α2

: α ∈ (0, 1], δ ∈ (0, δ0]
}

⊂ C([0, T ],Rn).

Согласно [3, формула (38)] функции семейства S̃ оцениваются следующим образом:

∥

∥

∥

sα,δ(t)

α2

∥

∥

∥
≤ 2nT

1

αhδ
√
λ∗
r (hδ , α), t ∈ [0, T ]. (3.1)

Функция r (hδ, α) является равномерной по k оценкой выражения

max
j=1,n

∥

∥

∥

∥

tk
∫

tk−1

sin
(

√

λk,j

α
(t− τ)

)(

fk −
dyδk(τ)

dτ

)

dτ

∥

∥

∥

∥

, (3.2)

согласно [3, формулы (32), (34)]. Здесь λ∗ > 0 — наименьший элемент замкнутого (см. [20, гл. 8,

§ 7]) множества собственных значений матриц
{

Q(t, x)
△
= G(t, x)

(

G(t, x)
)⊤

: (t, x) ∈ D0

}

(где
компакт D0 — из предположения А.2), а {λk,j, j = 1, n} — собственные значения матрицы Qk.

С учетом того, что yδk(·) как полином третьей степени имеет нулевую четвертую производ-
ную, интеграл (3.2) путем интегрирования по частям дважды обращается в выражение

α√
λ∗

[

(fk−1 − fk)−
α√
λ∗

d2 yδk(tk)

dt2
sin

(

√
λ∗h

δ

α

)

+
α2

λ∗

d3 yδk(tk)

dt3

(

1− cos
(

√
λ∗ h

δ

α

))

]

. (3.3)



Слабые со звездой аппроксимации решения задачи динамической реконструкции 215

Из условий В.1, В.2 для функций yδk(·) следует, что

d2 yδk(tk)

dt2
= 2 a2k,

d3 yδk(tk)

dt3
= 6 a3k, k = 1, N.

Тогда с учетом (2.2) и липшицевости функции f(t, x) норма (3.3) оценивается величиной

r (hδ , α) =
αhδ√
λ∗

[

2LD0

(

2
δ

hδ
+K+1

)

+12
α√

λ∗ (hδ)2

( δ

hδ
+3K

)

+48
α2

√
λ∗(hδ)3

( δ

hδ
+3K

)

]

. (3.4)

В таком случае при выполнении условий согласования параметров аппроксимации (1.3) и

α = α(δ)
δ→0−→ 0, lim

δ→0

α(δ)

(hδ)2
= K0 > 0 (3.5)

из (3.1) и (3.4) получаем, что

lim
δ→0

max
t∈[0,T ]

∥

∥

∥

sα,δ(t)

α2

∥

∥

∥
≤ 2LD0

(K + 1) + 36
1

λ∗
KK0. (3.6)

Условие (3.6) влечет равномерную по δ ограниченность непрерывных функций семейства S̃.
Тогда по [21, теорема 3, гл. IV, § 3, п. 4] из последовательности s̃α,δ(·) ⊂ L

1([0, T ],Rn) можно из-
влечь подпоследовательность s̃αl,δl(·), сходящуюся слабо со звездой в пространстве L1([0, T ],Rn)
к некоторой измеримой функции s0 : [0, T ] → R

n:

s̃αl,δl(·) w∗

→ s0(·), l → ∞. (3.7)

Для краткости в этом разделе используются обозначения

G∗(t)
∆
=

(

G(t, x∗(t))
)⊤
, sl(t)

∆
= s̃αl,δl(t).

Теперь покажем, что элементы gδi,j(·) матрицы Gδ(t) из (2.5) сходятся равномерно к элемен-
там g∗i,j(·) матрицы G∗(t) при δ → 0. Действительно, в силу предположений А.2, В.1, В.2 и
соотношения (2.1) при всех t ∈ [0, T ] выполняются оценки

|gδi,j(t)− g∗i,j(t)| ≤ |gj,i(tk−1, y
δ(tk−1))− gj,i(t, y

δ(t))|+ |gj,i(t, yδ(t))− gj,i(t, x
∗(t))|

≤ 16 (δ + hδK)LD0

δ→0−→ 0, i = 1,m, j = 1, n, t ∈ [0, T ], (3.8)

где tk−1 — ближайший к t узел разбиения отрезка [0, t] шагом hδ.

Наконец, покажем, что кусочно-непрерывные функции ul(t) = Gl(t)sl(t) слабо со звездой
сходятся в L

1([0, T ],Rm) к измеримой функции u0(t) = G∗(t)s0(t). Рассмотрим следующие
выражения, где ϕ : [0, T ] → R

m — произвольная непрерывная функция:

lim
l→∞

T
∫

0

(ϕ(t))⊤
[

Gδl(t)sl(t)−G∗(t)s0(t)
]

dt

= lim
l→∞

T
∫

0

(ϕ(t))⊤
[

(Gδl(t)−G∗(t)) sl(t)
]

dt+

T
∫

0

(ϕ(t))⊤
[

G∗(t)(sl(t)− s0(t))
]

dt

= lim
l→∞

T
∫

0

∑

j=1,m

[

ϕj(t)
∑

i=1,n

[

(gδlj,i(t)− g∗j,i(t))s
l
i(t)

]

]

dt
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+ lim
l→∞

T
∫

0

(ϕ(t))⊤
[

G∗(t)(sl(t)− s0(t))
]

dt. (3.9)

Из (3.8), ограниченности непрерывной функции ϕ(t) и равномерной ограниченности семей-
ства функций S̃ вытекает, что при всех t ∈ [0, T ] справедливо, что

lim
l→∞

ϕj(t) s
l
i(t)(g

δl
j,i(t)− g∗j,i(t)) = 0, i = 1, n, j = 1,m, t ∈ [0, T ].

Тогда по теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла получим

lim
l→∞

T
∫

0

∑

j=1,m

[

ϕj(t)
∑

i=1,n

[

(gδlj,i(t)− g∗j,i(t))s
l
i(t)

]

]

dt = 0. (3.10)

Более того, из непрерывности элементов (ϕ(·))⊤G∗(·) и слабой со звездой сходимости (3.7) в
L
1([0, T ],Rn) функций sl(t) к s0(t) при l → ∞ следует, что

lim
l→∞

T
∫

0

(ϕ(t))⊤G∗(t)[sl(t)− s0(t)] dt = 0. (3.11)

Из (3.9)–(3.11) выводим

lim
l→∞

T
∫

0

(ϕ(t))⊤
[

Gδl(t) sl(t)−G∗(t) s0(t)
]

dt = 0 ∀ϕ(·) ∈ C([0, T ],Rm).

Иначе говоря, в пространстве L
1([0, T ],Rm)

uαl,δl(·) w∗

→ u0(·), u0(·)
△
= G∗(·) s0(·). (3.12)

Проверим, что u0(·) порождает x∗(·). Управления {uαl,δl(·), l ∈ N} порождают траектории
{xl(·), l ∈ N} системы (1.1), и справедливы равенства

xl(t) =

t
∫

0

G(τ, xl(τ))uαl,δl(τ) + f(τ, xl(τ)) dτ. (3.13)

В работе [3, формула (52)] было показано, что

lim
l→∞

‖xl(·)− yδl(·)‖C = 0

при условиях (3.5); отсюда и из из условия (2.2) следует, что ‖xl(·)− x∗(·)‖C l→∞−→ 0.
Из этого свойства и слабой сходимости uαl,δl(·) к u0(·) (3.12), устремив l к бесконечности в

выражении (3.13), имеем

x∗(t) =

t
∫

0

f(τ, x∗(τ)) +G(τ, x∗(τ))u0(τ) dτ, t ∈ [0, T ],

в силу этого
dx∗(t)

dt
= G(t, x∗(t))u0(t) + f(t, x∗(t)) (3.14)

почти всюду на [0, T ]. Это и означает, что u0(·) порождает x∗(·).
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Теперь покажем, что u0(·) является нормальным управлением. Для этого подставим (3.12)
в (3.14):

dx∗(t)

dt
= G(t, x∗(t))

(

G(t, x∗(t))
)⊤
s0(t) + f(t, x∗(t)). (3.15)

Рассмотрим выражение (3.15) в каждый фиксированный момент времени t ∈ [0, T ] такой, что
существует производная dx∗(t)/dt, как систему n линейных алгебраических уравнений отно-
сительно s0(t). Из предположения А.1 следует, что ранг G(t, x∗(t)) равен n, а значит матрица

G(t, x∗(t))
(

G(t, x∗(t))
)⊤

невырожденная (см. [20, с. 27]). Тогда система уравнений (3.15) имеет
единственное решение

s0(t) =
(

G(t, x∗(t))(G(t, x∗(t)))⊤
)−1

( dx∗(t)

dt
− f(t, x∗(t))

)

.

Как можно заметить, s0(·) совпадает с функцией ψ(·) из (1.6), а значит, управление u0(·)
является нормальным.

4. Основной результат

Резюмируя вышесказанное, сформулируем полученный результат в виде следующей тео-
ремы.

Теорема. Если в задаче динамической реконструкции входные данные (1.1)–(1.4) удо-

влетворяют условиям A.1–A.4, то существует последовательность кусочно-непрерывных

функций ul(t) вида

ul(t) = uαl,δl(t) = − 1

α2
l

Gδl(t) sαl,δl(t), t ∈ [0, T ],

Gδl(t)
△
=

{

(G(tk−1, y
δl
k−1))

⊤, t ∈ [tk−1, tk]
}

, sαl,δl(t)
△
=

{

sαl,δl
k (t), t ∈ [tk−1, tk]

}

,

которая при условиях согласования параметров αl, δl, h
δl (1.3), (3.5) и при l → ∞ обеспечи-

вает решение задачи динамической реконструкции в смысле Б.1–Б.3.

Д о к а з а т е л ь с т в о выполнения условий Б.1, Б.2 повторяет доказательство, содер-
жащееся в работе [3, разд. 4.1, 4.2] с учетом конкретизированной процедуры В.1, В.2 постро-
ения непрерывных аппроксимаций замеров базовой траектории. Доказательству выполнения
условия Б.3 посвящен материал разд. 3. �

Отметим, что условие Б.3 естественно при постановке задачи о динамической реконструк-
ции измеримых обобщенных управлений (скользящих режимов, см. [22, гл. IV; 23, гл. II]), ко-
торые планируется изучить в ближайшем будущем.
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