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Рассматривается начально-краевая задача для двумерного уравнения теплопроводности с источником.
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1. Введение. Постановка задачи

Обратные задачи для уравнения теплопроводности представляют собой широкий класс об-
ратных задач для дифференциальных уравнений. Их многообразие определяется, с одной сто-
роны, различными прикладными проблемами, при решении которых они возникают, а с другой
стороны, всевозможными вариантами их математических постановок. Исследованию обратных
задач для уравнения теплопроводности посвящено большое число публикаций (см., напри-
мер, [1–10] и имеющуюся там библиографию).

Важный класс обратных задач для уравнения теплопроводности образуют задачи опреде-
ления неизвестного источника по дополнительной информации о решении уравнения. Одним
ключевых при этом является вопрос о единственности решения обратной задачи. Единствен-
ность решения задач определения источника исследовалась в [11–19] и ряде других работ. Как
правило, в задачах определения источника ищется одна неизвестная функция по дополнитель-
ной информации о решении начально-краевой задачи. Однако с практической точки зрения,
возможны такие постановки задачи, когда источник является составным, т. е. представляет
собой сумму двух или более неизвестных функций. Исследованию вопросов единственности
решения задачи определения такого типа источника посвящена эта работа.

1Работа выполнена при поддержке Московского центра фундаментальной и прикладной математи-
ки.
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Рассмотрим начально-краевую задачу для функции u(x, y, t):

ut = ∆u+ F (x, y)p1(t) +G(x, y)p2(t), (x, y) ∈ D, t > 0, (1.1)

u(x, 0, t) = 0, x ∈ R, t ≥ 0, (1.2)

uy(x, l, t) = 0, x ∈ R, t ≥ 0, (1.3)

u(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ D, (1.4)

где D = {(x, y) : x ∈ R, y ∈ (0, l)}.
Сформулируем обратную задачу. Пусть функции p1(t) и p2(t) заданы, а функции F (x, y)

и G(x, y) неизвестны. Требуется определить F (x, y) и G(x, y), если задана дополнительная
информация о решении задачи (1.1)–(1.4)

uy(x, 0, t) = h(x, t), x ∈ R, t ≥ 0. (1.5)

Эта задача для p1(t) = e−µ1t, p2(t) = e−µ2t была исследована в работе [18]. Было показано,
что в общей постановке ее решение неединственно и указан класс функций F (x, y) и G(x, y),
в котором решение обратной задачи единственно.

В этой статье сформулированная обратная задача изучается для случая, когда p1(t) и p2(t)
являются степенными функциями.

2. Основные результаты

Рассмотрим вначале обратную задачу при p1(t) = t и p2(t) = t2. Покажем, что несмотря
на сильное сужение класса неизвестных функций F (x, y) и G(x, y), решение обратной задачи
в этом случае будет неединственно.

Введем множество функций

K = {f(x) : f ∈ C(R), |f(x)| ≤ c(1 + x2)−1, x ∈ R},

где c — положительная постоянная.

Обозначим через λn числа
π(2n − 1)

2l
, n = 1, 2, 3, . . . .

Рассмотрим класс Km функций Fm(x, y) таких, что

Fm(x, y) =

m
∑

n=1

fn(x) sin(λny), (x, y) ∈ D̄, (2.1)

где fn(x) принадлежат множеству K для всех n = 1, 2, . . . ,m.

Покажем, что решение обратной задачи в классе функций Km неединственно. Так как рас-
сматриваемая обратная задача линейна, то достаточно доказать неединственность ее решения
в случае, когда функция h(x, t) в условии (1.5) равна нулю.

Обозначим через u(x, y, t;F,G) решение задачи (1.1)–(1.4), соответствующее некоторым
функциям F (x, y) и G(x, y).

Теорема 1. Пусть p1(t) = t и p2(t) = t2. Существует бесконечное множество пар функ-

ций Fm(x, y) и Gm(x, y), представимых в виде (2.1), таких, что

uy(x, 0, t;Fm, Gm) = 0, x ∈ R, t ≥ 0. (2.2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим класс функций

U0 =
{

u(x, y, t) : u ∈ C(D̄ × R̄
+), |u(x, y, t)| ≤ c(t)(1 + x2)−1, (x, y, t) ∈ D̄ × R̄

+
}

,

где c(t) — положительная функция.
Пусть для функций

Fm(x, y) =
m
∑

n=1

fn(x) sin(λny), Gm(x, y) =
m
∑

n=1

gn(x) sin(λny),

принадлежащих классу Km, существует решение задачи (1.1)–(1.4) u(x, y, t;Fm, Gm) такое, что
u, ux, uy, ut, uxx, uyy ∈ U0.

Обозначим через Φ[f ](k) преобразование Фурье функции f(x) из множества K:

Φ[f ](k) =
1√
2π

∞
∫

−∞

e−ikxf(x)dx,

а через Φ−1 — обратное преобразование Фурье.
Рассмотрим функцию

v(k, y, t;Fm, Gm) =
1√
2π

∞
∫

−∞

e−ikxu(x, y, t;Fm, Gm) dx.

Так как u(x, y, t;Fm, Gm) является решением задачи (1.1)–(1.4), то v(k, y, t;Fm, Gm) такова, что

vt = vyy − k2v +

m
∑

n=1

(

tΦ[fn](k) + t2Φ[gn](k)
)

sin(λny), k ∈ R, y ∈ (0, l), t ≥ 0, (2.3)

v(k, 0, t;Fm , Gm) = 0, k ∈ R, t ≥ 0, (2.4)

vy(k, l, t;Fm, Gm) = 0, k ∈ R, t ≥ 0, (2.5)

v(k, y, 0;Fm , Gm) = 0, k ∈ R, y ∈ [0, l]. (2.6)

Для решения задачи (2.3)–(2.6) справедлива формула

v(k, y, t;Fm, Gm) =
m
∑

n=1

Φ[fn](k)R1n(t, k) sin(λny) +
m
∑

n=1

Φ[gn](k)R2n(t, k) sin(λny), (2.7)

где

R1n(t, k) =
t

λ2
n + k2

− 1

(λ2
n + k2)2

[

1− e−(λ2
n
+k2)t

]

, (2.8)

R2n(t, k) =
t2

λ2
n + k2

− 2t

(λ2
n + k2)2

+
2

(λ2
n + k2)3

[

1− e−(λ2
n
+k2)t

]

. (2.9)

Предположив, что функция u(x, y, t;Fm, Gm) удовлетворяет условию (2.2), получим, что

vy(k, 0, t;Fm, Gm) =

m
∑

n=1

[

Φ[fn](k)R1n(t, k) + Φ[gn](k)R2n(t, k)
]

λn = 0, k ∈ R, t ≥ 0. (2.10)

Из определения функций R1n(t, k) и R2n(t, k) следует, что равенство (2.10) эквивалентно ра-
венствам

2Φ[gn](k) = (λ2
n + k2)Φ[fn](k), k ∈ R, n = 1, 2, . . . ,m, (2.11)
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m
∑

n=1

λnΦ[fn](k) = 0, k ∈ R. (2.12)

Покажем, что в рассматриваемом случае решение обратной задачи не будет единственно
даже при m = 2.

Пусть f̄1(x) — произвольная четная функция с компактным носителем такая, что f̄1 ∈
C∞(R). Определим функции f̄2(x), ḡ1(x) и ḡ2(x):

f̄2(x) = −λ1(λ2)
−1f̄1(x), x ∈ R, (2.13)

ḡn(x) = Φ−1
[1

2
(λ2

n + k2)Φ[f̄n](k)
]

(x), x ∈ R, n = 1, 2. (2.14)

Из свойств f̄1(x) следует, что f̄1, f̄2, ḡ1, ḡ2 ∈ K. Учитывая определения (2.13), (2.14), получим,
что для функций f̄1(x), f̄2(x), ḡ1(x) и ḡ2(x) выполнены равенства (2.11), (2.12) при m = 2.

Определим функции

F̄2(x, y) =
2

∑

n=1

f̄n(x) sin(λny), Ḡ2(x, y) =
2

∑

n=1

ḡn(x) sin(λny)

и рассмотрим решение задачи (1.1)–(1.4) u(x, y, t; F̄2, Ḡ2), соответствующее этим функциям.
Из определений (2.13), (2.14) следует, что для преобразования Фурье v(k, y, t; F̄2, Ḡ2) от функ-
ции u(x, y, t; F̄2, Ḡ2) справедливо равенство

vy(x, 0, t; F̄2, Ḡ2) = 0, y ∈ R, t ≥ 0.

Тогда u(x, y, t; F̄2, Ḡ2) удовлетворяет условию (2.2), а значит, решение обратной задачи неедин-
ственно.

Так как существует бесконечно много четных функций f̄(x), f̄ ∈ C∞(R), имеющих ком-
пактный носитель, то существует бесконечно много пар функций F̄2(x, y), Ḡ2(x, y) таких, что
фунция u(x, y, t; F̄2, Ḡ2) — решение задачи (1.1)–(1.4) при p1(t) = t и p2(t) = t2 удовлетворяет
условию (2.2).

Теорема 1 доказана.

З а м е ч а н и е 1. Из предложенного доказательства неединственности решения обрат-
ной задачи при p1(t) = t, p2(t) = t2, m = 2 следует, что в случае m > 2 можно строить примеры
неединственности решения с большим числом произвольных функций.

Докажем, что существуют такие функции p1(t) = tM , p2(t) = tq, что для них решение
обратной задачи единственно в классе функций Km, где m — произвольное фиксированное
натуральное число.

Дадим определение решения обратной задачи.

О п р е д е л е н и е 1. Функции Fm(x, y), Gm(x, y), u(x, y, t;Fm, Gm) называются решени-
ем обратной задачи (1.1)–(1.5), если Fm(x, y), Gm(x, y) принадлежат классу Km, u, ux, uy, ut,
uxx, uyy ∈ U0 и Fm(x, y), Gm(x, y), u(x, y, t;Fm, Gm) удовлетворяют (1.1)–(1.5).

Так как обратная задача (1.1)–(1.5) линейна, то для доказательства единственности ее
решения достаточно доказать, что при h(x, t) = 0 она имеет только нулевое решение.

Теорема 2. Пусть p1(t) = tM , p2(t) = tq, где M и q — натуральные числа такие, что

M > m + q. Тогда, если Fm(x, y), Gm(x, y), u(x, y, t;Fm, Gm) — решение обратной задачи с

h(x, t) = 0, то Fm(x, y) = Gm(x, y) = 0 для (x, y) ∈ D̄, а u(x, y, t;Fm, Gm) = 0 для (x, y) ∈ D̄,

t ≥ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим преобразование Фурье v(k, y, t;Fm, Gm) функции
u(x, y, t;Fm, Gm).
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Так как u(x, y, t;Fm, Gm) является решением обратной задачи с h(x, t) = 0, то функция
v(k, y, t;Fm, Gm) такова, что

vt = vyy − k2v +

m
∑

n=1

(

tMΦ[fn](k) + tqΦ[gn](k)
)

sin(λny), k ∈ R, y ∈ (0, l), t ≥ 0, (2.15)

v(k, 0, t;Fm , Gm) = 0, k ∈ R, t ≥ 0, (2.16)

vy(k, l, t;Fm, Gm) = 0, k ∈ R, t ≥ 0, (2.17)

v(k, y, 0;Fm , Gm) = 0, k ∈ R, y ∈ [0, l], (2.18)

vy(k, 0, t;Fm, Gm) = 0, k ∈ R, t ≥ 0. (2.19)

Из уравнения (2.15) и условий (2.16)–(2.18) следует, что

v(k, y, t;Fm, Gm) =

m
∑

n=1

Φ[fn](k) sin(λny)

t
∫

0

e−(λ2
n
+k2)(t−τ)τM dτ

+

m
∑

n=1

Φ[gn](k) sin(λny)

t
∫

0

e−(λ2
n
+k2)(t−τ)τ q dτ.

Учитывая условие (2.19), получим, что

m
∑

n=1

λnΦ[fn](k)

t
∫

0

e−(λ2
n
+k2)(t−τ)τM dτ

+

m
∑

n=1

λnΦ[gn](k)

t
∫

0

e−(λ2
n
+k2)(t−τ)τ q dτ = 0, k ∈ R, t ≥ 0. (2.20)

Из этого равенства следует, что Φ[fn](k) являются решениями однородной системы линейных
алгебраических уравнений

m
∑

n=1

λn(λ
2
n + k2)−sΦ[fn](k) = 0, s = 1, 2, . . . ,m, k ∈ R.

Так как определитель этой системы отличен от нуля для всех k ∈ R, то

Φ[fn](k) = 0, n = 1, 2, . . . ,m, k ∈ R. (2.21)

Учитывая эти равенства и условие (2.20), имеем

m
∑

n=1

λnΦ[gn](k)

t
∫

0

e−(λ2
n
+k2)(t−τ)τ q dτ = 0, k ∈ R, t ≥ 0,

а значит,
Φ[gn](k) = 0, n = 1, 2, . . . ,m, k ∈ R. (2.22)

Из равенств (2.21) и (2.22) следует, что Fm(x, y) = Gm(x, y) = 0 для (x, y) ∈ D̄. Тогда
u(x, y, t;Fm, Gm) = 0 для (x, y) ∈ D̄, t ≥ 0.

Теорема 2 доказана.

Рассмотрим другой вариант сужения класса неизвестных функций F (x, y), G(x, y), обес-
печивающий единственность решения обратной задачи.
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Пусть p1(t) = t, p2(t) = t2.
Обозначим через Q множество функций F (x, y), имеющих компактный носитель

suppF ∈ D и таких, что F ∈ C2,3(D̄).

О п р е д е л е н и е 2. Функции F (x, y), G(x, y), u(x, y, t;F,G) называются решением об-
ратной задачи (1.1)–(1.5), если F,G ∈ Q, u, ux, uy, ut, uxx, uyy ∈ U0 и F (x, y), G(x, y),
u(x, y, t;F,G) удовлетворяют (1.1)–(1.5).

Теорема 3. Пусть p1(t) = t, p2(t) = t2. Если функции F (x, y), G(x, y), u(x, y, t;F,G)
являются решением обратной задачи с h(x, t) = 0 и suppF ∩ suppG = ∅, то F (x, y) =
G(x, y) = 0 для (x, y) ∈ D̄, u(x, y, t;F,G) = 0 для (x, y) ∈ D̄, t ≥ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим преобразования Фурье

v(k, y, t;F,G) =
1√
2π

∞
∫

−∞

e−ikxu(x, y, t;F,G) dx,

FΦ(k, y) =
1√
2π

∞
∫

−∞

e−ikxF (x, y) dx, GΦ(k, y) =
1√
2π

∞
∫

−∞

e−ikxG(x, y) dx.

Так как u(x, y, t;F,G) удовлетворяет (1.1)–(1.4), то для v(k, y, t;F,G) справедливо пред-
ставление

v(k, y, t;F,G) =
∞
∑

n=1

fΦn(k)R1n(t, k) sin(λny) +
∞
∑

n=1

gΦn(k)R2n(t, k) sin(λny), (2.23)

где

fΦn(k) =
2

l

l
∫

0

FΦ(k, y) sin(λny) dy, gΦn(k) =
2

l

l
∫

0

GΦ(k, y) sin(λny) dy,

а R1n(t, k) и R2n(t, k) определяются формулами (2.8), (2.9).
Учитывая то, что функция u(x, y, t;F,G) удовлетворяет условию (1.5) с h(x, t) = 0, и ис-

пользуя формулу (2.23), получим, что

∞
∑

n=1

fΦn(k)R1n(t, k)λn +

∞
∑

n=1

gΦn(k)R2n(t, k)λn = 0, k ∈ R, t ≥ 0. (2.24)

Из равенства (2.24) и формул (2.8), (2.9) следует, что 2gΦn(k) = (λ2
n + k2)fΦn(k), k ∈ R, n =

1, 2, . . . . Умножив эти равенства на sin(λny) и просуммировав по n, получим

− ∂2

∂y2
FΦ(k, y) + k2FΦ(k, y) = 2GΦ(k, y), k ∈ R, y ∈ [0, l].

Взяв обратное преобразование Фурье, имеем ∆F = −2G(x, y), (x, y) ∈ D. Рассматривая это
уравнение в области D\suppG, получим, что

∆F = 0, (x, y) ∈ D\suppG. (2.25)

Из этого уравнения и теоремы о единственности продолжения решения эллиптического урав-
нения с аналитическими коэффициентами [20] следует, что F (x, y) = 0 в D. Тогда G(x, y) = 0
в D, а значит, и u(x, y, t;F,G) = 0 для (x, y) ∈ D̄, t ≥ 0.

Теорема 3 доказана.

З а м е ч а н и е 2. Результаты теоремы 3 легко обобщаются на случай произвольных
степенных функций p1(t) = tn и p2(t) = tm. При этом уравнение (2.25) заменяется на урав-
нение эллиптического типа высокого порядка, для которого также справедлива теорема о
единственности продолжения решения эллиптического уравнения с аналитическими коэффи-
циентами [20].
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