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Рассматривается задача оптимального граничного управления решениями уравнения эллиптического
типа в ограниченной области с гладкой границей, с малым коэффициентом при операторе Лапласа и ма-
лым, соподчиненным с первым, коэффициентом при граничном условии и интегральными ограничениями
на управление 





Lεz :=−ε2∆z + a(x)z = f(x), x ∈ Ω, z ∈ H1(Ω),

lεz := εβ
∂z

∂n
= g(x) + u(x), x ∈ Γ,

со следующим функционалом качества

J(u) := ‖z − zd‖2 + ν−1|||u|||2 → inf, u ∈ U ,

где 0 < ε ≪ 1, β > 0, β ∈ Q, ν > 0, H1(Ω) — соболевское пространство функций, ∂z/∂n — производная
функции z в точке x ∈ Γ по направлению внешней (по отношению к области Ω) нормали,

a(·), f(·), zd(·) ∈ C∞(Ω), g(·) ∈ C∞(Γ), ∀x ∈ Ω a(x) > α2 > 0,

U = U1, Ur :={u(·) ∈ L2(Γ): |||u||| 6 r}.

Здесь через ‖ · ‖ обозначена норма в пространстве L2(Ω), а через ||| · ||| — норма в пространстве L2(Γ).
Получено полное асимптотическое разложение по степеням малого параметра решения рассматриваемой
задачи в случае, когда β > 3/2. В отличие от ранее рассмотренного случая, в данной задаче существен-
ность ограничений на управление зависит от |||g|||.

Ключевые слова: сингулярные задачи, оптимальное управление, краевые задачи для систем урав-
нений в частных производных, асимптотические разложения.

A. R.Danilin. Asymptotics of a solution to a problem of optimal boundary control with two

small cosubordinate parameters. II.

We consider a problem of optimal boundary control for solutions of an elliptic type equation in a bounded
domain with smooth boundary with a small coefficient at the Laplace operator, a small coefficient, cosubordinate
with the first, at the boundary condition, and integral constraints on the control:
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Here ‖ · ‖ and ||| · ||| are the norms in the spaces L2(Ω) and L2(Γ), respectively. We find a complete asymptotic
expansion of the solution of the problem in powers of the small parameter in the case where β > 3/2. In contrast
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Введение

В данной работе продолжено изучение задачи граничного оптимального управления [1] с
двумя малыми соподчиненными параметрами, описанной в аннотации. В отличие от предыду-
щей работы [2] здесь рассмотрен новый случай изменения параметра β, который ранее никем
не изучался. Основной проблемой исследования является получение полного асимптотиче-
ского разложения решения рассматриваемой задачи оптимального управления. Основными
методами исследования являются методы теории оптимального управления распределенными
системами, методы асимптотического анализа и общематематические методы дедуктивного
доказательства.

Иcследование задач оптимального управления, определяемых уравнениями в частных про-
изводных, не теряет своей актуальности (см., например, [3–5] и библиографию в них).

В рассматриваемом случае в отличие от работы [2], в которой был подробно изучен случай
β ∈ (0; 3/2), существенность ограничений на управления зависит от величины |‖g|‖.

Другие сингулярные задачи оптимального управления решениями эллиптических уравне-
ний рассматривались в [6; 7].

1. Постановка задачи

Пусть Ω ⊂ Rn (n = 2, 3) — ограниченная область с границей Γ := ∂Ω. Будем предполагать,
что Ω = Ω ∪ Γ есть многообразие с краем Γ класса C∞, расположенное по одну сторону от Γ.

Рассмотрим следующую задачу граничного оптимального управления [1, гл. 2, соотноше-
ния (2.41), (2.9)]:





Lεz :=−ε2∆z + a(x)z = f(x), x ∈ Ω, z ∈ H1(Ω),

lεz := εβ
∂z

∂n
= g(x) + u(x), x ∈ Γ,

(1.1)

J(u) := ‖z − zd‖2 + ν−1|||u|||2 → inf, u ∈ U , (1.2)

где 0 < ε ≪ 1, β > 0, β ∈ Q, ν > 0, H1(Ω) — соболевское пространство функций [8;9], ∂z/∂n —
производная функции z в точке x ∈ Γ по направлению внешней (по отношению к области Ω)
нормали,

a(·), f(·), zd(·) ∈ C∞(Ω), g(·) ∈ C∞(Γ) ∀x ∈ Ω a(x) > α2 > 0,

U = U1, Ur :=
{
u(·) ∈ L2(Γ): |||u||| 6 r

}
, β ∈ [3/2; 2).

(1.3)

Здесь через ||| · ||| обозначена норма в пространстве L2(Γ). Скалярное произведение в L2(Γ)
будем обозначать через 〈·, ·〉. В пространстве L2(Ω) для нормы и скалярного произведения
используются обозначения ‖ · ‖ и (·, ·) соответственно.

В [2, формулы (1.4) и (1.5)] получены следующие условия оптимальности: единственное
оптимальное управление и соответствующее ему zε(·) находятся как единственное решение
задачи





Lεzε = f(x), Lεpε − zε = −zd(x), zε, pε ∈ H1(Ω),

lεzε + λεpε(x) = g(x), lεpε = 0, x ∈ Γ,
(1.4)

uε(·) = −λεpε

∣∣∣
Γ
, λε ∈ (0; νε2−β ] : (λε|||pε||| 6 1) ∧

(
(νε2−β − λε) (1− λε|||pε|||) = 0

)
. (1.5)

Таким образом, оптимальное управление uε и состояние zε в задаче (1.1), (1.2) определя-
ются из решения задачи (1.4), (1.5).
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Цель работы — изучить поведение zε, pε и λε при ε → 0 и при каждом фиксированном
β ∈ [3/2; 2) построить асимптотическое разложение zε, pε и λε при ε → 0 с точностью до любой
степени параметра ε.

Для сокращения записи (и в связи с постоянством β при изменяемом ε) зависимость рас-
сматриваемой задачи и ее решения от β не указывается.

2. Априорные оценки и разрешимость краевых задач

В [2, лемма 2] показано, что если f ∈ L2(Ω), q ∈ L2(Γ), а zε есть решение задачи

Lεzε = f(x), x ∈ Ω, zε ∈ H1(Ω), lεzε = q(x), x ∈ Γ, (2.1)

то существует K > 0 (не зависящее от ε и β) такое, что

max
{
‖zε‖, ε1/2|||zε|||, ε‖∇zε‖

}
6 K(‖f‖+ εγ |||q|||), γ :=

3

2
− β. (2.2)

Отметим, что в рассматриваемом в этой работе случае γ 6 0.

В дальнейшем различные положительные константы, зависящие только от области Ω и ко-
эффициента a(·), часто будем обозначать одной и этой же буквой K (возможно, с индексами).

В работе [7] (см. теорему 1) показано, что задача более общего вида, чем (1.4)





Lεz = f1(x), Lεp− z = f2(x), z, p ∈ H1(Ω),

lεz + λp(x) = g1(x), lεp = g2(x), x ∈ Γ,
(2.3)

при выполнении условий (1.3) и

f1(·), f2(·) ∈ C∞(Ω), g1(·), g2(·) ∈ C∞(Γ)

разрешима единственным образом при любом ε > 0 и λ > 0 и справедливы соотношения
zε, pε ∈ C∞(Ω).

При этом для решения задачи (2.3) справедливы следующие априорные оценки [2, теоре-
ма 1]: если z, p — решения задачи (2.3), то существует K > 0 такое, что

max{‖z‖, ε1/2 |||z|||, ε‖∇z‖} 6 K(1 + λε1−β)D̃(f1, f2, g1, g2; ε),

max{‖p‖, ε1/2|||p|||, ε‖∇p‖} 6 K(1 + λε1−β)D̃(f1, f2, g1, g2; ε),
(2.4)

где D̃(f1, f2, g1, g2; ε) := ‖f1‖+ ‖f2‖+ εγ
(
|||g1|||+ |||g2|||

)
.

Для обоснования асимптотических разложений решений задачи (1.4), (1.5) нужны теоремы
об оценке уклонения точного решения {zε, pε, λε} этой задачи от решений аппроксимационной
задачи

{
Lεzε,N = f(x) + f1,ε,N(x), Lε,Npε,N − zε,N = −zd + f2,ε,N(x), x ∈ Ω,

lεzε,N + λε,Npε,N = g(x) + g1,ε,N (x), lεpε,N = g2,ε,N (x), x ∈ Γ,
(2.5)

в случае, когда при ε → 0

fj,ε,N ∈ C∞(Ω), gi,ε,N ∈ C∞(Γ), ‖fj,ε,N‖ = O
(
εN

)
, |||gi,ε,N |||j = O

(
εN

)
, i, j = 1, 2, (2.6)

и аппроксимации условия (1.5) (когда ограничения на управление по существу) в виде

λε,N |||pε,N ||| = 1 +O
(
εN

)
, ε → 0. (2.7)
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В случае, когда ограничения на управление не по существу, т. е. когда при всех достаточно
малых ε > 0 выполнено неравенство

λε|||pε||| < 1, (2.8)

и тем самым справедливо равенство λε = νε2−β , оценки (2.4) при ε → +0 с учетом неравенства
γ 6 0 дают следующие оценки аппроксимации:

max
{
‖zε,N‖, ε1/2|||zε,N |||, ε‖∇zε,N‖, ‖pε,N‖, ε1/2|||pε,N |||, ε‖∇pε,N‖

}
= O

(
εN+3γ

)
. (2.9)

В случае же, когда ограничения на управление по существу, т. е. когда при всех достаточно
малых ε > 0 выполнено равенство

λε|||pε||| = 1, (2.10)

для получения аппроксимационных оценок приближенных решений потребуется вспомога-
тельное утверждение о зависимости от r оптимального управления uε,r в задаче (1.1), (1.2)
при условии |||uε,r||| = r.

Решение этой проблемы дает следующая лемма.

Лемма. Пусть выполнены условия (1.3), а uε,r — решение задачи (1.1), (1.2) с U = Ur и
|||uε,r||| = r при всех r ∈ [r∗; r∗]. Тогда при некоторых K > 0 и ε0 > 0

∀ r, r′ ∈ [r∗; r
∗] ∀ ε ∈ (0; ε0] ‖ur − ur′‖ 6 Kε6γ |r − r′|.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как и при доказательстве леммы 2.2 из [10], обозначим через
zε,0 решение задачи (1.1) с u = 0, а через A — линейный оператор, A : L2(Γ) → L2(Ω),
который ставит в соответствие функции uε решение задачи (1.1), (1.2) с f = 0 и g = 0.
Далее доказательство дословно повторяет доказательство указанной леммы с учетом того,
что ‖zε,0 − zd‖ 6 Kεγ и ‖A‖ 6 Kεγ в силу (2.1). �

Из этой леммы аналогично тому, как это было сделано в [10, теорема 2.3], получаются
следующие оценки аппроксимации.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (1.3), (2.6), (2.7) и λε,N ограничена при ε → 0.
Если {zε, pε, λε} — решение задачи (1.4), (1.5), а {zε,N , pε,N , λε,N} — решение задачи (2.5) с
(2.7), то при N > 4 справедливы следующие соотношения:

max{‖zε − zε,N‖, |||zε − zε,N |||, ‖∇(zε − zε,N )‖} = O
(
εN+7γ

)
,

max{‖pε − pε,N‖, |||pε − pε,N |||, ‖∇(pε − pε,N)‖} = O
(
εN+8γ

)
,

|λε − λε,Npε,N | = O
(
εN+6γ+2−β

)

при ε → 0.

Априорные оценки (2.9) и теорема 1 показывают, что формальное асимптотическое разло-
жение решения системы (1.4), (1.5) будет его истинными асимптотическим разложением.

Отметим, что в силу гладкости коэффициентов всех разложений из априорных оценок
Шаудера (см., например, [9, гл. 2, теорема 5.1]) и теоремы вложения Соболева [8, гл. I, п. 8,
теорема 1] следует, что эти асимптотические разложения будут справедливы и в равномерной
норме.

3. Построение асимптотики: вид внешнего и внутреннего разложений

В силу оценок аппроксимации для построения асимптотического разложения решения рас-
сматриваемой задачи нужно построить его формальное асимптотическое решение (ф. а. р.)
(см., например, [11, с. 10]). Это построение осуществляется аналогично тому, как это делается
в случае одного уравнения [12;13].
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Пусть β = ñ/m̃ — несократимая дробь. Тогда в силу условия на β справедливы соотноше-
ния

3m̃ 6 2ñ < 4m̃. (3.1)

Рассмотрим новый малый параметр µ := ε1/m̃. Тогда задача (1.4), (1.5) примет вид




L̂µzµ :=−µ2m̃∆zµ + a(x) = f(x), L̂µpµ − zµ = −zd(x), zε, pε ∈ H1(Ω),

µñ ∂

∂n
zµ + λµpµ(x) = g(x),

∂

∂n
pµ = 0, x ∈ Γ,

(3.2)

λµ ∈ (0; νµ2m̃−ñ] : (λµ|||pµ||| 6 1) ∧
(
(νµ2m̃−ñ − λµ) (1− λµ|||pµ|||) = 0

)
. (3.3)

Внешнее разложение решения этой системы будем искать в виде рядов

zout(x, µ) =

∞∑

k=0

µkzk(x), pout(x, µ) =

∞∑

k=0

µkpk(x), µ → 0. (3.4)

Коэффициенты этих рядов — zk(x), pk(x) — находятся из соответствующей рекуррентной
системы 




z0(x) = −f(x)

a(x)
, p0(x) =

z0(x)− zd(x)

a(x)
,

zk(x) =
∆zk−2m̃

a(x)
, pk =

∆pk−2m̃ + zk
a(x)

, k > 1.

(3.5)

Отметим, что, как обычно, если индекс у слагаемого меньше минимального индекса сум-
мирования, то соответствующее слагаемое считается нулевым.

Все функции zk(x), pk(x) ∈ C∞(Ω) хорошо аппроксимируют уравнения в системе (3.2), но
не удовлетворяют граничным условиям.

Для того чтобы устранить невязку в граничных условиях, построим экспоненциально убы-
вающие функции в окрестности всей границы Γ, удовлетворяющие соответствующей однород-
ной системе.

Как известно, с учетом гладкости Γ в ее малой окрестности можно ввести систему коор-
динат (s; τ), где s — это координаты на Γ, а τ — расстояние от текущей точки x ∈ Ω до Γ.

Отметим, что пограничный слой имеет ширину порядка ε, а поправочные функции (внут-
реннее разложение) нужны не во всей области Ω, а лишь в ее малой окрестности. Поэтому
после построения поправочные функции необходимо умножить на срезающую функцию η,
т. е. функцию c носителем в малой окрестности границы и равную тождественно 1 в некото-
рой меньшей окрестности границы.

В пограничном слое перейдем к новым, растянутым, координатам (см., например, [11,
c. 31–34])

ξ =
τ

ε
=

τ

µm̃
, ε = µm̃.

При этом оператор Lε перейдет в оператор

L̃µZ = − ∂2

∂ξ2
Z − µm̃L1

∂

∂ξ
Z − µ2m̃L2Z + ã(s, µm̃ξ)Z =: − ∂2

∂ξ2
Z + ã(s, µm̃ξ)Z + µm̃MµZ. (3.6)

Здесь L1 и L2 — дифференциальные операторы 1-го и 2-го порядка, содержащие лишь
дифференцирование по переменной s, с гладкими коэффициентами от s и τ = µm̃ξ, а ã(s, τ) —
это функция a(x) в переменных s, τ .

Таким образом, однородная система для функций пограничного слоя в переменных s и ξ,
соответствующая системе из (3.2), в силу равенств (3.6) имеет вид

{
− ∂2

∂ξ2
Z + ã(s, µm̃ξ)Z = −µm̃MµZ, − ∂2

∂ξ2
P + ã(s, µm̃ξ)P − Z = −µm̃MµP. (3.7)
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Для граничных условий с учетом того, что

∂

∂n
Z(s, τ/ε) = − ∂

∂τ
Z(s, τ/ε) = −ε−1 ∂

∂ξ
Z(s, ξ) = −µ−m̃ ∂

∂ξ
Z(s, ξ),

выводим следующие соотношения:





−µñ−m̃ ∂

∂ξ
Z(s, 0) + µm̃ ∂̃

∂n
zout(s, 0) + λµ

(
P (s, 0) + p̃out(s, 0)

)
as
= g̃(s),

−µñ−m̃ ∂

∂ξ
P (s, 0) + µm̃ ∂̃

∂n
pout(s, 0)

as
= 0.

(3.8)

Здесь волна над функцией, определенной в переменных x, означает выражение этой функ-
ции в переменных s и τ .

Внутреннее разложение (в окрестности Γ) будем искать в виде

Zin(s, ξ, µ) = µnz

∞∑

m=0

µmZm(s, ξ), Pin(s, ξ, µ) = µnp

∞∑

m=0

µmPm(s, ξ),

Λµ = µnλ

∞∑

m=0

µmλm.

(3.9)

При этом с учетом (1.3), (3.3) и (3.1)

nz, np, nλ ∈ Z, nλ > 2m̃− ñ > 0. (3.10)

Отметим, что в силу (3.9) и (3.10) задача для главных членов внутреннего разложения
имеет вид





L̃0Z0 :=− ∂2

∂ξ2
Z0 + ã0(s)Z0 = 0, L̃0P0 = µnz−npZ0,

−µñ−m̃+nz
∂

∂ξ
Z0(s, 0) + λ0µ

nλ+npP0(s, 0) = g̃(s),
∂

∂ξ
P0(s, 0) = 0,

(3.11)

где

a(x) = ã(s, µm̃ξ) = ã0(s) +
∞∑

j=1

µjm̃ξj ãj(s).

В классе экспоненциально убывающих при ξ → +∞ функций система (3.11) имеет един-
ственное решение, задающееся формулами

Z0(s, ξ) =

[
2ã0(s)g̃(s)

2ã
3/2
0 (s)µñ−m̃+nz + λ0µnλ+nz

e−
√

ã0(s)ξ

]

0

, (3.12)

P0(s, ξ) =

[
g̃(s)

2ã
3/2
0 (s)µñ−m̃+np + λ0µnλ+np

e−
√

ã0(s)ξ

+

√
ã0(s)g̃(s)

2ã
3/2
0 (s)µñ−m̃+nz + λ0µnλ+nz

µnz−npξe−
√

ã0(s)ξ

]

0

. (3.13)

Поэтому справедливо равенство

[λµpµ(s, 0)]0 =

[
λ0g̃(s)

2ã
3/2
0 (s)µñ−m̃−nλ + λ0

]

0

. (3.14)
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Здесь [Wµ]0 — слагаемые порядка ноль в разложении Wµ в степенной асимптотический ряд
по µ.

При этом в силу (1.3), (3.3) и (3.10)

ñ− m̃− nλ > 2ñ− 3m̃ > 0. (3.15)

Тогда из равенства (3.14) имеем

[λµpµ(s, 0)]0 =





g̃(s) при ñ− m̃− nλ > 0,

λ0g̃(s)

2ã
3/2
0 (s) + λ0

при ñ− m̃− nλ = 0.
(3.16)

Тем самым справедливо неравенство

||| [λµpµ(·, 0)]0 ||| 6 |||g̃|||. (3.17)

В силу соотношений (3.11) естественно положить nz = np. А поскольку

2ã
3/2
0 (s)µñ−m̃+nz + λ0µ

nλ+nz = µnλ+nz
(
2ã

3/2
0 (s)µñ−m̃−nλ + λ0

)
,

то в силу (3.15) из (3.12), (3.13) получим, что nλ + nz = 0. Таким образом, справедливы
соотношения

nz = np = −nλ. (3.18)

Подставляя ряды (3.9) в систему (3.7) и разлагая коэффициенты в уравнениях системы и
операторов L̃0 и Mµ, определенных в (3.6), в ряды Тейлора по переменной τ = µm̃ξ, получим
систему 




L̃0Z0 = 0, L̃0P0 − Z0 = 0,

L̃0Zm = Fm(s, ξ), L̃0Pm − Zm = Gm(s, ξ), m > 0,
(3.19)

где Fm(s, ξ) и Gm(s, ξ) линейно выражаются через предыдущие функции Zk, Pk и их произ-
водные и полиномиально зависят от ξ и гладко от s.

4. Построение асимптотики решения при |||p||| < 1

Поскольку в случае (2.8) λµ = ν µ2m̃−ñ, то естественно рассмотреть систему (3.2) с та-
ким λµ:





L̃µzµ,ν = f(x), L̃µpµ,ν − zµ,ν = −zd(x), x ∈ Ω,

µñ ∂

∂n
zµ,ν + νµ2m̃−ñpµ,ν(x) = g(x),

∂

∂n
pµ,ν = 0, x ∈ Γ.

(4.1)

В этом случае справедливо равенство nλ = 2m̃− ñ, и поэтому с учетом (3.18) получим

nz = np = ñ− 2m̃, ñ− m̃+ nλ = 2ñ− 3m̃ > 0.

Таким образом, при выполнении неравенства 2ñ − 3m̃ > 0, т. е. при β > 3/2, в силу (3.8)
вид граничных условий для Zm и Pm будет следующим:





νP0(s, 0) = g̃(s),
∂

∂ξ
P0(s, 0) = 0,

νP0(s, 0) = Gm,1(s),
∂

∂ξ
Pm(s, 0) = Gm,2(s), m ∈ N.

(4.2)
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Если же выполняется равенство 2ñ − 3m̃ = 0, т. е. β = 3/2, то соотношения (4.2) примут
вид 




− ∂

∂ξ
Z0(s, 0) + νP0(s, 0) = g̃(s),

∂

∂ξ
P0(s, 0) = 0,

− ∂

∂ξ
Zm(s, 0) + νPm(s, 0) = Gm,1(s),

∂

∂ξ
Pm(s, 0) = Gm,2(s), m ∈ N.

(4.3)

Отметим, что и в соотношениях (4.2), и в соотношениях (4.3) функции Gm,i (свои для
каждой системы) линейно выражаются через предыдущие функции Zk(s, 0), Pk(s, 0), z̃k(s, 0),
p̃k(s, 0) и их производные и гладко зависят от s.

В классе экспоненциально убывающих при ξ → +∞ функций задачи (3.19), (4.2) и (3.19),

(4.3) имеют единственное решение при каждом m. Все они имеют вид Q(s, ξ)e−ξ
√
ã0 , где

Q(s, ξ) — полином соответствующей степени от ξ с коэффициентами, гладко зависящими от s.
Поэтому ряды

zit =

∞∑

k=0

µkzk(x) + η(s, τ)µnz

∞∑

m=0

µmZm(s, ξ),

pit =
∞∑

k=0

µkpk(x) + η(s, τ)µnp

∞∑

m=0

µmPm(s, ξ)

(4.4)

являются ф.а.р. задачи (3.2), (3.3), и тем самым справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (1.3). Тогда ряды (4.4) с nz = np = ñ − 2m̃, ко-
эффициенты которых для рядов (3.4) определяются по формулам (3.5), а для рядов (3.9) —
как решения задач (3.19), (4.2) и (3.19), (4.3), суть равномерные как в смысле пространства
H1(Ω), так и в смысле пространства C(Ω) асимптотические разложения при µ → 0 функ-
ций zµ,ν(x) и pµ,ν(x) — решений задачи (4.1).

Отметим, что

|||[νµ2m̃−ñpµ,ν ]0||| = |||g̃||| при β >
3

2
. (4.5)

Из теоремы 2 следует теорема об асимптотическом разложении решения задачи (3.2), (3.3)
при условии |||g̃||| < 1.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (1.3) и |||g̃||| < 1. Тогда ряды (4.4), коэффициенты
которых для рядов (3.4) определяются по формулам (3.5), а для рядов (3.9) — как решения
задач (3.19), (4.2) и (3.19), (4.3), суть равномерные как в смысле пространства H1(Ω), так
и в смысле пространства C(Ω) асимптотические разложения при µ → 0 функций zµ(x) и
pµ(x) — решениЙ задачи (3.2), (3.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (3.17) справедливо неравенство |||[νµ2m̃−ñpµ,ν ]0||| < 1, а
следовательно, и νµ2m̃−ñ|||pµ,ν ||| < 1. Тем самым zµ,ν = zµ и pµ,ν = pµ. �

5. Построение асимптотики решения при |||p||| > 1

1. Сначала рассмотрим случай β > 3/2, т. е. 2ñ− 3m̃ > 0.
В этом случае в силу соотношений (4.5) справедливо неравенство pµ,ν 6= pµ. Тем самым

это ограничение на управления по существу, и надо найти еще и величины {λm}. При этом,
если существует асимптотическое разложение решения исходной задачи с (3.4) и (3.9), то с
учетом (3.18) получим

nz = np = −nλ = m̃− ñ < 0. (5.1)

В силу формулы (3.16) в качестве λ0 надо взять положительное решение уравнения

F(λ) :=
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ λg̃

2ã
3/2
0 + λ

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ = 1. (5.2)
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Поскольку функция F строго возрастает при λ > 0, а F(0) = 0 и F(+∞) = |||g̃||| > 1, то
решение уравнения (5.2) существует и единственно.

Отметим, что если ã0 — константа, то справедливо соотношение

λ0 =
2ã

3/2
0

|||g̃||| − 1
.

Тем самым система граничных условий с учетом (5.1) принимает вид





− ∂

∂ξ
Z0(s, 0) + λ0P0(s, 0) = g̃(s),

∂

∂ξ
P0(s, 0) = 0,

− ∂

∂ξ
Zm(s, 0) + λ0Pm(s, 0) + λmP0(s, 0) = Gm,1(s),

∂

∂ξ
Pm(s, 0) = Gm,2(s), m ∈ N.

(5.3)

При этом после определения λ0 функции Z0 и P0 находятся однозначно по формулам (3.12),
(3.13). Для остальных λm условия получаются из асимптотического равенства, соответствую-
щего равенству (2.10):

1 = λ2
µ|||pmu|||2 ∼

(
µnλ

∞∑

m=0

µmλm

)2〈
µnp

∞∑

m=0

µmP̂m(s, ξ), µnp

∞∑

m=0

µmP̂m(s, ξ)
〉

=
(
λ0 +

∞∑

m=1

µmλm

)2〈
P0 +

∞∑

m=1

µmP̂m(s, ξ), P0 +

∞∑

m=1

µmP̂m(s, ξ)
〉
, (5.4)

где P̂m = Pm + p̃m−np .
Уравнение для λm при m > 0 из (5.4) с учетом выбора λ0 имеет вид

λ3
0〈P0, Pm〉+ λm = hm, (5.5)

где константы hm однозначно определяются предыдущими членами разложения.
Функции Zm и Pm удобно представить в виде

Zm = Zm,1 + λmZ̃, Pm = Pm,1 + λmP̃ , (5.6)

где {Zm,1, Pm,1} — решение задачи





L̃0Zm,1 = Fm(s, ξ), L̃0Pm,1 − Zm,1 = Gm(s, ξ),

− ∂

∂ξ
Zm,1(s, 0) + λ0Pm,1(s, 0) = Gm,1(s),

∂

∂ξ
Pm,1(s, 0) = Gm,2(s),

(5.7)

а {Z̃, P̃} — решение задачи





L̃0Z̃ = 0, L̃0P̃ − Z̃ = 0,

− ∂

∂ξ
Z̃(s, 0) + λ0P̃ (s, 0) + P0(s, 0) = 0,

∂

∂ξ
P̃ (s, 0) = 0.

(5.8)

Тогда уравнение (5.5) примет вид

λm

(
λ3
0〈P0, P̃ 〉+ 1

)
= hm − λ2

0〈P0, Pm,1〉. (5.9)

Из формул (3.12), (3.13), положив g̃ = −P0, получим

P̃ (s, 0) = − P0(s, 0)

2ã
3/2
0 + λ0

.
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Тем самым условие разрешимости уравнения (5.9) с учетом того, что λ0|||P0(·, 0)||| = 1, имеет
вид

λ3
0〈P0, P̃ 〉+ 1 = −λ0

〈 P0(·, 0)
2ã

3/2
0 + λ0

, P0(·, 0)
〉
+ 〈1, λ2

0P
2
0 (·, 0)〉 =

〈 2ã
3/2
0

2ã
3/2
0 + λ0)

, λ2
0P

2
0 ·, 0)

〉
6= 0,

поскольку функции ã0 и P0 непрерывны, и при всех s справедливо неравенство ã0(s) > 0, а
P0(·, 0) 6≡ 0. Итак, условие разрешимости уравнения (5.9) выполнено, и все величины Zm, Pm

и λm однозначно находятся. Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (1.3), |||g̃||| > 1 и β > 3/2. Тогда ряды (4.4) и
ряд Λµ из (3.9) с условием (5.1), коэффициенты которых находятся из решения задач (3.19),
(5.3), (5.6)–(5.7), суть равномерные как в смысле пространства H1(Ω), так и в смысле про-
странства C(Ω) асимптотические разложения при µ → 0 функций zµ(x) и pµ(x) — решений
задачи (3.2), (3.3).

2. Наконец отметим, что при β = 3/2, если выполняется неравенство

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ νg̃

2ã
3/2
0 + ν

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ < 1,

то ограничения на управление не по существу, и асимптотическое разложение строится как в
теореме 3.

Если же справедливо соотношение

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ νg̃

2ã
3/2
0 + ν

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ > 1,

то ограничение на управление по существу, и асимптотическое разложение строится как в
теореме 4.

Заключение

В данной работе решена проблема построения полного асимптотического разложения по
малому параметру ε задачи граничного оптимального управления [1] с двумя малыми соподчи-
ненными параметрами (второй малый параметр есть степень первого) (1.1), (1.2). Полученный
результат является новым, поскольку в отличие от предыдущей работы здесь рассмотрен но-
вый случай изменения параметра β, который ранее никто не изучал. Как оказалось, в данной
задаче существенность ограничений на управление зависит от |||g|||, чего не было в ранее
рассмотренных случаях.
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