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Настоящая работа посвящена одной задаче оптимального быстродействия для сингулярно возмущенной

линейной автономной системы с гладкими геометрическими ограничениями на управление и неограни-

ченным целевым множеством:






ẋ = y, x, y ∈ R2m, u ∈ R2m,

εẏ = Jy − Ju, ‖u‖ 6 1, ε ≪ 1,

x(0) = x0, y(0) = εy0,

x(Tε) = 0, y(Tε) ∈ R2m, Tε −→ min,

где

J =

(
0 β · I

−β · I 0

)
, β > 0.

Собственные значения матрицы J при быстрых переменных не удовлетворяют стандартному требованию

отрицательности вещественной части. Доказана разрешимость задачи. Получена полная степенная асимп-

тотика в смысле Эрдейи времени быстродействия при стремлении малого параметра ε при производных

в уравнениях системы к нулю по некоторому множеству. Показано, что вид асимптотики существенно

зависит от множества, по которому малый параметр стремится к нулю.
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This paper is devoted to a time-optimal control problem for a singularly perturbed linear autonomous system

with smooth geometric constraints on the control and an unbounded target set:






ẋ = y, x, y ∈ R2m, u ∈ R2m,

εẏ = Jy − Ju, ‖u‖ 6 1, ε ≪ 1,

x(0) = x0, y(0) = εy0,

x(Tε) = 0, y(Tε) ∈ R2m, Tε −→ min,

where

J =

(
0 β · I

−β · I 0

)
, β > 0.

The eigenvalues of the matrix J at the fast variables do not satisfy the standard requirement that the real part

is negative. The solvability of the problem is proved. We also construct and justify a complete power asymptotic

expansion in the sense of Erdelyi of the optimal time as the small parameter ε at the derivatives in the equations

of the system tends to zero over some set. It is shown that the form of the asymptotics depends essentially on

the set over which the small parameter tends to zero.
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1. Постановка задачи

В работе рассматривается одна из задач о быстродействии оптимального управления [1]
для линейной автономной системы с быстрыми и медленными переменными (см. обзоры [2;3])
в классе кусочно-непрерывных управлений с гладкими геометрическими ограничениями в виде
шара 




ẋ = y, x, y ∈ R
2m, u ∈ R

2m,

εẏ = Jy − Ju, ‖u‖ 6 1, ε≪ 1,

x(0) = x0, y(0) = εy0,

x(Tε) = 0, y(Tε) ∈ R
2m, Tε −→ min,

(1.1)

где

J =

(
0 β · I

−β · I 0

)
, β > 0.

Здесь ‖ · ‖ — евклидова норма в соответствующем конечномерном пространстве, I = Im,
0 = 0m — матрицы тождественного и нулевого операторов R

m → R
m соответственно. Далее,

если размер матрицы ясен из контекста, нижний индекс у единичной или нулевой квадратной
матрицы будем опускать.

Задача (1.1) есть задача наискорейшего перевода точки (x0, εy0) на следующее целевое
множество:

G :={ (0, y) : y ∈ R
2m }.

В работе [4] даются основные соотношения для линейных управляемых систем с постоян-
ными коэффициентами и многоугольником в качестве ограничивающего множества. В свою
очередь, работы [5;6] посвящены исследованию поведения областей достижимости при стрем-
лении малого параметра к нулю. Линейно-квадратичные задачи оптимального управления для
сингулярно возмущенных систем обыкновенных дифференциальных уравнений и с неограни-
ченным многомерным управлением изучаются в статьях [7–9]. Отметим также ряд исследо-
ваний (см. библиографию в [10]), в которых получены полные асимптотики решений задач
управления для линейных систем с быстрыми и медленными переменными и ограничиваю-
щим множеством в виде шара в евклидовом пространстве: задача о быстродействии (А.Р. Да-
нилин, А.М. Ильин, 1998; А.Р. Данилин, О.О. Коврижных, 2013), терминальный критерий
качества (А.Р. Данилин, Ю.В. Парышева, 2009), и интегральный выпуклый критерий каче-
ства (А.А. Шабуров, 2019).

Одна из отличительных особенностей рассматриваемой задачи (1.1) состоит в том, что ве-
щественные части собственных значений матрицы J при быстрых переменных равны нулю и
тем самым нарушено стандартное условие (см. [6]) их отрицательности, другой особенностью
является неограниченное целевое множество. Настоящее исследование дополняет и развивает
результаты авторов, опубликованные в статье “Асимптотика решения одной задачи о быстро-
действии с малым параметром ” (Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН, 2016, Т. 22,
№ 1) и в работе [10], которая использует общие соотношения, полученные в [11].

Без ограничения общности можно считать, что β = 1, т. е.

J =

(
0 I

−I 0

)
, (1.2)

поскольку заменой параметра по формуле ε/β = ε можно получить систему с β = 1. Заметим,
что тогда в силу вида матрицы (1.2) справедливы равенства

J2 = −I, J−1 = −J, J∗ = −J. (1.3)

Здесь и далее ∗ — знак операции транспонирования матриц.
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Из определения матричной экспоненты с помощью ряда следует, что

eJt/ε = I +
t

1! ε
J − t2

2! ε2
I − t3

3! ε3
J + . . . = cos

t

ε
· I + sin

t

ε
· J. (1.4)

Принимая во внимание равенства (1.3), (1.4), приходим к справедливости следующих соотно-
шений

(I − eJτ/ε)(I − e−Jτ/ε) = 2I − eJτ/ε − e−Jτ/ε = 2
(
1− cos

τ

ε

)
I,

‖(I − e−Jτ/ε)ψ‖2 = 〈(I − e−Jτ/ε)ψ, (I − e−Jτ/ε)ψ〉 = 〈(I − eJτ/ε)(I − e−Jτ/ε)ψ,ψ〉

= 2
(
1− cos

τ

ε

)
‖ψ‖2 для любого ψ ∈ R

2m,

J(I − eJTε/ε) =

(
1− cos

Tε
ε

)
J + sin

Tε
ε

· I.

(1.5)

Вырожденная задача (при ε = 0) имеет вид




ẋ = u, x, u ∈ R
2m

x(0) = x0, ‖u‖ 6 1,

x(Tв) = 0, Tв −→ min .

Согласно принципу максимума [1; 12, п. 2.5, теорема 18] оптимальное управление u0(t) имеет
вид

u0(t) = l0, ‖l0‖ = 1,

где вектор l0 удовлетворяет соотношению

0 = x0 + Tвl0.

Естественным является предположение

x0 6= 0. (1.6)

Отсюда с учетом (1.6) выводим

Tв = ‖x0‖, l0 = − x0

‖x0‖ . (1.7)

Обозначим

Aε =

(
0 I
0 ε−1J

)
, Bε =

(
0

−ε−1J

)
, z =

( x
y

)
, z0ε =

( x0

εy0

)
. (1.8)

В силу этих обозначений задача (1.1) принимает вид




ż = Aεz + Bεu, z ∈ R
4m, u ∈ R

2m,

z(0) = z0ε 6∈ G, ‖u‖ 6 1, 0 < ε≪ 1,

z(Tε) ∈ G, Tε −→ min .

(1.9)

Непосредственным вычислением из (1.8), (1.4) получаем, что

eAεt =


 I

∫ t

0
eJs/εds

0 eJt/ε


 =

(
I εJ(I − eJt/ε)

0 eJt/ε

)
, (1.10)

eAεtBε =

(
I − eJt/ε

−ε−1J eJt/ε

)
, B∗

εe
A∗

ε
t =

(
I − e−Jt/ε ε−1e−Jt/ε J

)
. (1.11)
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Теорема 1. Задача (1.1) разрешима при любом фиксированном ε ∈ (0, 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу формулы Коши, примененной к системе из (1.9), для
такого T > 0, что x(T ) = 0, выполняется

0 = R

(
eAεT z0ε +

T∫

0

eAε(T−τ)Bεu(τ) dτ

)
= ReAεT z0ε +

T∫

0

ReAετBεu(T − τ) dτ,

где R = (I2m, 0), R : R4m → R
2m. Разрешимость задачи (1.1) к моменту времени T эквивалент-

на тому, что 0 ∈ Ξε(T, x
0) ⊂ R

2m, где

Ξε(T, x
0) =

{
x ∈ R

2m : x = R(eAεT z0ε ) +

T∫

0

ReAετBεu(T − τ) dτ, u ∈ U
}
,

U — множество допустимых управлений. Отметим, что Ξε(T, x
0) — выпуклое компактное мно-

жество. Включение 0 ∈ Ξε(T, x
0), в свою очередь, справедливо [13, п. 3.4] тогда и только тогда,

когда для любого вектора ψ ∈ R
2m, ‖ψ‖ = 1 выполняется неравенство

0 6 ρ(ψ|Ξε(T, x
0)) = 〈R∗ψ, eAεT z0ε〉+

T∫

0

ρ
(
B∗
εe

A∗

ε
τR∗ψ|U

)
dτ ; (1.12)

здесь ρ(ψ|Ξε(T, x
0)) — опорная функция множества Ξε(T, x

0)), U = {u : ‖u‖ 6 1}. Преобразуем
правую часть неравенства (1.12) с учетом соотношений (1.5) следующим образом:

0 6 〈R∗ψ, eAεT z0ε 〉+
T∫

0

∥∥∥B∗
εe

A∗

ε
τR∗ψ

∥∥∥ dτ

= 〈ψ, x0 + ε2J(I − eJT/ε)y0〉+
T∫

0

‖I − e−Jt/εψ‖dτ

= 〈ψ, x0 + ε2J(I − eJT/ε)y0〉+ 2‖ψ‖
T∫

0

∣∣∣ sin
τ

2ε

∣∣∣dτ.

В силу (1.4) для любого T норма матрицы eJT/ε ограничена, а

∫ T

0
|sin(τ/(2ε))| dτ → +∞ при

T → +∞, поэтому найдется T > 0, что для любого ψ ∈ R
2m, ‖ψ‖ = 1, выполнено неравен-

ство (1.12).
Вследствие критерия Калмана (см, например, [12, п. 2.3, теорема 5]) при каждом фикси-

рованном ε > 0 пара (Aε,Bε) из (1.8) вполне управляема. Тогда из утверждения 1 работы [10],
поскольку при его доказательстве используется только вполне управляемость пары (Aε,Bε),
следует, что если существует T > 0 такое, что z(T ) ∈ G, то задача (1.1) разрешима и Tε 6 T ,
где Tε — время быстродействия. �

2. Основное уравнение и предельное соотношение

Пусть uε(t) — оптимальное управление в задаче (1.1). Тогда в силу принципа максимума
Понтрягина для рассматриваемой задачи (см., например, теорему 18 из [12, п. 2.5]) существует
такой вектор Lε⊥G, т. е. Lε = (l∗ε , 0

∗)∗, lε ∈ R
2m, lε 6= 0, что для решения сопряженной задачи

ψ̇ε = −A∗
εψ, ψε(Tε) = Lε
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выполняется соотношение

〈ψε(t),Bεuε(t)〉 = max
‖u‖61

〈ψε(t), Bεu〉 = ‖B∗
εψε(t)‖.

Поскольку ψε(t) = eA
∗

ε
(Tε−t)Lε, то при t таких, что B∗

εe
A∗

ε
(Tε−t)Lε 6= 0, оптимальное управле-

ние uε(t) имеет вид

uε(t) =
B∗
εe

A∗

ε
(Tε−t)Lε

‖B∗
εe

A∗

ε
(Tε−t)Lε‖

. (2.1)

С учетом условия x(Tε) = 0 в силу формулы Коши и определения uε(t) (2.1) получим

0 = R


e

AεTεz0ε +

Tε∫

0

eAε(Tε−t)Bε B∗
ε e

A∗

ε
(Tε−t)

( lε
0

)

∥∥∥B∗
ε e

A∗

ε
(Tε−t)

( lε
0

)∥∥∥
dt


 , R = (I2m, 0). (2.2)

После замены переменной интегрирования по формуле τ = Tε − t, используя соотноше-
ния (1.10), (1.11), приходим к уравнению

0 = x0 + ε2J(I − eJTε/ε)y0 +

Tε∫

0

(I − eJτ/ε)(I − e−Jτ/ε)lε

‖(I − e−Jτ/ε)lε‖
dτ, (2.3)

эквивалентному (2.2). Отметим, что подынтегральная функция в уравнении (2.3) положитель-
но однородна относительно вектора lε, поэтому в дальнейшем уравнение (2.3) необходимо до-
полнить каким-либо условием нормировки этого вектора. Выражение (2.1) для оптимального
управления запишется в форме

uε(t) =
(I − e−J(Tε−t)/ε)lε

‖(I − e−J(Tε−t)/ε)lε‖
. (2.4)

В силу соотношений (1.5) уравнение (2.3) преобразуется к виду

0 = ‖lε‖x0 + ε2‖lε‖
(
1− cos

Tε
ε

)
Jy0 + ε2‖lε‖ sin

Tε
ε

· y0 + 2

Tε∫

0

∣∣∣ sin
τ

2ε

∣∣∣dτ · lε. (2.5)

Уравнение (2.5) назовем основным.
Отметим, что при всех Tε > 0 выполняется

Tε∫

0

∣∣∣ sin
τ

2ε

∣∣∣dτ > 0.

Дополним уравнение (2.3) условием нормировки

‖lε‖ = 2

Tε∫

0

∣∣∣ sin
τ

2ε

∣∣∣dτ. (2.6)

Тогда, выразив вектор lε из основного уравнения (2.5), получим

lε = −x0 − ε2
(
1− cos

Tε
ε

)
Jy0 − ε2 sin

Tε
ε

· y0. (2.7)

Поскольку (в силу (2.7)) lε = −x0+O(ε2) при ε→ +0, то и ‖lε‖ = ‖x0‖+O(ε2). Следовательно,
уравнение (2.6) можно записать в форме

‖x0‖ = 2

Tε∫

0

∣∣∣ sin
τ

2ε

∣∣∣dτ +O(ε2), ε→ +0. (2.8)
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Теорема 2. Для оптимального времени в задаче (1.1) выполняется Tε →
π

4
Tв, ε→ +0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу секвенциального подхода для доказательства утвержде-
ния теоремы достаточно показать, что у функции Tε все частичные пределы при ε → +0

совпадают с πTв/4. Пусть
0
T — произвольный частичный предел, т. е. существует такая после-

довательность εn → +0, что Tεn →
0
T . Далее для сокращения записи будем опускать номера

членов последовательности. В силу того, что функция Tε ограничена, все ее частичные пре-
делы конечны.

Для этой последовательности интеграл в правой части уравнения (2.8) записывается в виде

Tε∫

0

∣∣∣ sin
τ

2ε

∣∣∣dτ =

0

T∫

0

∣∣∣ sin
τ

2ε

∣∣∣dτ + o(1) =

2πεnε∫

0

∣∣∣ sin
τ

2ε

∣∣∣dτ + o(1)

= nε

2πε∫

0

sin
τ

2ε
dτ + o(1) = 4εnε + o(1), ε→ 0, (2.9)

где nε ∈ N ∪ {0} удовлетворяет соотношению

0
T= 2πεnε + o(1), ε→ 0. (2.10)

Вследствие (2.10) имеем nεε→
0
T

2π
при ε→ +0. Тогда при ε→ +0 из уравнения (2.8) получим,

что
0
T удовлетворяет следующему предельному соотношению

‖x0‖ =
4

π

0
T .

Отсюда
0
T= T0 =

π

4
‖x0‖ =

π

4
Tв. (2.11)

�

З а м е ч а н и е 1. Отметим, что в силу теоремы 2 в рассматриваемой задаче предельное
время T0 строго меньше оптимального времени Tв в вырожденной задаче (1.7).

3. Асимптотика решения основного уравнения

Рассмотрим сначала случай
y0 6= 0.

Будем искать новую неизвестную величину ϑε

Tε = T0 + εϑε. (3.1)

Представим T0 в виде

T0 = 2πεnε + εδε, ε→ 0, nε =
[ T0
2πε

]
, 0 6 δε < 2π. (3.2)

Отметим, что δε — известная функция от ε:

δε =
T0
ε

− 2π
[ T0
2πε

]
; (3.3)
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здесь и далее скобками [·] обозначается целая часть числа.

Интеграл в правой части уравнения (2.8) с учетом соотношений (3.1), (3.2) преобразуется
следующим образом:

Tε∫

0

∣∣∣ sin
τ

2ε

∣∣∣dτ =

2πε·nε∫

0

∣∣∣ sin
τ

2ε

∣∣∣dτ +
T0+εϑε∫

T0−εδε

∣∣∣ sin
τ

2ε

∣∣∣dτ = 2
T0 − εδε

π
+ ε

δε+ϑε∫

0

∣∣∣ sin
η

2

∣∣∣dη.

Второй интеграл в формуле выше получен в результате замены переменной интегрирования
по формуле η = (τ−T0)/ε+δε. Принимая во внимание предельное соотношение (2.11), запишем
уравнение (2.8) в виде

2
δε
π

+O(ε) =

δε+ϑε∫

0

∣∣∣ sin
η

2

∣∣∣dη =: F (ε, ϑε). (3.4)

Утверждение 1. Величина ϑε ограничена.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В противном случае найдется такая последовательность {εn},
εn → +0, что ϑεn → ∞. Тогда и

δεn+ϑεn∫

0

∣∣∣ sin
η

2

∣∣∣dη −→ ∞,

что в силу (3.2) противоречит равенству (3.4). �

Далее, будем искать величину ϑε:

ϑε = ϑ0(ε) + ϑ̃ε, (3.5)

где ϑ0(ε) удовлетворяет уравнению

2
δε
π

=

δε+ϑ0∫

0

∣∣∣ sin
η

2

∣∣∣dη =: F (ε, ϑ0). (3.6)

при этом зависимость от ε в записи ϑ0(ε) будем опускать. Отметим, что если δε = 0, то из
уравнения (3.6) следует ϑ0 = 0. Поскольку подынтегральная функция в (3.6) неотрицатель-
на и непрерывна на всей числовой прямой, то для любого ε > 0 функция F (ε, ϑ0) строго
возрастающая и непрерывная по ϑ0. Далее, при фиксированном ε > 0 в силу (3.2) имеем

F (ε,−δε) = 0 6 2
δε
π
, F (ε, 2π − δε) =

2π∫

0

∣∣∣ sin
η

2

∣∣∣dη = 4 > 2
δε
π

при всех δε ∈ [0, 2π). Тогда по теореме Больцано — Коши при любом фиксированном ε > 0
найдется такое ϑ0 ∈ [−δε, 2π − δε), что F (ε, ϑ0) = 2δε/π, т. е. ϑ0 — корень уравнения (3.6), при
этом единственный. Поскольку

δε + ϑ0 ∈ [0, 2π), (3.7)

то справедливы следующие соотношения:

δε+ϑ0∫

0

∣∣∣ sin
η

2

∣∣∣dη =

δε+ϑ0∫

0

sin
η

2
dη = 2

(
1− cos

δε + ϑ0
2

)
= 4 sin2

δε + ϑ0
4

.
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В силу равенства (3.6) имеем cos
δε + ϑ0

2
= 1− δε

π
∈ (−1, 1],

δε
2π

= sin2
δε + ϑ0

4
. Тогда исходя

из (3.7)

ϑ0 = 2arccos
(
1− δε

π

)
− δε, (3.8)

sin2
δε + ϑ0

2
= 4 sin2

δε + ϑ0
4

(
1− sin2

δε + ϑ0
4

)
= 4

δε
2π

(
1− δε

2π

)
=
δε(2π − δε)

π2
.

Отсюда согласно (3.7) получаем sin
δε + ϑ0

2
=

√
δε(2π − δε)

π
. Уравнение (3.4) с учетом соотно-

шений (3.5), (3.6) примет вид

O(ε) =

δε+ϑ0+ϑ̃ε∫

δε+ϑ0

∣∣∣ sin
η

2

∣∣∣dη. (3.9)

Утверждение 2. Выполняется соотношение ϑ̃ε = o(1), ε→ +0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу утверждения 1 и оценки (3.7) величина ϑ̃ε ограничена.
Предположим, что найдется предельная точка множества {ϑ̃ε}, отличная от 0. Пусть для
определенности для некоторой последовательности εn → +0 выполняется ϑ̃εn > θ > 0 при
n > N . Без ограничения общности можно считать, что δεn + ϑ0(εn) → β > 0, далее номер n у
членов последовательности εn будем опускать. Тогда из уравнения (3.9) получаем

O(ε) =

δε+ϑ0+θ∫

δε+ϑ0

∣∣∣ sin
η

2

∣∣∣dη +
δε+ϑ0+ϑ̃ε∫

δε+ϑ0+θ

∣∣∣ sin
η

2

∣∣∣dη >

δε+ϑ0+θ∫

δε+ϑ0

∣∣∣ sin
η

2

∣∣∣dη →
β+θ∫

β

∣∣∣ sin
η

2

∣∣∣dη > 0.

Пришли к противоречию. Если ϑ̃εn 6 −θ < 0 при n > N , т. е. −ϑ̃εn > θ > 0, то из (3.9)
аналогичным образом приходим к противоречию:

O(ε) =

δε+ϑ0∫

δε+ϑ0+ϑ̃ε

∣∣∣ sin
η

2

∣∣∣dη =

δε+ϑ0−2π∫

δε+ϑ0−2π+ϑ̃ε

∣∣∣ sin
η

2

∣∣∣dη =

2π−δε−ϑ0−ϑ̃ε∫

2π−δε−ϑ0

∣∣∣ sin
η

2

∣∣∣dη > 0.

�

В дальнейшем при 0 < α < 1 будем рассматривать множества

Eα =
{
ε ∈ (0, ε0) :

√
δε(2π − δε)

π
> α > 0

}
. (3.10)

Если ε ∈ Eα, то в силу утверждения 2 при всех достаточно малых ε (0 < ε 6 ε1) выполняется

δε + ϑ0(ε) + ϑ̃ε ∈ [0, 2π]. (3.11)

Поэтому
δε+ϑ0+ϑ̃ε∫

δε+ϑ0

∣∣∣ sin
η

2

∣∣∣dη = 2
(
cos

δε + ϑ0
2

− cos
δε + ϑ0 + ϑ̃ε

2

)
, (3.12)

а уравнение (2.6) примет вид

0 =
∥∥∥x0 + ε2(1− cos(δε + ϑ0 + ϑ̃ε))Jy

0 + ε2 sin(δε + ϑ0 + ϑ̃ε) y
0
∥∥∥− ‖x0‖

− 4ε
(
cos

δε + ϑ0
2

− cos
δε + ϑ0 + ϑ̃ε

2

)
. (3.13)
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В силу утверждения 2 функции cos(δε+ϑ0+ ϑ̃ε), sin(δε+ϑ0+ ϑ̃ε) и cos((δε+ϑ0+ ϑ̃ε)/2) можно
разложить в ряды Тейлора при малых ϑ̃ε:

cos(δε + ϑ0 + ϑ̃ε) = cos(δε + ϑ0)
∞∑

k=0

(−1)k
ϑ̃2kε
(2k)!

− sin(δε + ϑ0)
∞∑

k=0

(−1)k
ϑ̃2k+1
ε

(2k + 1)!
,

sin(δε + ϑ0 + ϑ̃ε) = sin(δε + ϑ0)

∞∑

k=0

(−1)k
ϑ̃2kε
(2k)!

+ cos(δε + ϑ0)

∞∑

k=0

(−1)k
ϑ̃2k+1
ε

(2k + 1)!
,

cos
δε + ϑ0 + ϑ̃ε

2
= cos

δε + ϑ0
2

∞∑

k=0

(−1)k

22k
ϑ̃2kε
(2k)!

− sin
δε + ϑ0

2

∞∑

k=0

(−1)k

22k+1

ϑ̃2k+1
ε

(2k + 1)!
.

(3.14)

С учетом условия (1.6) и соотношений (3.14) при ε→ 0, ϑ̃ε → 0 получаем

‖lε‖ − ‖x0‖ = ε2
∞∑
n=0

Pn(ε, ϑ̃ε), P0 = 2 sin2
δε + ϑ0

2

〈x0, Jy0〉
‖x0‖ + sin(δε + ϑ0)

〈x0, y0〉
‖x0‖ ,

4ε
(
cos

δε + ϑ0
2

− cos
δε + ϑ0 + ϑ̃ε

2

)
= 4ε sin

δε + ϑ0
2

ϑ̃ε
2

+ ε

∞∑

n=2

Qn(ε, ϑ̃ε),

где Pn(ε, ϑ̃ε), Qn(ε, ϑ̃ε) можно представить в форме

n∑

k=0

fn,k(ε)ε
kϑ̃n−k

ε , fn,k(ε) = O(1), ε→ 0. (3.15)

Поскольку при ε ∈ Eα (3.10) справедлива оценка sin((δε + ϑ0)/2) > α > 0, то уравнение (3.13)
примет вид

0 = εR0(ε) − ϑ̃ε +

∞∑

n=2

Rn(ε, ϑ̃ε)
as
=: H(ε, ϑ̃ε), (3.16)

где

R0(ε) = sin
δε + ϑ0

2

〈x0, Jy0〉
‖x0‖ + cos

δε + ϑ0
2

〈x0, y0〉
‖x0‖ ,

а Rn(ε, ϑ̃ε) (при n > 2) имеют структуру (3.15).
Для получения асимптотики решения такого уравнения воспользуемся следующим асимп-

тотическим аналогом теоремы о функции, заданной неявно.

Теорема 3. Пусть функция H(ε, ϑ̃ε) : R
2 → R разлагается в степенной асимптотиче-

ский ряд (3.16) при ε→ +0, непрерывна по ϑ̃ε при каждом ε ∈ Eα (3.10).
Тогда существует такое ε1 > 0, что при всех ε ∈ Eα ∩ (0, ε1) уравнение 0 = H(ε, ϑ̃ε)

имеет решение ϑ̃ε = o(1) при ε→ +0 и оно разлагается в степенной асимптотический ряд

ϑ̃ε
as
= εR0(ε) +

∞∑

n=2

εnfn(ε), где fn(ε) = O(1) при ε ∈ Eα. (3.17)

При этом все такие решения уравнения 0 = H(ε, ϑ̃ε) асимптотически равны, т. е. если

H(ε, ϑ̃ε) = 0 = H(ε, ϑε), ϑ̃ε = o(1) и ϑε = o(1) при ε → +0, то (ϑ̃ε − ϑε)
as
=
∑∞

k=1 ε
k · 0

при ε→ +0.

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству теоремы 4 из [10]. �

З а м е ч а н и е 2. В силу утверждения 2 имеем

Tε − T0 = O(ε), ε ∈ (0, ε0),

без дополнительных условий на ε.

Теперь из (2.7) по разложению ϑ̃ε получается разложение вектора lε по степеням ε в смысле
Эрдейи [14, Definition 2.4].
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Утверждение 3. Справедливо неравенство µ((0, ε0) \ Eα) 6 Kα2, где множества Eα

определены в (3.10), µ(M) — мера Лебега множества M , K — некоторая постоянная.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для определенности будем считать, что ε0 = T0/(2π). Рассмот-
рим последовательность {εn}, где εn = T0/(2πn). Из формулы (3.2) следует, что δεn = 0.
Отметим, что неравенство (δε(2π − δε))/π

2 > α2 выполняется при

δ2(α) := π − π
√

1− α2 6 δε 6 π + π
√

1− α2 =: δ1(α).

При любом натуральном k на промежутке ε ∈ (εk+1, εk] имеем T0 = 2πεk+ εδε, следовательно,

δε =
T0
ε

− 2πk.

Обозначим

εi,k :=
T0

δi + 2πk
, i = 1, 2.

Тогда

µ((0, ε0) \ Eα) 6
∞∑

k=1

(εk − ε2,k + ε1,k − εk+1)

=
T0
π

∞∑

k=1

(
1

2k
− 1

2k + 1−
√
1− α2

+
1

2k + 1 +
√
1− α2

− 1

2(k + 1)

)
6
T0α

2

2π

∞∑

k=1

1

k2
=
T0π

12
α2.

�

4. Примеры

1. Рассмотрим задачу (1.1) с m = 2 и

x0 =




1
0
0
0


 , y0 =




−1
1
0
0


 , Jy0 =




0
0
1
−1


 .

Отметим, что для таким образом выбранных векторов справедливы соотношения

x0 ⊥ Jy0, ‖x0‖ = 1, 〈x0, y0〉 = −1, ‖y0‖2 = ‖Jy0‖2 = 2.

Пусть на некотором множестве Ẽ ⊂ (0, ε0) таком, что 0 является его предельной точкой,
справедливо соотношение (3.11) и, как следствие, равенство (3.12). В частности, Ẽ ⊂ (0, ε0)
может быть равно Eα.

Преобразуем первое слагаемое в правой части уравнения (3.13)

‖x0 + ε2(1− cos(δε + ϑ0 + ϑ̃ε))Jy
0 + ε2 sin(δε + ϑ0 + ϑ̃ε) y

0‖

=
(
1− 2ε2 sin(δε + ϑ0 + ϑ̃ε) + 2ε4(1− cos(δε + ϑ0 + ϑ̃ε))

2 + 2ε4 sin2(δε + ϑ0 + ϑ̃ε)
)1/2

= 1− ε2 sin(δε + ϑ0 + ϑ̃ε) +O(ε4), ε→ +0,

и запишем (3.13) в виде

0 = O(ε4)− ε2 sin(δε + ϑ0 + ϑ̃ε)− 4ε
(
cos

δε + ϑ0
2

− cos
δε + ϑ0 + ϑ̃ε

2

)
. (4.1)
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Согласно утверждению 2 при ε→ +0 справедливы соотношения

sin(δε + ϑ0 + ϑ̃ε) = sin(δε + ϑ0) + ϑ̃ε cos(δε + ϑ0) +O(ϑ̃2ε),

cos
δε + ϑ0

2
− cos

δε + ϑ0 + ϑ̃ε
2

=
ϑ̃ε
2

sin
δε + ϑ0

2
+
ϑ̃2ε
8

cos
δε + ϑ0

2
+O(ϑ̃3ε).

(4.2)

Тогда, в силу формул (4.2) соотношение (4.1) после деления обеих частей на ε примет вид

0 = O(ε3) +O(εϑ̃2ε + ϑ̃3ε)− 2ε sin
δε + ϑ0

2
cos

δε + ϑ0
2

− εϑ̃ε

(
1− 2 sin2

δε + ϑ0
2

)
− 2ϑ̃ε sin

δε + ϑ0
2

− ϑ̃2ε
2

cos
δε + ϑ0

2
. (4.3)

Алгоритм построения ϑ1(ε) и ϑ2(ε), соответствующий теореме 3 и заключающийся в выписы-
вании уравнений сначала для слагаемых порядка O(ε), затем — для O(ε2), в данном примере
дает следующие формулы:

0 = −2ε sin
δε + ϑ0

2
cos

δε + ϑ0
2

− 2ϑ1 sin
δε + ϑ0

2
.

Отсюда

ϑ1 = −ε cos δε + ϑ0
2

=: εf1(ε), f1(ε) = − cos
δε + ϑ0

2
= O(1).

Для определения ϑ2(ε) получим уравнение

0 = ε2 cos
δε + ϑ0

2

(
1− 2 sin2

δε + ϑ0
2

)
− 2ϑ2 sin

δε + ϑ0
2

− ε2

2
cos3

δε + ϑ0
2

.

Значит,

ϑ2 = ε2
cos δε+ϑ0

2

(
1− 3 sin2

δε + ϑ0
2

)

4 sin
δε + ϑ0

2

=: ε2f2(ε). (4.4)

Таким образом, равномерно при ε ∈ Eα

Tε = T0 + εϑ0 − ε2 cos
δε + ϑ0

2
+ ε3

cos δε+ϑ0

2

(
1− 3 sin2

δε + ϑ0
2

)

4 sin
δε + ϑ0

2

+O(ε4).

2. Если же

sin
δε + ϑ0(ε)

2
−→ 0 при ε ∈ Ẽ, ε→ +0,

то f2(ε), определенная в (4.4), не является ограниченной, поскольку f2(ε) −→ ∞ при ε ∈ Ẽ,
ε→ +0.

Таким образом, на всем промежутке (0, ε0) при ε → +0 описанный в теореме 3 алгоритм
построения разложения неприменим (даже если знаменатель в формуле (4.4) на Ẽ отличен от
нуля).

Рассмотрим в качестве Ẽ множество тех ε ∈ (0, ε0), для которых наряду с (3.11) выполня-
ется следующее равенство:

sin
δε + ϑ0(ε)

2
=

√
δε(2π − δε)

π
=

√
ε. (4.5)



Асимптотика оптимального времени перевода объекта на множество 59

Отметим, что при указанном выборе Ẽ имеем

δε + ϑ0(ε) = 2
√
ε+O(ε) → +0, cos

δε + ϑ0(ε)

2
=

√
1− ε→ 1, ε ∈ Ẽ, ε→ +0.

Поэтому в предположении ϑ̃ε = O(ε) при всех достаточно малых ε > 0 выполняется включе-
ние (3.11). В силу (3.11) на Ẽ справедливо соотношение (4.3), которое с учетом предположе-
ния (4.5) приобретает вид

O(ε3) = −2ε
√
ε
√
1− ε− ε(1 − 2ε)ϑ̃ε − 2

√
εϑ̃ε −

ϑ̃2ε
2

√
1− ε.

Отсюда, выбирая подходящий корень квадратного уравнения, получим

ϑ̃ε = −ε+ ε
√
ε

4
+
ε2

2
+O(ε2.5), ε ∈ Ẽ, ε→ +0,

Tε = T0 + εϑ0 − ε2 +
ε2
√
ε

4
+
ε3

2
+O(ε3.5).

Отметим, что асимптотическое разложение ϑ̃ε на Ẽ получается из асимптотического ра-

венства, аналогичного (3.16): 0 = εR0(ε)− ϑ̃ε + ε
∞∑
n=0

εn/2Rn. Поэтому ϑ̃ε раскладывается на Ẽ

в асимптотический ряд по {εn/2}.
3. В случае

y0 = 0

уравнение (2.3) преобразуется к виду

0 = ‖lε‖x0 + 2

Tε∫

0

∣∣∣ sin
τ

2ε

∣∣∣dτ · lε. (4.6)

Из соотношения (4.6) следует, что при каждом ε > 0 вектор lε коллинеарен вектору x0; кро-

ме того, при дополнительном условии нормировки ‖lε‖ = 1 справедливо lε ≡ − x0

‖x0‖ = l0.

Оптимальное время вычисляется по формуле

Tε = T0 + ϑ0 = T0 + 2ε
(
arccos

(
1− δε

π

)
− δε

)
,

где T0, l0, δε, ϑ0 определяются из соотношений (2.11), (1.7), (3.3), (3.8) соответственно, а опти-
мальное управление можно найти по формуле (2.4).

5. Заключение

Отметим две отличительные особенности решения задачи (1.1), (1.6) по сравнению с за-
дачей быстродействия для такой же управляемой системы (в случае m = 1), но с началом
координат в качестве целевого множества, исследованной авторами ранее. Во-первых, в зада-
че с неограниченным целевым множеством предельное время T0 строго меньше оптимального
времени Tв в вырожденной задаче. Во-вторых, оптимальное время Tε не раскладывается в
степенной ряд в смысле Пуанкаре. Получено асимптотическое разложение в смысле Эрдейи
[14, Definition 2.4] по степенной асимптотической последовательности при ε ∈ Eα, ε→ +0. При
этом показано, что в общем случае вид асимптотического разложения решения задачи (1.1)
существенно зависит от множества, по которому ε стремится к нулю.

Авторы благодарят Рецензента за ценные замечания, позволившие улучшить изложение
результатов данной работы.
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