
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 27 № 1 2021

УДК 517.929.7, 517.929.8, 517.984

СХОДИМОСТЬ СОБСТВЕННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
ТИПА СТЕКЛОВА ДЛЯ ОПЕРАТОРА ЛАМЭ

Д. Б.Давлетов, О.Б.Давлетов, Р. Р. Давлетова, А. А. Ершов

Исследуется краевая задача типа Стеклова для оператора Ламэ в полуполосе, содержащей малое от-
верстие. На боковых границах полуполосы и на границе малого отверстия заданы однородные граничные
условия Дирихле, а на основании полуполосы задано спектральное условие Стеклова. Доказана теорема
о сходимости собственных элементов такой краевой задачи к решению предельной задачи (в полуполосе
без отверстия) при стремлении к нулю малого параметра ε > 0, характеризующего диаметр отверстия.
Для доказательства теоремы было введено пространство бесконечно дифференцируемых вектор-функций,
обладающих конечным интегралом Дирихле по полуполосе, и доказан ряд вспомогательных утвержде-
ний. Интеграл Дирихле для вектор-функции определен как сумма интегралов Дирихле компонент. Во
вспомогательных утверждениях, в частности, доказано, что из слабой сходимости в метрике введенного
пространства последовательности вектор-функций, определенных на полуполосе, следует сходимость их
сужений на основание полуполосы в метрике пространства L2. Кроме того, доказано, что для решений
краевых задач типа Стеклова для оператора Ламэ в полуполосе с малым отверстием из слабой сходимости
сужений на основание полуполосы вытекает сильная сходимость в той же области. Для каждого значения
параметра ε определен оператор сужения решений рассматриваемых краевых задач на основание полупо-
лосы. Также доказана сходимость последовательности операторов, обратных к операторам сужения при
ε → 0. Физическая интерпретация решения исследуемой в статье сингулярно возмущенной краевой задачи
состоит в том, что это решение представляет собой вектор деформации упругой однородной изотропной
среды, заполняющей двумерную область с малым отверстием. Уравнение Ламэ — это уравнение равно-
весия, при выполнении которого возможно сохранение неподвижного состояния упругой среды в форме
пластины. Граничные условия Дирихле на боковых границах полуполосы и на границе малого отверстия
соответствуют жесткому закреплению упругой пластины. Заданное на основании полосы спектральное
условие Стеклова представляет собой сложное упругое закрепление. Собственные значения и собственные
вектор-функции краевой задачи характеризуют возможные собственные колебания упругой пластины.

Ключевые слова: краевая задача, спектральное условие Стеклова, оператор Ламэ, собственные эле-
менты, малый параметр.

D. B.Davletov, O.B.Davletov, R.R.Davletova, A.A. Ershov. Convergence of eigenelements in

a Steklov type boundary value problem for the Lamé operator.

A Steklov type boundary value problem is studied for the Lamé operator in a half-strip with a small hole. On
the lateral boundaries of the half-strip and on the boundary of the small hole, homogeneous Dirichlet boundary
conditions are specified, and the Steklov spectral condition is specified on the base of the half-strip. A theorem
is proved on the convergence of the eigenelements of this problem to the solution of the limit problem (in the
half-strip without a hole) as a small parameter ε > 0 characterizing the diameter of the hole tends to zero.
To prove the theorem, we introduce the space of infinitely differentiable vector functions with a finite Dirichlet
integral over the half-strip and prove a number of auxiliary statements. The Dirichlet integral for a vector
function is defined as the sum of the Dirichlet integrals of the components. Among the auxiliary statements,
in particular, it is proved that the weak convergence in the metric of the introduced space of a sequence of
functions defined on the half-strip implies the convergence of their restrictions to the base of the half-strip in
the metric of the space L2. In addition, it is proved that, for the solutions of Steklov type boundary value
problems for the Lamé operator in a half-strip with a small hole, the weak convergence of the restrictions to
the base of the half-strip implies strong convergence in the same domain. For each value of the parameter ε, an
operator is defined for the restriction of the solutions of the considered boundary value problems to the base of
the half-strip. The convergence of the sequence of inverses of the restriction operators is also proved as ε → 0.
A physical interpretation of the solution of the singularly perturbed boundary value problem considered in
the paper is that this solution simulates the deformation vector of an elastic homogeneous isotropic medium
filling a two-dimensional region with a small hole. The Lamé equation is an equilibrium equation under which
a stationary state of an elastic medium in the form of a plate can be maintained. The Dirichlet boundary
conditions at the lateral boundaries of the half-strip and at the boundary of the small hole can be interpreted as
a rigid fixation of the elastic plate. The spectral Steklov condition specified at the base of the strip is a complex
elastic fixation. The eigenvalues and the corresponding eigenvector functions of the boundary value problem
characterize the possible natural vibrations of the elastic plate.
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Введение

Одним из классов краевых задач, которые успешно решаются с применением асимптотиче-
ских методов, являются сингулярно возмущенные краевые задачи. К таким задачам относятся,
например, краевые задачи в областях с малыми отверстиями, задачи со сменой типа гранич-
ного условия на малом участке границы, краевые задачи в перфорированных областях и мн.
др. (см., например, работы [1–7]).

Исследуемая в данной статье краевая задача относится к классу сингулярно возмущенных
краевых задач на собственные значения для оператора Ламэ в области с малым отверстием.

Изучением краевых задач для эллиптических операторов в областях с малыми отверсти-
ями занимались многие математики [8–12]. Краевым задачам для эллиптических операторов
теории упругости в ограниченных областях с малыми отверстиями посвящены работы [13;14]
(см. также [15] и список литературы в ней). В статье [14] построены полные асимптотические
разложения решений сингулярно возмущенных краевых задач для эллиптического оператора
линейной теории упругости в случае краевых условий Неймана на границе области с малой
полостью. В [16] даны полные асимптотические разложения собственных значений задачи
Стеклова для оператора Лапласа в области с малым отверстием. Возникновение собственных
значений из края существенного спектра для цилиндров с малыми отверстиями и граничными
условиями Дирихле на границах этих малых отверстий исследовалось в работах [17; 18].

В настоящей работе рассматривается векторная сингулярно возмущенная краевая задача
типа Стеклова для оператора Ламэ в полуполосе, содержащей малое отверстие. На боковых
границах и на границе малого отверстия заданы условия Дирихле, а на основании полупо-
лосы — спектральное условие Стеклова. Для данной задачи доказана теорема о сходимости
собственных элементов при стремлении к нулю малого параметра ε, определяющего диаметр
отверстия.

1. Постановка задачи и формулировка основного результата

Пусть Ω = (−b, b), Π = Ω × (a,+∞), −∞ < a < 0, 0 < b < +∞, Ωa = Ω × {a}, начало
координат лежит в Π∩ω, где ω ⊂ R

2 — связная ограниченная область с гладкой границей ∂ω,
ωε = {x : ε−1x ∈ ω}, 0 < ε ≪ 1, Πε = Π \ ωε. Через △∗ обозначим оператор Ламэ:

∆∗ := △+ α ∇ div,

где α = (λ+ µ) /µ, λ, µ > 0 — постоянные Ламэ (см., например, [19, формулы (5.9)]). Рас-
сматривается следующая сингулярно возмущенная краевая задача Стеклова:



























∆∗ψε = 0, x ∈ Πε,

ψε = 0, x ∈ ∂Π \Ωa,

∂ψε

∂n
= λεψε, x ∈ Ωa,

ψε = 0, x ∈ ∂ωε,

(1.1)

где n — внешняя нормаль. Для (1.1) назовем предельной следующую краевую задачу:


















∆∗ψ0 = 0, x ∈ Π,

ψ0 = 0, x ∈ ∂Π \Ωa,

∂ψ0

∂n
= λ0ψ0, x ∈ Ωa.

(1.2)

В силу [20, гл. III, §1, п. 1.1, теорема 1.2] собственные значения предельной краевой зада-
чи (1.2) имеют следующую общую структуру:

0 < λ0,1 6 λ0,2 6 . . . 6 λ0,k 6 . . . , (1.3)
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где каждое собственное значение повторяется столько раз, какова его кратность.

Основной результат сформулируем в виде следующей теоремы.

Теорема 1. Пусть отрезок [λ−, λ+] не содержит собственных значений предельной кра-

евой задачи (1.2). Тогда при достаточно малых ε этот отрезок не содержит и собственных

значений сингулярно возмущенной краевой задачи (1.1).
Пусть кратность собственного значения λ0 предельной краевой задачи (1.2) равна d. То-

гда существует ровно d собственных значений λ
(l)
ε , l = 1, d (с учетом кратности) краевой

задачи (1.1), сходящихся к λ0 при ε → 0.
Пусть Rε : L2(Ωa) 7→ L2(Ωa) — линейный оператор, ставящий в соответствие вектор-

функции f ε ∈ L2(Ωa) сужение решения uε краевой задачи



























∆∗uε = 0, x ∈ Πε,

uε = 0, x ∈ ∂Π \ Ωa,

∂uε

∂n
+ uε = f ε, x ∈ Ωa,

uε = 0, x ∈ ∂ωε

(1.4)

на Ωa, а R0 : L2(Ωa) 7→ L2(Ωa) — линейный оператор, ставящий в соответствие вектор-

функции f ∈ L2(Ωa) сужение решения u0 краевой задачи


















∆∗u0 = 0, x ∈ Π,

u0 = 0, x ∈ ∂Π \ Ωa,

∂u0

∂n
+ u0 = f , x ∈ Ωa

(1.5)

на Ωa :

R0f :=

∞
∑

k=1

(f ,ϕk)L2(Ω)

µk + 1
ϕk(x1), (1.6)

где µk = λ2
0,k из (1.3), а вектор-функции ϕk(x1) образуют ортонормированную систему в

L2(Ωa). Тогда для соответствующих собственных проекторов Rε := R−1
ε и R0 := R−1

0 в

L2(Ωa) имеет место сходимость Rε → R0 при ε → 0.

2. Вспомогательные утверждения

Определим пространство H1(Π) как пополнение по норме

‖w‖H1(Π) =

(
∫

Π

|∇w|2 dx+

∫

Ωa

|w|2 dx1
)1/2

вектор-функций из C∞(Π), обладающих конечным интегралом Дирихле

∫

Π
|∇w|2dx < ∞, где

∫

Π

|∇w|2dx :=
2
∑

i=1

∫

Π

|∇wi|2dx.

Подмножество вектор-функций из H1(Π), обращающихся в нуль на ∂Π \Ωa, обозначим через
H1(Π; ∂Π \ Ωa). Пространство H1(Πε) определим как пополнение по норме

‖w‖H1(Πε) =

(
∫

Πε

|∇w|2 dx+

∫

Ωa

|w|2 dx1
)1/2

(2.1)
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функций из C∞(Πε), обладающих конечным интегралом Дирихле

∫

Πε

|∇w|2dx < ∞. Здесь

∫

Πε

|∇w|2dx :=

2
∑

i=1

∫

Πε

|∇wi|2dx.

Подмножество вектор-функций из H1(Πε), обращающихся в нуль на ∂ωε ∪ ∂Π \Ωa, обозначим
через H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \Ωa).

Очевидно, что если вектор-функцию, принадлежащую H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \Ωa), продолжить
нулем в ωε, то она будет принадлежать H1(Π; ∂Π \ Ωa). Поэтому всюду далее для этих про-
должений будем сохранять их первоначальные обозначения.

Обозначим

∇U∇V :=
2
∑

i=1

∇Ui∇Vi.

Краевые задачи (1.4) и (1.5) будем понимать в обобщенном смысле. Пусть f ε,f ∈ L2(Ωa).
Тогда uε ∈ H1(Πε; ∂ωε∪∂Π\Ωa) называется обобщенным решением краевой задачи (1.4), если
для любого v ∈ H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \Ωa) выполняется равенство

∫

Πε

(∇uε∇v + α divuεdivv) dx+

∫

Ωa

uεvdx1 =

∫

Ωa

f εvdx1. (2.2)

Аналогично элемент u0 ∈ H1(Π; ∂Π \ Ωa) называется обобщенным решением краевой зада-
чи (1.5), если для любого v ∈ H1(Π; ∂Π \ Ωa) справедливо соотношение

∫

Π

(∇u0∇v + α divu0divv) dx+

∫

Ωa

u0vdx1 =

∫

Ωa

fvdx1. (2.3)

Собственные вектор-функции ψε иψ0 краевых задач (1.1), (1.2) рассматриваются в классах
H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \ Ωa) и H1(Π; ∂Π \ Ωa) соответственно.

Подставляя v = uε в (2.2) и v = u0 в (2.3), получаем априорные оценки

‖uε‖H1(Π) 6 ‖f ε‖L2(Ω), ‖u0‖H1(Π) 6 ‖f‖L2(Ω), (2.4)

из которых вытекает единственность решений краевых задач (1.4) и (1.5).

Следуя методу разделения переменных, решение краевой задачи (1.5) можно представить
в виде

u0(x) =
∞
∑

k=1

(f ,ϕk)L2(Ω)

µk + 1
ϕk(x1)e

−√
µk(x2−a), (2.5)

где вектор-функции ϕk(x1) образуют ортонормированную систему в L2(Ω). Правая часть ра-
венства (2.5) представляет собой ряд Фурье (см., например, [21, гл. 2, § 2, п. 6, лемма 2]),
сходящийся к u0(x) в H1(Π; ∂Π \Ωa).

Осталось показать разрешимость краевой задачи (1.4). Для этого предварительно докажем
следующую лемму.

Лемма 1. Пусть

(uε,v)1 :=

∫

Πε

(∇uε∇v + α divuεdivv) dx+

∫

Ωa

uεvdx1. (2.6)
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Тогда соотношение (2.6) можно принять за скалярное произведение в H1(Πε), индуцирующее

новую норму

‖uε‖1 =
(

∫

Πε

(

|∇uε|2 + α |divuε|2
)

dx+

∫

Ωa

|uε|2 dx1
)1/2

в H1(Πε), которая будет эквивалентна старой норме (2.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для установления справедливости леммы 1 (см., например,
[21, гл. 4, § 2, п. 4]) достаточно показать существование констант C1 > 0 и C2 > 0 таких, что
неравенства

C2
1‖uε‖2H1(Πε)

≤ ‖uε‖21,
‖uε‖21 ≤ C2

2‖uε‖2H1(Πε)

(2.7)

имеют место для всех uε ∈ H1(Πε). Предварительно приведем очевидное неравенство

(

2
∑

i=1

ai

)2
≤ 2

2
∑

i=1

a2i . (2.8)

С учетом (2.8) последовательно получаем

‖uε‖21 =
∫

Πε

(

|∇uε|2 + α |divuε|2
)

dx+

∫

Ωa

|uε|2 dx1

=

∫

Πε

|∇uε|2 dx+ α

∫

Πε

|divuε|2 dx+

∫

Ωa

|uε|2 dx1

6 ‖uε‖2H1(Πε)
+ 2α

∫

Πε

2
∑

i=1

(

∂uiε
∂xi

)2

dx

6 ‖uε‖2H1(Πε)
+ 2α

∫

Πε

|∇uε|2 dx

6 ‖uε‖2H1(Πε)
+ 2α‖uε‖2H1(Πε)

= (1 + 2α) ‖uε‖2H1(Πε)
.

Таким образом, выполняется второе из неравенств в (2.7) при C2
2 = 1 + 2α > 0. Покажем

теперь, что выполняется первое из неравенств в (2.7). В самом деле,

‖uε‖21 =
∫

Πε

(

|∇uε|2 + α |divuε|2
)

dx+

∫

Ωa

|uε|2 dx1

=

∫

Πε

|∇uε|2 dx+ α

∫

Πε

|divuε|2 dx+

∫

Ωa

|uε|2 dx1

>

∫

Πε

|∇uε|2 dx+

∫

Ωa

|uε|2 dx1 = ‖uε‖2H1(Πε)
.

Следовательно, выполняется первое из неравенств в (2.7) при C2
1 = 1. �

С учетом (2.6) равенство (2.2) перепишется в виде

(uε,v)1 =

∫

Ωa

f εvdx1. (2.9)
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При любом фиксированном f ε ∈ L2(Ω) правая часть в (2.9) является линейным ограниченным
функционалом в H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \Ωa). Тогда в силу теоремы Рисса (см., например, [21, гл. 2,
§ 3, п. 2, теорема 1]) существует единственный элемент F ε ∈ H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \Ωa) такой, что
∫

Ωa

fεvdx1 = (F ε,v)1 для любого v ∈ H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \ Ωa). Отсюда и из (2.9) следует, что

uε = F ε. Итак, краевая задача (1.4) однозначно разрешима.
Напомним, что Rε : L2(Ωa) 7→ L2(Ωa) — линейный оператор, ставящий в соответствие

вектор-функции f ε сужение решения uε краевой задачи (1.4) на Ωa, а R0 : L2(Ωa) 7→ L2(Ωa) —
линейный оператор, ставящий в соответствие вектор-функции f сужение решения u0 краевой
задачи (1.5) на Ωa (см. (2.5)), т. е. справедливо (1.6).

Поскольку fk ⇀ f в L2(Ωa) при k → ∞ и оператор R0 компактен в силу компактности
вложения H1(Π) в L2(Ωa), то имеет место сходимость

R0fk → R0f в L2(Ωa) при k → ∞.

Лемма 2. Пусть v — произвольная вектор-функция из C∞(Π), обращающаяся в нулевой

вектор на ∂Π \ Ωa, обладающая конечным интегралом Дирихле. Тогда существуют вектор-

функции vε ∈ H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \ Ωa) такие, что ‖v − vε‖H1(Π) → 0 при ε → 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Не ограничивая общности будем считать, что область ωε лежит
в круге Bε ⊂ Π радиуса ε с центром в начале координат. Определим срезающую функцию
χε(x) ∈ H1(Π) следующим образом:

χε(x) =











1, |x| 6 exp
(

−(1 +
√
− ln ε)2

)

,
√

− ln |x| −
√
− ln ε, exp

(

−(1 +
√
− ln ε)2

)

6 |x| 6 ε,

0, |x| > ε.

Очевидно, что при ε → 0 имеют место сходимости

‖χε‖L2(Ωa) → 0, ‖χε‖L2(Π) → 0 и ‖∇χε‖L2(Π) → 0. (2.10)

Действительно, в полярных координатах r, ϕ (удовлетворяющих соотношениям x1 = r cosϕ,
x2 = r sinϕ) срезающую функцию можно записать в виде

χε(x) = κε(|x|) = κε(r) =











1, r 6 exp
(

−(1 +
√
− ln ε)2

)

,√
− ln r −

√
− ln ε, exp

(

−(1 +
√
− ln ε)2

)

6 r 6 ε,

0, r > ε.

Соответственно

‖∇χε‖2L2(Π) =

∫∫

Π

∣

∣∇κε(|x|)
∣

∣

2
dx1dx2 =

∫∫

R2

(

(

∂κε(|x|)
∂x1

)2

+

(

∂κε(|x|)
∂x2

)2
)

dx1dx2

=

∫∫

R2

(

(

κ
′
ε(r) ·

x1
√

x21 + x22

)2

+

(

κ
′
ε(r) ·

x2
√

x21 + x22

)2
)

dx1dx2 =

∫∫

R2

(

κ
′
ε(r)

)2
dx1dx2

=

2π
∫

0

dϕ

+∞
∫

0

r
(

κ
′
ε(r)

)2
dr = 2π

ε
∫

e−(1+
√

− ln ε)2

r
(

κ
′
ε(r)

)2
dr = 2π

ε
∫

e−(1+
√

− ln ε)2

r

(

1

2r
√
− ln r

)2

dr

= −π

2

ε
∫

e−(1+
√

− ln ε)2

dr

r ln r
= −π

2

ε
∫

e−(1+
√

− ln ε)2

d ln r

ln r
=

π

2
ln | ln r|

∣

∣

∣

∣

e−(1+ln
√

−ε)2

r=ε
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=
π

2

(

ln(1 +
√
− ln ε)2 − ln(− ln ε)

)

=
π

2
ln

1 + 2
√
− ln ε− ln ε

− ln ε
→ 0, ε → 0.

Очевидно, что первая и вторая сходимости из (2.10) также выполняются.
Пусть v(x) удовлетворяет условиям доказываемой леммы. Тогда вектор-функции vε(x) :=

(1− χε(x))v(x) принадлежат пространству H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \Ωa).

В силу определения вектор-функции vε, неравенства Коши — Буняковского и сходимо-
стей (2.10) получаем, что при ε → 0 имеет место следующая сходимость:

‖v − vε‖2H1(Π) = ‖χεv‖2H1(Π) = ‖∇(χεv)‖2L2(Π) + ‖χεv‖2L2(Ωa)

6 C1‖χε‖2L2(Π) + C2‖∇χε‖2L2(Π) +C3‖χε‖L2(Π)‖∇χε‖L2(Π) + C4‖χε‖2L2(Ωa)
→ 0.

Таким образом, ‖v − vε‖H1(Π) → 0 при ε → 0. �

Заметим, что аналог леммы 2 для скалярного случая был ранее обоснован в работе [15]. До-
казательство леммы 2 для векторного случая не сводится к доказательству скалярного случая
и отличается прежде всего более аккуратным выбором срезающей функции. Одной из при-
чин проблемы выбора является сложность различения пространств C(Π) и H1(Π) для Π ⊂ R

2.
Среди немногих примеров функции, принадлежащей H1(Π), но не принадлежащей C(Π), яв-
ляется функция f(x) =

√

ln(−|x|), на основе которой и была построена срезающая функция.
В то же время если бы область Π являлась частью евклидова пространства размерности три
и выше, то указанной проблемы не возникало бы и можно было бы ограничиться заданием
крайних значений срезающей функции.

Пусть

‖w‖H1(Π(R)) =

(
∫

Π(R)

|∇w|2 dx+

∫

Ωa

w2dx1

)1/2

,

где Π(R) = Ω× (a,R), R > 0. Так как (см., например, [21, гл. III, § 5, теорема 5]),

‖w‖W 1
2 (Π(R)) 6 C(R)‖w‖H1(Π(R)), ‖w‖H1(Π(R)) 6 ‖w‖H1(Π),

то

‖w‖W 1
2 (Π(R)) 6 C(R)‖w‖H1(Π), (2.11)

где C(R) — константа, зависящая от выбора R.

Лемма 3. Пусть в (1.4) и (1.5) вектор-функции f , f ε ∈ L2(Ωa). Тогда если

f ε ⇀ f в L2(Ωa) при ε → 0,

то для сужения Rεf ε решения uε краевой задачи (1.4) и сужения R0f решения u0 краевой

задачи (1.5) на Ωa имеет место сходимость

Rεfε → R0f в L2(Ωa) при ε → 0. (2.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу слабой компактности ограниченного множества в гиль-
бертовом пространстве (см., например, [21, гл. 2, §3]), оценок (2.4) и (2.11) и компактности
вложения W 1

2 (Π(R)) в L2(Ωa) из любой последовательности εk →
k→∞

0 можно выделить подпо-

следовательность (которую, не ограничивая общности, будем считать совпадающей с последо-
вательностью {εk}) такую, что на ней

uε ⇀ u∗ в H1(Π) при ε = εk → 0,

uε → u∗ в L2(Ωa) при ε → 0,
(2.13)
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причем u∗ ∈ H1(Π; ∂Π \ Ωa), если uε ∈ H1(Πε; ∂ωε ∪ ∂Π \ Ωa). Если u∗ = u0, то из произвола
в выборе исходной последовательности εk →

k→∞
0 будет следовать сходимость (2.12).

Покажем, что u∗ = u0. Пусть v – произвольная вектор-функция из C∞(Π), обращающая-
ся в нулевой вектор на ∂Π \ Ωa, имеющая конечный интеграл Дирихле, а вектор-функции vε
удовлетворяют утверждению леммы 2. Положим в (2.2), что v = vε. Тогда, переходя в полу-
ченном равенстве к пределу при ε → 0, в силу (2.13), леммы 2 и определения пространства
H1(Π; ∂Π \ Ωa) заключаем, что функция u∗ является обобщенным решением краевой зада-
чи (1.5). Из единственности решения краевой задачи (1.5) (см. (2.4)) выводим, что u∗ = u0. �

Доказательство следующей леммы полностью повторяет доказательство аналогичного ут-
верждения в скалярном случае (см. [15, лемма 3]).

Лемма 4. При ε → 0 имеет место сходимость Rε → R0 по операторной норме

‖A‖ = sup
‖g‖L2(Ωa)=1

‖Ag‖L2(Ωa), где A : L2(Ωa) 7→ L2(Ωa).

Напомним, что краевые задачи (1.5) и (1.4) однозначно разрешимы. Поэтому существуют
обратные операторы R0 = R−1

0 и Rε = R−1
ε , определенные в L2(Ω).

Справедливость следующего утверждения вытекает из [22, гл. 4, § 2, п. 6, теорема 2.23] и
леммы 4.

Лемма 5. При ε → 0 оператор Rε сходится к оператору R0 в обобщенном смысле.

3. Доказательство теоремы 1

Докажем теперь теорему 1. Из определения операторов Rε и R0 следует, что собственные
значения Λε и Λ0 этих операторов и собственные значения λε и λ0 краевых задач (1.1) и (1.2)
связаны равенствами λε = Λε − 1 и λ0 = Λ0 − 1, а соответствующие нормированные в L2(Ωa)
собственные вектор-функции совпадают. Отсюда в силу [22, гл. 4, теорема 3.16] и леммы 5
вытекает справедливость доказываемой теоремы.

Заключение

Теорема 1, представленная в данной статье, — промежуточный результат, который будет
необходим при построении асимптотических разложений собственных значений сингулярно
возмущенной краевой задачи (1.1) методом согласования асимптотических разложений. По-
лученный ранее в скалярном случае результат (см. [23]) может быть обобщен на векторный
случай. В отличие от скалярного случая векторный случай будет иметь ряд сложностей, на-
пример при решении краевых задач с особенностями в нуле. Метод, изложенный в [23] при
доказательстве теоремы 2.1 для скалярной задачи, в векторном случае требует обобщения, так
как в явном виде не применим.

Информация о вкладе авторов. Д.Б.Давлетову, О.Б.Давлетову, Р. Р.Давлетовой при-
надлежит доказательство основного результата работы в виде теоремы 1, А.А. Ершову — до-
казательство леммы 2 для векторного случая.
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