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Пусть G — группа, X — некоторое множество групп. Группа G насыщена группами из множества X,

если любая конечная подгруппа из G содержится в подгруппе группы G, изоморфной некоторой группе

из X. Если все элементы конечных порядков из группы G содержатся в периодической подгруппе груп-

пы G, то она называется периодической частью группы G и обозначается через T (G). Напомним, что

группа G называется группой Шункова, если для любой конечной подгруппы H из G в фактор-группе

нормализатора по ней любые два сопряженных элемента простого порядка порождают конечную группу.

Группа Шункова не обязана обладать периодической частью. В работе доказано, что группа Шункова,

насыщенная конечными линейными и унитарными группами степени 3 над конечными полями характе-

ристики 2, обладает периодической частью, которая изоморфна либо линейной, либо унитарной группе

степени 3 над подходящим локально конечным полем характеристики 2.
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groups of degree 3 over finite fields of odd characteristic.

Let G be a group, and let X be a set of groups. A group G is saturated with groups from the set X if any finite

subgroup of G is contained in a subgroup of G isomorphic to some group from X. If all elements of finite orders

from G are contained in a periodic subgroup T (G) of G, then T (G) is called the periodic part of G. A group G
is called a Shunkov group if, for any finite subgroup H of G, in G/N(G) any two conjugate elements of prime

order generate a finite group. A Shunkov group may have no periodic part. It is proved that a Shunkov group
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characteristic 2.
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Введение

Пусть G — группа, X — некоторое множество групп. Группа G насыщена группами из
множества X, если любая конечная подгруппа из G содержится в подгруппе группы G, изо-
морфной некоторой группе из X (множество X будем называть насыщающим множеством

для G) [14]. Если все элементы конечных порядков из G содержатся в периодической подгруп-
пе группы G, то она называется периодической частью группы G и обозначается через T (G)
[2, с. 90]. Напомним, что группа G называется группой Шункова (сопряженно-бипримитивно
конечной группой), если для любой конечной подгруппы H из G в фактор-группе NG(H)/H
любые два сопряженных элемента простого порядка порождают конечную группу [6]. Отме-
тим, что группа Шункова не обязана обладать периодической частью [11]. В работах [7–9]
рассмотрен вопрос существования периодической части в группе Шункова при некоторых
дополнительных ограничениях (слойная конечность). В [3] доказано, что периодическая груп-
па G (в частности, периодическая группа Шункова), насыщенная группами L3(2

n), локально
конечна и изоморфна L3(P ), где P — подходящее локально конечное поле характеристики 2.

1Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект 19-71-10017).
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В статье [17] доказано, что группа Шункова G, насыщенная группами U3(2
n), обладает перио-

дической частью, которая локально конечна и изоморфна U3(P ), где P — подходящее локально
конечное поле характеристики 2.

В настоящей работе устанавливается структура группы Шункова с насыщающим множе-
ством

M = {L3(2
n), U3(2

m) | n,m ∈ N, n > 1, m > 2}.

Теорема. Пусть группа Шункова G насыщена группами из множества M. Тогда G об-

ладает периодической частью T (G), которая изоморфна либо L3(Q), либо U3(Q) для подхо-

дящего локально конечного поля Q характеристики 2.

Пусть G — группа, K — подгруппа G, X — множество групп. Через XG(K) будем обозначать
множество всех подгрупп группы G, содержащих K и изоморфных группам из X. Если 1 —
единичная подгруппа группы G, то через XG(1) будем обозначать множество всех подгрупп
группы G, изоморфных группам из X. Если из контекста ясно о какой группе идет речь, то
вместо XG(K) будем писать X(K) и соответственно вместо XG(1) будем писать X(1).

1. Некоторые свойства группы L3(2
n)

Для доказательства основной теоремы статьи приведем известные свойства группы L3(2
n),

которые ранее были выписаны, например, в [3, § 1] с опорой на классические работы Р. В. Кар-
тера (1972), Б. Хупперта (1979) и М. Ашбахера (2000).

Пункты 1–4 предложения 1 соответствуют пп. 1–4 из [3, § 1]; п. 5 доказывается непо-
средственными вычислениями; пп. 6–8 являются следствием п. 5 из [3, § 1]; пп. 9, 10 пред-
ложения 1 — это пп. 6, 7 из [3, § 1]; п. 11 предложения 1 — это п. 8 из [3, § 1]; пп. 12, 13
предложения 1 — следствие п. 9 из [3, § 1]; пп. 14, 15 предложения 1 — следствие п. 10 из
[3, § 1].

Предложение 1. Пусть F — поле порядка q = 2m,m > 1, S = SL3(F ) = SL3(q) — группа

матриц размерности 3 над F с определителем, равным 1. Тогда

1. Центр C группы S состоит из скалярных матриц, |C| = (3, q − 1).

2. Группа L = L3(F ) = L3(q) = S/C — простая группа, имеющая порядок

q3(q3 − 1)(q2 − 1)/(3, q − 1).

Пусть T =
{( 1 α γ

0 1 β
0 0 1

)∣∣∣α, β, γ ∈ F
}

— группа верхних унитреугольных матриц из S.

3. T — силовская 2-подгруппа порядка q3 из S. Центр T — это элементарная абелева

подгруппа Z =
{(

1 0 γ
0 1 0
0 0 1

)∣∣∣ γ ∈ F
}

порядка q, которая одновременно является коммутантом

и подгруппой Фраттини группы T . В частности, T двуступенно нильпотентна, период

группы T равен 4.

4. Любая инволюция из T содержится либо в подгруппе A =
{(

1 α γ
0 1 0
0 0 1

)∣∣∣α, γ ∈ F
}
, либо

в подгруппе B =
{( 1 0 γ

0 1 β
0 0 1

)∣∣∣β, γ ∈ F
}
, каждая из которых является элементарной абелевой

подгруппой порядка q2, инвариантной в NS(T ). При этом

A ∩B = Z, AB = T, A = AZ × Z, AZ =
{(

1 α 0
0 1 0
0 0 1

)∣∣∣α ∈ F
}
, B = BZ × Z,

где BZ =
{(

1 0 0
0 1 α
0 0 1

)∣∣∣α ∈ F
}
. Если X — любая из подгрупп A,B и x ∈ X \ Z, то CT (x) = X.

Кроме того, S = 〈NS(A), NS(B)〉.

5. Если элемент y из группы T имеет порядок 4, то y =
( 1 α γ

0 1 β
0 0 1

)
, где α, β ∈ F \{0}, а γ ∈ F.

CT (y) = 〈y〉Z(T ). Если элемент y перестановочен с некоторой инволюцией x ∈ T , то x ∈ Z.
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6. Пусть U =
{( α 0 0

0 β 0
0 0 α−1β−1

)∣∣∣α, β ∈ F \ {0}
}
. Тогда U = V ×WA = V ×WB. Здесь

V =
{(

α 0 0
0 α−2 0
0 0 α

)∣∣∣α ∈ F\{0}
}
, WA =

{( 1 0 0
0 β 0
0 0 β−1

)∣∣∣ β ∈ F\{0}
}
, WB =

{(
β−1 0 0
0 β 0
0 0 1

)∣∣∣β ∈ F\{0}
}
,

где V,WA,WB — циклические группы порядка q − 1.

U = U/C = V ×WA = V ×WB, где WA = WAC/C,WB = WBC/C — циклические группы

порядка q − 1, V = V C/C есть циклическая группа порядка (q − 1)/(3, q − 1).

7. U = HA ×WA — прямое произведение двух циклических групп порядка q − 1,

HA =
{(

α−2 0 0
0 α 0
0 0 α

)∣∣∣α ∈ F \ {0}
}
, WA =

{( 1 0 0
0 β 0
0 0 β−1

)∣∣∣ β ∈ F \ {0}
}
.

U = U/C = HA ×WA — прямое произведение циклической группы WA = WAC/C порядка

q − 1 и циклической группы HA = HAC/C порядка (q − 1)/(3, q − 1).

8. U = HB ×WB — прямое произведение двух циклических групп порядка q − 1,

HB =
{(

α 0 0
0 α 0
0 0 α−2

)∣∣∣α ∈ F \ {0}
}
, WB =

{(
β−1 0 0
0 β 0
0 0 1

)∣∣∣ β ∈ F \ {0}
}
.

U = U/C = HB ×WB — прямое произведение циклической группы WB = WBC/C поряд-

ка q − 1 и циклической группы HB = HBC/C порядка (q − 1)/(3, q − 1).

9. При естественном гомоморфизме S на L образ T группы T изоморфен T (мы будем

отождествлять T и T ), и NL(T ) = TU . Если q > 4, то CL(U ) = U .

10. Если 1 6= z — элемент из Z, то CL(z) = CL(Z) = T ⋋ V , V нормализует T,AZ , BZ ,

централизует Z, каждый нетривиальный элемент из V действует на AZ , BZ , T/Z при со-

пряжении без неподвижных точек.

11. Любая инволюция из группы L сопряжена с инволюцией из Z. В частности, центра-

лизатор любой инволюции из L содержит ровно одну силовскую 2-подгруппу из L. Для любой

нетривиальной подгруппы Z1 из Z справедливо включение NL(Z1) 6 NL(T ).

12. NL(T ) = T ⋋ (HA × WA), где WA нормализует A,Z,AZ и действует регулярно и

транзитивно на Z,AZ , HA нормализует A,Z,AZ , действует регулярно на Z,AZ и центра-

лизует BZ.

13. NL(T ) = T ⋋ (HB × WB), где WB нормализует B,Z,BZ и действует регулярно и

транзитивно на Z,BZ , HB нормализует B,Z,BZ , действует регулярно на Z,BZ и центра-

лизует AZ.

14. NL(A) = A⋋ (FA ×HA) — максимальная подгруппа в L, где

FA =
{( 1 0 0

0 α γ
0 β δ

)∣∣∣α, γ, β, δ ∈ F
}
, FA ≃ L2(q),WA < FA, BZ < FA, T = A⋋BZ , NL(T ) < NL(A).

Для любого 1 6= h ∈ HA имеем CL(h) = FA ×HA.

15. NL(B) = B ⋋ (FB ×HB) — максимальная подгруппа в L, где

FB =
{( α γ 0

β δ 0
0 0 1

)∣∣∣α, γ, β, δ ∈ F
}
, FB ≃ L2(q),WB < FB , AZ < FB , T = B ⋋AZ , NL(T ) < NL(B).

Для любого 1 6= h ∈ HB имеем CL(h) = FB ×HB .
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2. Доказательство теоремы

Предположим, что теорема неверна. В дальнейшем группа G — контрпример к утвер-
ждению теоремы. Положим A = {L3(2

n) | n = 1, 2, . . .}, B = {U3(2
n) | n = 1, 2, . . .}. Тогда

M(1) = A(1) ∪B(1) — насыщающее множество для группы G. Поскольку G — контрпример,
то M(1) 6= ∅ и G — не периодическая группа.

Лемма 1. Группа G содержит бесконечную локально конечную подгруппу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если G содержит конечное множество элементов конечного по-
рядка, то по лемме Дицмана [1] и условию насыщенности G обладает конечной периодической
частью T (G) ∈̃ {L3(2

n), U3(2
m)} для подходящих n, m. Противоречие с выбором G. Следова-

тельно, G содержит бесконечно много элементов конечного порядка, и по [15, лемма 1] груп-
па G содержит бесконечную локально конечную подгруппу. �

Рассмотрим три взаимоисключающих варианта структуры M(1).

В а р и а н т I. A(1) = ∅, B(1) 6= ∅.

В этом варианте M(1) = B(1) — насыщающее множество для группы G и по [17, теоре-
ма 1.5] G обладает периодической частью T (G), которая локально конечна и изоморфна U3(P ),
где P — подходящее локально конечное поле характеристики 2.

Противоречие с тем, что группа G — контрпример. �

В а р и а н т II. A(1) 6= ∅, B(1) = ∅.

Ввиду теоремы, доказанной в работе автора 2019 г. (О силовских 2-подгруппах групп Шун-
кова, насыщенных группами L3(2

n) // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2019. Т. 25,
№ 4. C. 275–282), справедлива

Лемма 2. Пусть S — силовская 2-подгруппа группы G. Тогда

1. S — бесконечная локально конечная группа периода 4.

2. S двуступенно нильпотентна, Z = Z(S) = S′ — группа периода 2.

3. Для любого x ∈ S, x2 ∈ Z.

4. Пусть z — инволюция из G. Тогда CG(z) обладает единственной силовской 2-подгруппой.

5. Силовские 2-подгруппы в группе G сопряжены c S.

6. Группа N = NG(S) обладает счетной периодической частью T = T (N) = S ⋋ P, где

группа P — локально конечная абелева группа ранга 2 без инволюций.

7. Подгруппа T насыщена группами из множества AN = {NM (SM ) | M ∈ A(1), SM ∈
Syl2(M)}.

В дальнейшем, если не оговорено особо, под T, P, S будут пониматься подгруппы из
условия и утверждений леммы 2.

Лемма 3. Существует последовательность подгрупп M1,M2, . . . ,Mn, . . . группы G та-

кая, что для нее имеют место следующие свойства.

1. Для любого n существует kn такое, что Mn ≃ L3(2
kn).

2. SM1 < SM2 < . . . < SMn
< . . . для некоторых силовских 2-подгрупп SMn

из Mn.

3. S =
∞⋃
n=1

SMn
— силовская 2-подгруппа группы G.

4. Z(SM1) < Z(SM2) < . . . < Z(SMn
) < . . . .

5. Z = Z(S) =
∞⋃
n=1

Z(SMn
).

6. NM1(SM1) < NM2(SM2) < . . . < NMn
(SMn

) < . . . .

7. T =
∞⋃
n=1

NMn
(SMn

).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем инволюцию z ∈ Z. По условию насыщенности 〈z〉 <
M1 ∈ A(1). Пусть SM1 — силовская 2-подгруппа из M1, содержащая инволюцию z в своем
центре (п. 11 предложения 1 ). Согласно пп. 4, 6 леммы 2 NM1(SM1) < T = {c1, c2, . . . , cm, . . .}
— бесконечная счетная локально конечная группа. Следовательно, для любого натурального
m1 〈NM1(SM1), c1, c2, . . . , cm1〉 — конечная группа. Выберем элемент cm1 ∈ N \NM1(SM1) с ми-
нимально возможным значением номера m1. Поскольку N — локально конечная группа, то
〈NM1(SM1), cm1〉 — конечная группа. По условию насыщенности 〈NM1(SM1), cm1〉 < M2 ∈ A(1).
Пусть SM2 — силовская 2-подгруппа из M2, содержащая SM1 . Тогда SM1 < SM2 , Z(SM1) <
Z(SM2) и по п. 11 предложения 1 NM1(SM1) < NM2(SM2). Действуя подобным образом, полу-
чаем последовательность M1,M2, . . . ,Mn, . . . , обладающую требуемыми свойствами, перечис-
леными в пп. 1–7 заключения леммы. �

Определим множество значений индекса i ∈ {1, 2}.

Лемма 4. Для групп цепочки SM1 < SM2 < . . . < SMn
< . . . имеют место следующие

свойства.

1. SMn
= S

(1)
Mn

S
(2)
Mn

= S
(2)
Mn

S
(1)
Mn

, где S
(1)
Mn

, S
(2)
Mn

— максимальные элементарные абелевы

подгруппы из SMn
.

2. S
(1)
Mn

∩ S
(2)
Mn

= Z(SMn
).

3. S
(1)
Mn

= S
(1)
MnZ(SMn

)
× Z(SMn

).

4. S
(2)
Mn

= S
(2)
MnZ(SMn

)
× Z(SMn

).

5. Любая элементарная абелева подгруппа из SMn
содержится либо в S

(1)
Mn

, либо в S
(2)
Mn

.

6. SMn
= S

(1)
Mn

⋋ S
(2)
MnZ(SMn

)
= S

(2)
Mn

⋋ S
(1)
MnZ(SMn

)
.

7. NMn
(SMn

) < NMn
(S

(i)
Mn

).

8. S
(i)
M1

< S
(i)
M2

< . . . < S
(i)
Mn

< . . . .
9. Без ограничения общности можно считать, что

S
(i)
M1Z(SM1

)
< S

(i)
M2Z(SM2

)
< . . . < S

(i)
MnZ(ZMn

)
< . . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Группы SMn
определены и зафиксированы в п. 2 леммы 3. По

условию насыщенности Mn ≃ L = L3(2
kn) (L — группа из п. 2 предложения 1). В соответствии

с п. 4 предложения 1 и определением S
(1)
Mn

, S
(2)
Mn

как максимальных элементарных абелевых
подгрупп из силовской 2-подгруппы SMn

группы Mn (п. 1 заключения леммы), положив (в
обозначениях п. 4 предложения 1)

S
(1)
Mn

≃ A, S
(2)
Mn

≃ B, SMn
≃ T, Z(SMn

) ≃ Z, S
(1)
MnZ(SMn

)
≃ AZ , S

(2)
MnZ(SMn

)
≃ BZ ,

получаем доказательство свойств, сформулированных в пп. 1–5 утверждения леммы.
Свойства, сформулированные в пп. 6, 7 — непосредственное следствие (в введенном выше

соответствии между погруппами силовской 2-подгруппы группы L из п. 2 предложения 1 и
подгруппами группы силовской 2-подгруппы SMn

группы Mn) утверждений, приведенных в
пп. 14–15 предложения 1.

Свойство, сформулированное в п. 8 утверждения леммы, вытекает из п. 4 леммы 3 и
свойств, сформулированных в пп. 2–5 утверждения леммы, установленных выше.

Докажем свойство, сформулированное в п. 9 утверждения леммы. По п. 2 леммы 3

SM1 < SM2 . Согласно п. 1 утверждения леммы SM1 = S
(1)
M1

S
(2)
M1

< SM2 = S
(1)
M2

S
(2)
M2

, Следо-
вательно,

S
(i)
M1

= S
(i)
M1Z(SM1

)
× Z(SM1) < S

(i)
M2

= S
(i)
M2Z(SM2

)
× Z(SM2).

Поскольку Z(SM1) < Z(SM2) < . . . < Z(SMn
) < . . . (п. 4 леммы 3), то S

(i)
M1Z(SM1

)
∩ Z(SMn

) = 1

для любого n, в частности S
(i)
M1Z(SM1

)
∩ Z(SM2) = 1. В этом случае S

(i)
M2

= S
(i)
M2Z(SM2

)
× Z(SM2)
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содержит элементарную абелеву подгруппу C(i) такую, что S
(i)
M2

= S
(i)
M2Z(SM2

)
× Z(SM2) =

C(i) × Z(SM2) и S
(i)
M1Z(SM1

)
< C(i). Возьмем в качестве группы S

(i)
M2Z(SM2

)
группу C(i). Далее,

рассуждая по индукции, получаем доказательство свойства, сформулированого в п. 9 утвер-
ждения леммы. �

Лемма 5. Имеют место следующие свойства группы S.

1. S(i) =
⋃

∞

n=1 S
(i)
Mn

— максимальные элементарные абелевы подгруппы группы S.

2. S = S(1)S(2) = S(2)S(1).

3. S(1) ∩ S(2) = Z.

4. S(i) = S
(i)
Z × Z, где S

(i)
Z =

⋃
∞

n=1 S
(i)
MnZ(SMn

)
.

5. S = S(1) ⋋ S
(2)
Z = S(2) ⋋ S

(1)
Z .

6. Любая элементарная абелева подруппа из S лежит либо в S(1), либо в S(2).

7. T = T (N) < NG(S
(i)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Предположим, что S(i) — не максимальная элементарная
абелева подгруппа группы S. Тогда существует инволюция t ∈ S такая, что S(i) × 〈t〉 — эле-
ментарная абелева подгруппа группы S, содержащая S(i) в качестве собственной подгруппы.
Ввиду пп. 2, 3 леммы 3 t ∈ SMn

для некоторой группы SMn
. По пп. 5, 8 леммы 4 t ∈ S(i).

Противоречие с выбором t.

2. По п. 3 леммы 3 S =
⋃

∞

n=1 SMn
. Согласно пп. 1, 8 леммы 4 и п. 1 леммы, доказанному

выше,

S =
∞⋃
n=1

S
(1)
Mn

S
(2)
Mn

= S(1)S(2), S =
∞⋃
n=1

S
(2)
Mn

S
(1)
Mn

= S(2S(1).

Следовательно, S = S(1)S(2) = S(2)S(1).

3. По п. 2 леммы 4 S
(1)
Mn

∩ S
(2)
Mn

= Z(SMn
). Исходя из пп. 4, 5 леммы 3 Z ≤ S(1) ∩ S(2).

Докажем обратное включение. Пусть 1 6= x ∈ S(1) ∩ S(2) \ Z. Согласно пп. 1, 2 леммы 4

x ∈ SMn
= S

(1)
Mn

S
(2)
Mn

. По пп. 1, 2 леммы, установленным выше, x ∈ S
(1)
Mn

∩ S
(2)
Mn

= Z(SMn
) < Z

для некоторой группы SMn
. Противоречие с выбором x. Отсюда, S(1) ∩ S(2) = Z.

4. Ввиду п. 1 леммы, доказанному выше, S(i) =
⋃

∞

n=1 S
(i)
Mn

. По пп. 3, 4 леммы 4 S
(i)
Mn

=

S
(i)
MnZ(SMn

)
× Z(SMn

). По п. 9 леммы 4 S
(i)
M1Z(SM1

)
< S

(i)
M2Z(SM2

)
< . . . < S

(i)
MnZ(ZMn

)
< . . . .

Согласно пп. 4, 5 леммы 3

Z(SM1) < Z(SM2) < . . . < Z(SMn
) < . . . , Z = Z(S) =

∞⋃
n=1

Z(SMn
).

Значит, S(i) = S
(i)
Z × Z.

5. По п. 2 леммы, доказанному выше, S = S(1)S(2) = S(2)S(1). По п. 4 леммы S(i) =

S
(i)
Z × Z = S(1). Следовательно, S = S(1)S(2) = S(1)(S

(2)
Z × Z) = S(1) ⋋ S

(2)
Z . Аналогично

показывается, что S = S(2)S(1) = S(2) ⋋ S
(1)
Z .

6. Пусть X — элементарная абелева подгруппа из S. Без ограничения общности будем
считать X — максимальной в указанном смысле. Покажем, что X совпадает либо с S(1), либо
с S(2). Предположим обратное — X 6= S(1) и X 6= S(2). Возьмем t1 ∈ X \ S(1), t2 ∈ X \ S(2).

Группа 〈t1, t2〉, как подгруппа X, конечна и элементарная абелева. Отсюда либо 〈t1, t2〉 ≤ S
(1)
n ,

либо 〈t1, t2〉 ≤ S
(2)
n для некоторого n. По п. 1 леммы S

(1)
n < S(1), S

(2)
n < S(2). В этом случае

либо 〈t1, t2〉 ≤ S(1), либо 〈t1, t2〉 ≤ S(2), что невозможно в силу выбора инволюций t1, t2.

7. Так как Z < S(1), то ввиду п. 2 леммы 2 S(1) — нормальная подгруппа в S. Возьмем в
группе T неединичный элемент x нечетного порядка. Тогда S(1)x — максимальая элементарная
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абелева подгруппа из S. По п. 6 леммы, доказанному выше, либо S(1)x = S(1), либо S(1)x = S(2).
Предположим, что имеет место второй случай — S(1)x = S(2). В силу нечетности порядка

элемента x имеем S(1)x
2

= S(2). Но тогда S(1)x
2

= S(1)x. Следовательно, S(1)x = S(1). �

Определим множество значений индекса j ∈ {1, 2} \ i.

Лемма 6. Структура нормализатора силовской 2-подгруппы SMn
в группе Mn следую-

щая :

NMn
(SMn

) = (S
(i)
Mn

⋋ S
(j)
MnZ(SMn

)
)⋋ (H

S
(i)
Mn

×W
S
(i)
Mn

)),

где H
S
(i)
Mn

— циклическая группа порядка (2kn −1)/(3, 2kn −1), действующая регулярно на S
(i)
Mn

и централизующая группу S
(j)
MnZ(SMn

)
⋋W

S
(i)
Mn

; W
S
(i)
Mn

— циклическая группа порядка (2kn − 1),

действующая регулярно и транзитивно на Z(SMn
), S

(j)
MnZ(SMn

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая соответствие, введенное в доказательстве леммы 4,
между обозначениями подгрупп группы L из п. 2 предложения 1 и обозначениями подгрупп
группы SMn

и дополнительно положив HA ≃ H
S
(1)
Mn

, HB ≃ H
S
(2)
Mn

, WA ≃ W
S
(1)
Mn

, WB ≃ W
S
(2)
Mn

(группы HA,HB ,WA,WB из пп. 7, 8 предложения 1), получаем, что утверждение леммы имеет
место по п. 4 леммы 4 и пп. 12, 13 предложения 1. �

Лемма 7. Без ограничения общности можно считать, что P = (HS(i) × WS(i)), где

HS(i) =
⋃

∞

n=1HS
(i)
Mn

— максимальная локально циклическая подгруппа без инволюций из

T < NG(S
(i)) с тем свойством, что она действует регулярно на S(i) и централизует S

(j)
Z ,

WS(i) =
⋃

∞

n=1WS
(i)
Mn

— максимальная локально циклическая подгруппа без инволюций из

T < NG(Si), действующая регулярно на S(i) и S
(j)
Z .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду леммы 6 NMn
(SMn

) = (S
(i)
Mn

⋋S
(j)
MnZ(SMn

)
)⋋(H

S
(i)
Mn

×W
S
(i)
Mn

).

По п. 6 леммы 3 NM1(SM1) < NM2(SM2) < . . . < NMn
(SMn

) < . . . . Тогда,

(S
(i)
Mn

⋋ S
(j)
MnZ(SMn

)
)⋋ (H

S
(i)
Mn

×W
S
(i)
Mn

) < (S
(i)
Mn+1

⋋ S
(j)
Mn+1Z(SMn+1

)
)⋋ (H

S
(i)
Mn+1

×W
S
(i)
Mn+1

)

для любого n. По [2, теорема 20.1.1 (Ф. Холл)] (H
S
(i)
Mn

× W
S
(i)
Mn

) < (H
S
(i)
Mn+1

× W
S
(i)
Mn+1

)x для

некоторого x ∈ SMn+1 . Как отмечалось выше (п. 4 леммы 3, пп. 8, 9 леммы 4),

Z(SM1) < Z(SM2) < . . . < Z(SMn
) < . . . ,

S
(i)
M1Z(M1)

< S
(i)
M2Z(M2)

< . . . < S
(i)
MnZ(Mn)

< . . . ,

S
(i)
M1

< S
(i)
M2

< . . . < S
(i)
Mn

< . . . .

Следовательно, x ∈ S
(i)
Mn+1

, и подгруппа Hx

S
(i)
Mn+1

централизует подгруппу S
(j)
Mn+1Z(SMn+1

)

(см. пп. 12, 13 предложения 1). Возьмем в качестве H
S
(i)
Mn+1

подгруппу Hx

S
(i)
Mn+1

. Так как

S
(i)
MnZ(Mn)

< S
(i)
Mn+1Z(Mn+1)

,

то по построению H
S
(i)
Mn

< H
S
(i)
Mn+1

. Выберем в качестве W
S
(i)
Mn+1

подгруппу, являющуюся пря-

мым дополнением к подгрупе H
S
(i)
Mn+1

в группе (H
S
(i)
Mn+1

×W
S
(i)
Mn+1

)x и содержащую W
S
(i)
Mn

(сог-

ласно пп. 12, 13 предложения 1 такое прямое дополнение существует). Используя индукцию
по n, получаем, что группы H

S
(i)
Mn

,W
S
(i)
Mn

можно выбрать так, что

H
S
(i)
M1

< H
S
(i)
M2

< · · · < H
S
(i)
Mn

< · · · ,
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W
S
(i)
M1

< W
S
(i)
M2

< · · · < W
S
(i)
Mn

< · · · .

Положим HS(i) =
⋃

∞

n=1HS
(i)
Mn

. По построению HS(i) — максимальная локально циклическая

подгруппа без инволюций из NG(S) < NG(Si) с тем свойством, что она действует регулярно на

S(i) и централизует S
(j)
Z . Положим WS(i) =

⋃
∞

n=1WS
(i)
Mn

. По построению WS(i) — максимальная

локально циклическая подгруппа без инволюций из NG(S) < NG(Si), действующая регулярно

на S(i) и S
(j)
Z . По пп. 6, 7 леммы 3 имеем

T =
∞⋃
n=1

NMn
(SMn

) =
∞⋃
n=1

((S
(i)
Mn

⋋ S
(j)
MnZ(SMn

)
)⋋ (H

S
(i)
Mn

×W
S
(i)
Mn

))

=
∞⋃
n=1

(S
(i)
Mn

⋋ S
(j)
MnZ(SMn

)
)⋋

∞⋃
n=1

(H
S
(i)
Mn

×W
S
(i)
Mn

) = S ⋋ (HS(i) ×WS(i)) = S ⋋ P,

где в качестве P взята группа HS(i) ×WS(i) . �

Лемма 8. Пусть z — инволюция из Z, K ∈ A(1), SK — силовская 2-подгруппа из K,

содержащая инволюцию z в Z(SK). Тогда NK(S
(i)
K ) < NG(S

(i)), где S
(i)
K — максимальные

элементарные абелевы подгруппы группы SK . В частности, NMn
(S

(i)
Mn

) < NG(S
(i)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что SK < S, S
(i)
K < S(i) (п. 4 леммы 2, п. 6 леммы 5).

Пусть g ∈ NK(S
(i)
K ). Тогда S

(i)
K = (S

(i)
K )g < (S(i))g. Так как

z ∈ Z(SK) < S
(i)
K = S

(i)
K ∩ S

(i)
K

g
< S(i) ∩ S(i)g,

и S(i), S(i)g — элементарные абелевы группы, то 〈S(i), S(i)g〉 < CG(z). По п. 4 леммы 2
〈S(i), S(i)g〉 < S. Покажем, что 〈S(i), S(i)g〉 — элементарная абелева группа. Предположим об-

ратное, и пусть h — элемент порядка 4 из 〈S(i), S(i)g〉. Тогда h ∈ CS(S
(i)
K ). Так как S — ло-

кально конечная группа, то 〈SK , h〉 — конечная подгруппа из S, и по условию насыщенности
〈SK , h〉 < K1 ∈ M(1). Пусть SK1 — силовская 2-подгруппа группы K1 такая, что SK < SK1 . В

силу п. 5 предложения 1 z ∈ Z(K1). По выбору элемента h, h ∈ CG(S
(i)
K ). Значит, h ∈ CK1(S

(i)
K ),

и S
(i)
K < Z(SK1) (п. 5 предложения 1), что невозможно по причине того, что S

(i)
K содержит ин-

волюции, не лежащие в Z(SK) (п. 4 предложения 1). Итак, 〈S(i), S(i)g〉 — элементарная абелева
подгруппа в S. По п. 1 леммы 5 S(i), S(i)g — максимальные элементарные абелевы подгруппы
в S. Следовательно, S(i) = 〈S(i), S(i)g〉 = S(i)g. �

Лемма 9. Структура периодической части централизатора подгруппы HS(i) в группе

NG(S
(i)) следующая:

T (C(NG(S(i)))(HS(i)) = (HS(i) × FS(i)),

где FS(i) ≃ L2(Q) для подходящего локально конечного поля Q характеристики 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 7 HS(i) < NG(Si). Фактор-группа CNG(S(i))(HS(i))/HS(i)

ввиду [13, предложение 4; 16, следствие 2.4.4] является группой Шункова. Покажем, что она
насыщена группами из множества {L2(2

n)|n > 2}.
Действительно, пусть K — конечная подгруппа из CNG(S(i))(HS(i))/HS(i) и K — ее ко-

нечный прообраз из CNG(S(i))(HS(i)). Зафиксируем некоторую подгруппу Mn из утверждения
леммы 3. По условию насыщенности Mn ≃ L3(2

n) для некоторого n. Возьмем в Mn подгруп-

пу S
(i)
Mn

< S(i) (п. 1 леммы 5). Так как H
S
(i)
Mn

< HS(i), то 〈K,H
S
(i)
Mn

〉 — конечная подгруппа

из CNG(S(i))(HS(i)). Следовательно, D = 〈S
(i)
Mn

,H
S
(i)
Mn

,K〉 — конечная подгруппа из NG(S
(i)).

По условию насыщенности D < D1 ∈ A(1). Пусть SD1 — силовская 2-подгруппа группы D1

такая, что Z(SMn
) ≤ Z(SD1). Значит, SD1 < S (п. 11 предложения 1). По п. 4 предложения 1
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SD1 = S
(1)
D1

· S
(2)
D1

, где S
(1)
D1

, S
(2)
D1

— максимальные элементарные абелевы подгруппы группы

SD1 , S
(1)
D1

< S(1);S
(2)
D1

< S(2) (п. 6 леммы 5). Согласно пп. 4, 14, 15 предложения 1 и лемме 8

ND1(S
(i)
D1

) = S
(i)
D1

⋋ (H
S
(i)
D1

× F
S
(i)
D1

) < S(i) ⋋ (H
S
(i)
D1

× F
S
(i)
D1

),

ND1(S
(i)
D1

) ∩ T = S
(i)
D1

⋋ (H
S
(i)
D1

× (S
(j)
D1Z(SD1

)
⋋W

S
(i)
D1

)),

где

S
(j)
MnZ(SMn

)
< S

(j)
D1Z(SD1

)
, H

S
(i)
Mn

< H
S
(i)
D1

< HS(i) , W
S
(i)
Mn

< W
S
(i)
D1

< WS(i) ,

F
S
(i)
D1

≃ L2(2
n), S

(j)
D1Z(SD1

)
— силовская 2 подгруппа в F

S
(i)
D1

такая, что SD1 = S
(i)
D1

S
(j)
D1Z(SD1

)
.

Покажем, что F
S
(i)
D1

< CG(HS(i)). Возьмем элемент 1 6= h ∈ {HS(i) \ H
S
(i)
D1

} такой, что

для некоторого простого p, hp ∈ H
S
(i)
D1

. Возьмем инволюцию v ∈ F
S
(i)
D1

\ S
(j)
D1Z(SD1

)
. Поскольку

G — группа Шункова и 〈h, v〉 < CG(HS
(i)
D1

), то 〈h, v〉 — конечная группа [13, предложение 4;

16, следствие 2.4.4], а 〈S
(i)
D1

, h, v〉 — конечная группа из NG(S
(i)). По условию насыщенности

〈Si
D1

, h, v〉 < D2 ≃ L3(2
m) для некоторого m > n. Так как Z(SMn

) < Z(SD1) < S
(i)
D1

< D2, то

можно так выбрать силовскую 2-подгруппу SD2 группы D2, что S
(i)
D1

< SD2 < S. По лемме 8

ND2(S
(i)
D2

) < S(i) ⋋ (H
S
(i)
D2

× F
S
(i)
D2

). Ввиду пп. 4, 14, 15 предложения 1

ND2(S
(i)
D2

) = S
(i)
D2

⋋ (H
S
(i)
D2

× F
S
(i)
D2

), ND2(S
(i)
D2

) ∩ T = S
(i)
D2

⋋ (H
S
(i)
D2

× (S
(j)
D2Z(SD2

)
⋋W

S
(i)
D2

)),

где

S
(j)
MnZ(SMn

)
< S

(j)
D2Z(SD2

)
,H

S
(i)
Mn

< H
S
(i)
D2

< HS(i) ,W
S
(i)
Mn

< W
S
(i)
D2

< WS(i) ;

здесь S
(j)
D2Z(SD2

)
— силовская 2 подгруппа в F

S
(i)
D2

≃ L2(2
m) такая, что SD2 = S

(i)
D2

S
(j)
D2Z(SD2

)
.

В силу выбора элемент h и группа H
S
(i)
D1

лежат в ND2(S
(i)
D2

)∩HS(i) = H
S
(i)
D2

. Как отмечалось вы-

ше, v ∈ NG(S
(i)). Следовательно, v ∈ ND2(S

(i)
D2

), v = ws, где w — инволюция из F
S
(i)
D2

\S
(j)
D2Z(SD2

)
,

s — инволюция из S
(i)
D2

. Тогда для любого x ∈ H
S
(i)
D2

xv = xws = (xw)s = xs 6= x, но это невоз-

можно, если x ∈ H
S
(i)
Mn

, так как согласно выбору x в этом случае xv = x. Отсюда, s = 1,

v = w ∈ F
S
(i)
D2

и v перестановочна с h. Поскольку F
S
(i)
D1

порождается такими инволюциями, то

F
S
(i)
D1

централизует h и K ≤ C
ND1

(S
(i)
D1

)
(H

(i)
D1

). Далее, используя индукцию по порядку h (HS(i) —

локально циклическая групп), имеем, что (HS(i) × F
S
(i)
D1

) — подгруппа из CNG(S(i))(HS(i)), со-

держащая конечную подгруппу K. Переходя к фактор-группе CNG(S(i))(HS(i))/HS(i) , получаем

K < (HS(i) ×F
S
(i)
D1

)/HS(i) ≃ F
S
(i)
D1

≃ L2(2
n), что и требовалось. Значит, CNG(S(i))(HS(i)) обладает

периодической частью T (CNG(S(i))(HS(i))/HS(i)) ≃ L2(Q) для подходящего локально конечно-
го поля Q характеристики 2 [12, теорема 1]. Отсюда вытекает существование периодической
части в CNG(S(i))(HS(i)) со структурой T (CNG(S(i))(HS(i))) = HS(i) × FS(i) , где FS(i) ≃ L2(Q)
[10, теорема 6.15]. �

Зафиксируем группу FS(i) из утверждения леммы 9.

Лемма 10. В группе G существует подгруппа M , обладающая следующими свойствами.

1. M ≃ L3(Q) для подходящего бесконечного локально конечного поля Q характеристики 2.

2. T < M .
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3. Пусть SM — силовская 2-подгруппа группы M. Тогда SM — силовская 2-подгруппа

группы G.

4. T (NG(M)) = M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. В дополнение к соответствию, установленному между под-
группами группы L из п. 2 предложения 1 и подгруппами группы Mn (см. леммы 4, 6), по-
ложим FA ≃ F

S
(1)
Mn

, FA ≃ F
S
2)
Mn

(группы FA, FB из пп. 14, 15 предложения 1). В силу леммы 9

F
S
(i)
Mn

≃ L2(2
kn) и F

S
(i)
Mn

< FS(i) . По пп. 14, 15 предложения 1 S
(j)
MnZ(SMn

)
= SMn

∩ F
S
(i)
Mn

—

силовская 2-подгруппа из F
S
(i)
Mn

. Согласно п. 9 леммы 4

NF
S
(i)
M1

(S
(j)
M1Z(M1)

) < NF
S
(1)
M2

(S
(j)
M2Z(M2)

) < . . . < NF
S
(1)
Mn

(S
(j)
MnZ(Mn)

) < . . . .

Так как F
(i)
SMn

< FS(i) , то по [4, лемма 19] F
S
(i)
M1

< F
S
(i)
M2

< · · · < F
S
(i)
Mn

· · · . Как отмечалось выше

(см. лемму 7), H
S
(i)
M1

< H
S
(i)
M2

< · · · < H
S
(i)
Mn

< · · · . По пп. 14, 15 предложения 1 NMn
(S

(i)
Mn

) =

S
(i)
Mn

⋋ (H
S
(i)
Mn

× F
S
(i)
Mn

). Значит,

NM1(S
(1)
M1

) < NM2(S
(1)
M2

) < . . . < NMn
(S

(1)
Mn

) < . . . ,

NM1(S
(2)
M1

) < NM2(S
(2)
M2

) < . . . < NMn
(S

(2)
Mn

) < . . . .

Исходя из п. 4 предложения 1 Mn = 〈NMn
(S

(1)
Mn

), NMn
(S

(2)
Mn

)〉. Следовательно,

M1 < M2 < . . . < Mn < . . . .

В этом случае {M1, M2, . . . ,Mn, . . . } — насыщающее множество для группы
⋃

∞

n=1Mn = M,
и по [5, теорема 3] M ≃ L3(Q) для подходящего бесконечного локально конечного поля Q
характеристики 2.

2. По п. 1, доказанному выше, M1 < M2 < . . . < Mn < . . . и
⋃

∞

n=1Mn = M. В силу
пп. 6, 7 леммы 3 NM1(SM1) < . . . < NMn

(SMn
) < . . . и T =

⋃
∞

n=1NMn
(SMn

). Таким образом,
справедливо неравенство T < M .

3. По построению S < M . Пусть K — другая силовская 2-подгруппа из M и K не является
силовской 2-подгруппой в G. Тогда K < K1 — силовская 2-подгруппа в G. Ясно, что K1 6< M .
Так как силовские 2-подгруппы в M сопряжены, то для некоторого g ∈ M,Sg = K,Sg < K1.
Противоречие с тем, что S — силовская 2-подгруппа в группе G (см. лемму 2).

4. Пусть c ∈ NG(M) \M и c — элемент конечного порядка. Если Sc = S, то согласно п. 2
леммы c ∈ M , что противоречит выбору c. Если Sc 6= S, то для некoторого x ∈ M выполнено
Scx = S и cx ∈ NG(S). Поскольку cx — элемент конечного порядка из NG(M), то по п. 2 леммы
cx ∈ M . Следовательно, c ∈ M , что противоречит выбору c. �

Завершим рассмотрение в а р и а н т а II. Если все инволюции из группы G содержатся в
M , то, очевидно, M = T (G). Противоречие с выбором G. Значит, можно выбрать инволюцию
v ∈ G \ M . Выберем инволюцию z ∈ Z(S) < M . Так как G — группа Шункова, то 〈z, v〉 —
конечная группа. По условию насыщенности 〈z, v〉 < R ∈ A(1). Ясно, что R 6< M .

Пусть K — силовская 2-подгруппа из R такая, что z ∈ Z(K). Так как z ∈ Z(S) < S < M , то
по п. 4 леммы 2 K < S. Очевидно, для любого x ∈ NR(K) будет выполняться x ∈ NR(Z(K)).
В связи с тем, что K содержит элементы порядка 4, x ∈ NR(S). Поэтому, NR(K) < M . Выбе-
рем в K инволюцию w ∈ K \ Z(K). Так как в M все инволюции сопряжены и T (CG(z)) < M
(см. п. 4 леммы 2 и п. 2 леммы 10), то T (CG(w)) < M,CR(w) < M . Поскольку R порождается
централизаторами всех инволюций из K, имеем в силу произвольности выбора инволюции w
из K \ Z(K), что 〈CR(x) | x ∈ K#, x2 = 1〉 = R < M . Противоречие с тем, что R 6< M . �
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В а р и а н т III. A(1) 6= ∅, B(1) 6= ∅.

Поскольку A(1) 6= ∅, возьмем D ∈ A(1). Тогда D ≃ L3(2
n) для некоторого n > 1. Пусть

SD — силовская 2-подгруппа из D. Тогда SD < S∗ — бесконечная силовская 2-подгруппа
группы G (по лемме 1 и [13, предложение 9]). Для любой конечной подгруппы X < SD оче-
видны включения X < 〈X,SD〉 — конечная подгруппа группы S∗. По условию насыщенности
〈X,SD〉 < DX,SD

∈ A(1), DX,SD
≃ L3(2

m) для некоторого m > n, и группа S∗ насыщена слов-
скими 2-подгруппами групп из A(1). Отсюда и из того факта, что в группе Шункова любая ин-
волюция конечна, вытекает справедливость доказательств лемм 2.1–2.7 из работы [5] для вари-
анта III. Следовательно, лемма 2 также выполняется для варианта III. Ввиду сказанного лем-
мы 3–10 также справедливы и для варианта III (группа S везде заменяется на группу S∗). Так
как группа G — контрпример, найдутся инволюции z, w такие, что w ∈ G \M, z ∈ Z(S) < M .
Поскольку G — группа Шункова, то 〈z, w〉 — конечная группа. По условию насыщенности
〈z, w〉 < R ∈ M(1) = A(1) ∪B(1). Ясно, что R 6< M .

Пусть K — силовская 2-подгруппа из R такая, что z ∈ Z(K). Рассмотрим случай R ∈ A(1).
Тогда R ≃ L3(2

n) для некоторого n > 1. Поскольку z ∈ Z(S) < S < M , то по п. 4 леммы 2
K < S. Очевидно, для любого x ∈ NR(K) будет выполняться x ∈ NR(Z(K)). Так как K
содержит элементы порядка 4, то x ∈ NR(S). Отсюда, NR(K) < M . Выберем в K инволюцию
v ∈ K \Z(K). Так как в M все инволюции сопряжены и T (CG(z)) < M (см. п. 4 леммы 2 и п. 2
леммы 10), то T (CG(v)) < M,CR(v) < M . Ввиду того что R порождается централизаторами
всех инволюций из K, получаем в силу произвольности выбора инволюции v из K \Z(K), что
〈CR(x) | x ∈ K#, x2 = 1〉 = R < M . Противоречие с тем, что R 6< M .

Рассмотрим случай R ∈ B(1). Тогда R ≃ U3(q), q = 2k > 4. По [4, пп. 2, 4 предложения 1]

NR(K) = K ⋋ (H). Здесь H = (H1 × H0), H — циклическая группа порядка
22n − 1

d
, d = 3,

если 3 делит число 2n + 1, и d = 1 — в противном случае; |H0| = 2n − 1 и |H1| =
2n + 1

d
.

Так как z ∈ Z(S) и подгруппа K содержит элементы порядка 4, NR(K) < M . Возьмем в
K инволюцию v такую, что NK(H) = H ⋋ 〈v〉, причем v инвертирует H0 и централизует
H1 [4, п. 7 предложения 1]. Ввиду того что NR(K) — максимальная подгруппа в R, v 6∈ M
(иначе R = 〈NR(K), v〉 < M , что невозможно). Без ограничения общности можно считать, что

инволюция t =
(

0 0 1
0 1 0
1 0 0

)
лежит в NMn

(SMn
). Следовательно, t ∈ NMn

(H), причем t инвертирует

H0 и централизует H1. Так как G — группа Шункова, то 〈H, v, t〉 — конечная группа. По
условию насыщенности 〈H, v, t〉 < W ∈ M(1) = A(1) ∪B(1). Ясно, что W 6< M .

Пусть Kt — силовская 2-подгруппа из W такая, что t ∈ Z(Kt). В этом случае NW (Kt) < M .
Если теперь NW (Kt) — максимальная подгруппа в W , то W ∈ B(1) и

W = 〈NW (Kt),H ⋋ 〈t〉〉 < M.

Противоречие с тем, что W 6< M . Следовательно, NW (Kt) — не максимальная подгруппа в W
и W ∈ A(1). Тогда W ≃ L3(2

n) для некоторого n > 1.

Пусть X — силовская 2-подгруппа из W такая, что z ∈ Z(X). Так как z ∈ Z(S) < S < M , то
по п. 4 леммы 2 X < S. Очевидно, для любого x ∈ NW (X) будет выполняться x ∈ NW (Z(X)).
Поскольку X содержит элементы порядка 4, то NR(X) < M . Выберем в X инволюцию
v ∈ X \ Z(X). Так как в M все инволюции сопряжены и T (CG(z)) < M (см. п. 4 леммы 2
и п. 2 леммы 10), то T (CG(v)) < M,CW (v) < M . Ввиду того что W порождается центра-
лизаторами всех инволюций из X, получаем в силу произвольности выбора инволюции v из
X \ Z(X), что 〈CW (x) | x ∈ K#, x2 = 1〉 = W < M . Противоречие с тем, что W 6< M . �

Таким образом, любой из трех возможных вариантов для структуры M(1) приводит к
противоречию. Теорема полностью доказана. �
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Заключение

Группы Шункова в общем случае могут содержать элементы бесконечного порядка. Бо-
лее того, существуют примеры групп Шункова, которые содержат как элементы конечного
порядка, так и элементы бесконечного порядка, но не обладают периодической частью. Дан-
ные обстоятельства создают трудности при изучении групп Шункова. Основа этих трудностей
в том, что известные результаты о периодических группах, связанные со свойством инволю-
ций (теоремы В.П.Шункова, В.Д. Мазурова, Н.М.Сучкова, А.И.Созутова), на данный класс
групп не обобщены. Одной из возможностей использования этих теорем является доказатель-
ство существования в группе Шункова (в каждом конкретном случае) бесконечных периоди-
ческих подгрупп, в частности периодической части группы Шункова, к которым упомянутые
выше результаты могут быть применены. В работе получил развитие метод доказательства
существования периодической части в группе Шункова с условием насыщенности конечными
простыми неабелевыми группами на основе анализа бесконечных последовательностей конеч-
ных простых неабелевых подгрупп группы Шункова. С использованием этого метода удалось
завершить описание групп Шункова, насыщенных линейными и унитарными группами степе-
ни 3 над конечными полями характеристики 2.
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