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1. Введение

В статье исследован вопрос о существовании периодических и ограниченных решений для
систем нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений следующего вида:

x′(t) = ∇v(x(t)) + f(t, x(t)), x(t) ∈ R
3, (1.1)

где ∇v — градиент функции v ∈ Vm, f ∈ Rm или f ∈ Rm,ω. Здесь Vm — множество функций
v ∈ C1(R3;R), положительно однородных порядка (m + 1), т. е. v(λy) ≡ λm+1v(y) ∀λ > 0, и
удовлетворяющих условию ∇v(y) 6= 0 при y 6= 0. Через Rm обозначено множество отображений
f ∈ C(R× R

3;R3) таких, что

sup
t∈R

|f(t, y)| < ∞, lim
|y|→∞

|y|−m sup
t∈R

|f(t, y)| = 0.
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Rm,ω — подмножество Rm, состоящее из ω-периодических по t отображений. Вещественные
числа m > 1 и ω > 0 считаются заданными.

Вопрос о существовании периодических решений для системы уравнений (1.1) ставится сле-
дующим образом: каким условиям должна удовлетворять v ∈ Vm, чтобы при любом f ∈ Rm,ω

существовало хотя бы одно ω-периодическое решение x ∈ C1(R;R3) системы уравнений (1.1)?
Аналогично ставится вопрос о существовании ограниченных решений: при каких условиях на
v ∈ Vm при любом f ∈ Rm существует хотя бы одно ограниченное на R решение x ∈ C1(R;R3)
системы уравнений (1.1)?

Система уравнений (1.1) отличается от общих систем тем, что при любом f ∈ Rm функ-
ция v является направляющей функцией для системы уравнений (1.1) на бесконечности, т. е.
правая часть ∇v(y) + f(t, y) системы при больших значениях |y| образует острый угол с гра-
диентом ∇v(y) функции v(y). Данное свойство позволяет исследовать существование перио-
дических и ограниченных решений системы уравнений (1.1) в терминах свойств функции v.

В настоящей работе для исследования периодических и ограниченных решений системы
уравнений (1.1) применяются методы качественной теории дифференциальных уравнений [1,
гл. 3, 4; 2, гл. 10, §3], метод направляющих функций [3, гл. 4, §22] и методы нелинейного анализа
[4, гл. 2; 5, гл. 1]. Полученные результаты дополняют результаты работ [6, теоремы 4, 5; 7,
теорема 8; 8, теоремы 7, 8] применительно к системе уравнений (1.1).

В [6] исследованы периодические и ограниченные решения системы уравнений вида

x′(t) = P (x(t)) + g(t, x(t)), x(t) ∈ R
n, (1.2)

где n ≥ 2, P ∈ C(Rn;Rn), P (λy) ≡ λmP (y), g ∈ C(R × R
n;Rn). При этом предполагается, что

автономная система

z′ = P (z), z ∈ R
n,

не имеет ненулевых ограниченных решений, а возмущение g удовлетворяет условию

lim
|y|→∞

|y|−m sup
t∈R

|g(t, y)| = 0.

В данной работе доказано существование:

1) положительно однородной направляющей функции для системы уравнений (1.2) на бес-
конечности;

2) ограниченных решений системы уравнений (1.2) при условии γ(P ) 6= 0, где γ(P ) —
вращение векторного поля (отображения) P на единичной сфере |y| = 1;

3) ω-периодических решений при условии, что γ(P ) 6= 0 и g(t, y) является ω-периодичным
по t.

Условие γ(P ) 6= 0 при n = 2 необходимо и достаточно для существования ограниченных и
периодических решений при любых возмущениях g. А при n > 2 можно построить такое отоб-
ражение P , для которого γ(P ) = 0, и при любом возмущении g существует ограниченное
решение системы уравнений (1.2). Например, в работе [8, разд. 2] для гладких функций v мно-
гих переменных с невырожденным градиентом на бесконечности введено число Морса M(v)
и доказано следующее:

1) между M(v) и вращением γ∞(∇v) векторного поля ∇v на бесконечности имеет место
неравенство |γ∞(∇v)| ≤ M(v);

2) при n > 2 существуют функции v, для которых γ∞(∇v) = 0 и M(v) > 0.

Из результатов указанной работы вытекает, что если P = ∇v, то условие M(v) > 0 необ-
ходимо и достаточно для существования ограниченных решений системы уравнений (1.2) при
любом возмущении g. Применение этих результатов к системе уравнений (1.1) затруднено
вычислением числа M(v); необходимо разработать методы и алгоритмы вычисления M(v).
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В [7, теорема 5] решена задача гомотопической классификации функций v ∈ C1(Rn;R),
удовлетворяющих условиям положительно однородности v(λy) ≡ λm+1v(y) и невырожденно-
сти градиента ∇v(y) 6= 0 при y 6= 0. В терминах топологических свойств множества

N−(v) = {y ∈ R
n : |y| = 1, v(y) < 0} (1.3)

сформулировано условие существования ограниченных решений для системы уравнений (1.2)
при P = ∇v и любом возмущении g [7, теорема 8]. Сформулированное условие при n = 3
равносильно тому, что множество

N0(v) = {y ∈ R
3 : |y| = 1, v(y) = 0} (1.4)

должно быть пустым или несвязным.
В настоящей статье показано, что условие (1.4) необходимо и достаточно для существо-

вания ограниченных решений системы уравнений (1.1). Кроме того, доказано, что условие
γ(P ) 6= 0 необходимо и достаточно, чтобы при любом f ∈ Rm,ω существовало ω-периодическое
решение системы уравнений (1.1). Полученные результаты в дальнейшем можно обобщить для
многомерных систем дифференциальных уравнений вида (1.1).

Существование периодических и ограниченных решений систем нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений исследовано в многочисленных работах других авторов. Среди
них можно отметить работы [9; 10], где применяются идеи и методы, близкие к настоящей
работе. В работе [11] исследованы вопросы применения метода направляющих функций в
задачах нелинейного анализа.

2. Основные результаты

Рассмотрим вопрос о существовании ω-периодических решений системы уравнений (1.1)
для v ∈ Vm при любом f ∈ Rm,ω. В исследовании данного вопроса используется понятие
вращения векторного поля. Определение и свойства вращения векторного поля подробно из-
ложены в монографии [5, гл. 1]. Поясним, что n-мерным векторным полем в ограниченной

области Ω ⊂ R
n называют всякое непрерывное отображение Φ : Ω 7→ R

n, где Ω — замыкание
области Ω. Если векторное поле Φ на границе ∂Ω области Ω не обращается в нуль, то можно
определить целочисленную характеристику γ(Φ, ∂Ω) — вращение векторного поля Φ на ∂Ω.
Способ введения вращения особой роли не играет, при использовании вращения достаточно
знать основные свойства вращения векторных полей. Например, если векторное поле Φ задано
во всех точках пространства R

n и Φ(y) 6= 0 при |y| > r0, то значение γ(Φ, Sr) не зависит от
радиуса сферы Sr = {y ∈ R

n : |y| = r} при r > r0; это число можно назвать вращением вектор-

ного поля Φ на бесконечности и обозначить через γ∞(Φ). Если к тому же, векторное поле Φ
положительно однородно, то при любом r > 0 имеет место равенство γ(Φ, Sr) = γ(Φ, S1).

Для v ∈ Vm обозначим через γ(∇v) вращение векторного поля ∇v на единичной сфере
S = {y ∈ R

3 : |y| = 1}. Согласно результатам работы [6, теорема 4] для системы уравнений (1.1)
ω-периодические решения существуют, если γ(∇v) 6= 0. Условие γ(∇v) 6= 0 также необходимо
для существования ω-периодических решений. А именно верна следующая теорема.

Теорема 1. Для v ∈ Vm при любом f ∈ Rm,ω существует ω-периодическое решение си-

стемы уравнений (1.1) тогда и только тогда, когда выполнено условие γ(∇v) 6= 0.

Необходимость условия γ(∇v) 6= 0 ранее была известна при n = 2. Схема доказательства
теоремы 1 такова: ввиду предположения γ(∇v) = 0 и общих свойств векторных полей [5, гл. 1,
§ 5] предъявлено такое отображение f ∈ Rm,ω, при котором система уравнений (1.1) не имеет
ω-периодических решений. Приведенная схема применима и при n > 3.

Если γ(∇v) = 0, то при некотором f ∈ Rm,ω система уравнений (1.1) может иметь множе-
ство периодических и ограниченных решений. Пример такой системы уравнений приведен в
следующем разделе после доказательства теоремы 1.
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Для исследования ограниченных решений системы уравнений (1.1), как в работе [7], введем
бинарное отношение гомотопности на множестве Vm.

О п р е д е л е н и е 1. Функции v1, v2 ∈ Vm назовем гомотопными, если существует се-
мейство функций ṽµ ∈ Vm, µ ∈ [0, 1], непрерывно зависящее от µ и такое, что ṽ0 = v1, ṽ1 = v2.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть функции v1, v2 ∈ Vm гомотопны и для v = v1 при любом f ∈ Rm

существует ограниченное решение системы уравнений (1.1). Тогда для v = v2 также при

любом f ∈ Rm существует ограниченное решение системы уравнений (1.1).

Теорема 2 позволяет гомотопировать v ∈ Vm к простой функции из Vm и найти критерий
существования ограниченных решений. В связи с этим представляет интерес задача гомото-
пической классификации множества Vm. В [7, теорема 5] доказано, что гомотопический класс
функции v ∈ Vm определяется некоторыми топологическими свойствами множества (1.3) Эти
свойства, учитывая размерность n = 3, можно переформулировать для множества (1.4) и тем
самым найти критерий существования ограниченных решений для системы уравнений (1.1).

Имеет место следующая теорема.

Теорема 3. Для v ∈ Vm при любом f ∈ Rm существует ограниченное решение системы

уравнений (1.1) тогда и только тогда, когда множество N0(v) пусто или не связно.

В доказательстве теоремы 3 используется теорема 2. Кроме этого, при доказательстве необ-
ходимого условия мы опираемся на теорему Римана о конформном отображении двумерной
односвязной области на круг и теорему Келлога о гладком продолжении конформного отоб-
ражения вплоть до гладкой границы области [12, гл. 10, § 1]. При доказательстве достаточного
условия применяются метод направляющих функций по аналогии с работами [3, гл. 4, § 22],
[4, гл. 2] и топологический метод Важевского [2, гл. 10, § 3]. Суть метода Важевского состоит
в том, что с помощью набора функций выделяется область в фазовом пространстве, где оста-
ются некоторые решения x(t) системы дифференциальных уравнений при возрастании t. В
приведенном доказательстве в качестве набора функций используются направляющие функ-
ции v(y), v(y)± ε|y|m+1, где ε — малое положительное число.

Теорему 3 можно сопоставить с основной теоремой из книги [1, гл. 4, §9] и интерпрети-
ровать следующим образом: динамическая система (1.1) при некотором f ∈ Rm может быть
топологически эквивалентна системе параллельных прямых линий лишь в том случае, когда
множество N0(v) не пусто и связно.

Отметим, что в работе [7, теорема 7] приведена формула для γ(∇v), из которой следует,
что в условиях теоремы 3 значение γ(∇v) может быть равным любому целому числу. Если
множество N0(v) не пусто и связно, то γ(∇v) = 0.

3. Существование периодических решений

В этом разделе докажем теорему 1. В силу результатов работы [6, теорема 4] условие
γ(∇v) 6= 0 достаточно для существования ω-периодических решений системы уравнений (1.1)
при любых f ∈ Rm,ω. Докажем, что это условие также необходимо.

Пусть v ∈ Vm и γ(∇v) = 0. Построим f ∈ Rm,ω, при котором система уравнений (1.1) не
имеет ω-периодических решений.

Воспользуемся теоремой 5.2 из книги [5, гл. 1, § 5], в соответствии с которой из равенства
γ(∇v) = 0 вытекает, что векторное поле ∇v можно непрерывно продолжить без нулей внутри
шара |y| < 1 некоторой формулой Q(y): ∇v(y) = Q(y) при |y| = 1 и Q(y) 6= 0 при |y| < 1.

Рассмотрим систему уравнений

x′(t) = ∇v(x(t)) + g(x(t)), x(t) ∈ R
3, (3.1)
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где отображение g определено формулой

g(y) =

{
0, |y| ≥ 1,

Q(y)−∇v(y), |y| < 1.

Очевидно, g ∈ Rm,ω и
∇v(y) + g(y) 6= 0 ∀y ∈ R

3. (3.2)

Верна следующая лемма.

Лемма 1. При некотором ω0 > 0 система уравнений (3.1) не имеет ω0-периодических

решений.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что такое ω0 > 0 не существует. Тогда существу-
ет последовательность периодических решений xk(t), k = 1, 2, . . . , системы уравнений (3.1) с
периодами ωk = 1/k, k = 1, 2, . . . . В силу периодичности решений имеем

1

ωk

ωk∫

0

〈∇v(xk(t)) + g(xk(t)), y〉dt = 0 ∀y ∈ R
3, k = 1, 2, . . . , (3.3)

где 〈·, ·〉 — скалярное произведение в R
3. Если функции xk(t), k = 1, 2, . . . , равномерно огра-

ничены
sup

k=1,2,...
max
t∈R

|xk(t)| < ∞, (3.4)

то они, как и решения системы уравнения (3.1), равностепенно непрерывны. Без ограниче-
ния общности можно считать, что последовательность функций xk(t) равномерно сходится к
функции x0(t) на отрезке [0, 1]. В (3.3), переходя к пределу при k → ∞, получим

〈∇v(x0(0)) + g(x0(0)), y〉 = 0 ∀y ∈ R
3,

что противоречит (3.2). Таким образом, для завершения доказательства леммы остается по-
казать оценку (3.4).

Предположим, что оценка (3.4) не верна. Тогда можно считать, что

rk := max
t∈R

|xk(t)| = |xk(tk)| → ∞ при k → ∞.

Рассмотрим функции zk(t) = r−1
k xk(tk + r1−m

k t), t ∈ R, k = 1, 2, . . . . Для этих функций имеем

z′k(t) = ∇v(zk(t)) + r−m
k g(zk(t)), |zk(t)| ≤ |zk(0)| = 1, t ∈ R, k = 1, 2, . . . .

Отсюда, переходя к пределу, получим

z′0(t) = ∇v(z0(t)), |z0(t)| ≤ |z0(0)| = 1, t ∈ R.

Существование такой функции z0(t) невозможно из-за того, что ∇v(y) 6= 0 при y 6= 0. Дей-
ствительно, рассмотрев функцию ξ(t) = v(z0(t)), имеем ξ(t) непрерывна и ограничена на R,
ξ′(t) = |∇v(z0(t))|

2, ξ′(0) = |∇v(z0(0))|
2 > 0, следовательно, существуют конечные пределы

ξ(t) → ξ− при t → −∞ и ξ(t) → ξ+ при t → +∞, где ξ− < ξ+, а также последовательности
τk → −∞ и sk → +∞, вдоль которых ξ′(t) стремится к нулю

ξ′(τk) = |∇v(z0(τk))|
2 → 0, ξ′(sk) = |∇v(z0(sk))|

2 → 0.

Отсюда выводим z0(τk) → 0, z0(sk) → 0 и ξ− = ξ+ = 0 — противоречие.
Лемма 1 доказана.
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В системе уравнений (3.1) произведем замену z(t) = λ0x(λ
m−1
0 t), где λ0 = (ω0/ω)

1/(m−1).
Тогда получаем следующую систему уравнений

z′(t) = ∇v(z(t)) + λm
0 g(λ−1

0 z(t)), z(t) ∈ R
3. (3.5)

Согласно произведенной замене всякому ω-периодическому решению системы уравнений (3.5)
соответствует ω0-периодическое решение системы уравнений (3.1). Поэтому в силу леммы 1
система уравнений (3.5) не может иметь ω-периодические решения. Таким образом, при f(y) =
λm
0 g(λ−1

0 y) система уравнений (1.1) не имеет ω-периодических решений.

Теорема 1 доказана.

Если γ(∇v) = 0, то при некотором f ∈ Rm,ω система уравнений (1.1) может иметь множе-
ство периодических и ограниченных решений.

П р и м е р. Рассмотрим автономную систему

x′(t) = ∇v0(x(t)) + f0(x(t)), x(t) ∈ R
3, (3.6)

где

v0(y) = y3(y
2
3 − y21 − y22), y = (y1, y2, y3),

f0(y) =

{
0, |y| ≥ 1,

Q0(y)−∇v0(y), |y| < 1,

Q0(y) =




−2y3
[
y1 cos 2π(1− |y|2) + y2 sin 2π(1 − |y|2)

]

−2y3
[
−y1 sin 2π(1 − |y|2) + y2 cos 2π(1− |y|2)

]

3y23 − y21 − y22


 .

Непосредственно можно проверить, что v0 ∈ V2 и f0 ∈ R2. Вращение γ(∇v0) согласно работе
[7, теорема 7] можно вычислить формулой γ(∇v0) = 1− χ(N−(v0)), где χ(N−(v0)) — эйлерова
характеристика множества

N−(v0) = {y ∈ R
3 : |y| = 1, v0(y) < 0}.

В данном случае множество N−(v0) состоит из объединения кольца и круга, у которых эйле-
ровы характеристики равны 0 и 1 соответственно. Следовательно, χ(N−(v0)) = 1 и γ(∇v0) = 0.

Следующие вектор-функции являются периодическими решениями автономной систе-
мы (3.6):

x+(t) =




3
4 cos

(
2
√
3

4 t
)

3
4 sin

(
2
√
3

4 t
)

√
3
4


 , x−(t) =




3
4 sin

(
2
√
3

4 t
)

3
4 cos

(
2
√
3

4 t
)

−
√
3
4


 ,

y+(t) =




√
3
4 sin

(
t
2

)
√
3
4 cos

(
t
2

)
1
4


 , y−(t) =




√
3
4 cos

(
t
2

)
√
3
4 sin

(
t
2

)

−1
4


 .

Численное решение автономной системы (3.6) показывает, что:

1) решения y−(t) и y+(t) устойчивы по Ляпунову при t > 0 и t < 0 соответственно, а
решения x−(t) и x+(t) неустойчивы;

2) имеется множество непериодических ограниченных решений, траектории которых за-
полняют множество поверхностей в пространстве R

3.
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4. Доказательство теоремы 2

Пусть функции v1, v2 ∈ Vm гомотопны посредством семейства функций ṽµ ∈ Vm, µ ∈ [0, 1].
Для данного семейства докажем одну коэрцитивную оценку.

Лемма 2. Найдутся ε0 > 0 и r0 > 0 такие, что при любых µ ∈ [0, 1], x ∈ C1(R;R3), если

r0 < sup
t∈R

|x(t)| < ∞,

имеет место неравенство

sup
t∈R

∣∣x′(t)−∇ṽµ(x(t))
∣∣ > ε0 sup

t∈R
|x(t)|m. (4.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что указанные числа ε0 > 0 и r0 > 0 не суще-
ствуют. Тогда найдутся последовательности µk ∈ [0, 1], xk ∈ C1(R;R3), k = 1, 2, . . . , такие,
что

rk := sup
t∈R

|xk(t)| < ∞, sup
t∈R

∣∣x′k(t)−∇ṽµk
(xk(t))

∣∣ < k−1rmk , k = 1, 2, . . . ,

rk → ∞ при k → ∞.

Рассмотрим функции zk(t) = r−1
k xk(tk+r1−m

k t), t ∈ R, k = 1, 2, . . ., где tk при каждом k выбрано
так, что |xk(tk)| > rk − k−1. Для этих функций имеем

sup
t∈R

|zk(t)| = 1, |zk(0)| > 1− (krk)
−1, sup

t∈R

∣∣z′k(t)−∇ṽµk
(zk(t))

∣∣ < k−1, k = 1, 2, . . . .

Переходя к пределу, получим функцию z0(t), которая является ограниченным решением ав-
тономной системы

z′0(t) = ṽµ0
(z0(t))

и удовлетворяет условию |z0(0)| = 1. Существование такой функции z0(t), как было показано
при доказательстве леммы 1, противоречит условию ∇v(y) 6= 0 при y 6= 0.

Лемма 2 доказана.

Выберем δ0 > 0 так, чтобы при любых λ, µ [0, 1], |λ−µ| < δ0, y ∈ R
3 имело место неравенство

|∇ṽλ(y)−∇ṽµ(y)| <
ε0
4
|y|m. (4.2)

Рассмотрим две системы уравнений

x′(t) = ∇ṽλ(x(t)) + f(t, x(t)), (4.3)

z′(t) = ∇ṽµ(z(t)) + g(t, z(t)). (4.4)

Покажем, что если λ, µ ∈ [0, 1], |λ − µ| < δ0 и система уравнений (4.3) при любом f ∈ Rm

имеет ограниченное решение, то система уравнений (4.4) также имеет ограниченное решение
при любом g ∈ Rm. Этим самым теорема 2 будет доказана.

Пусть g ∈ Rm. Для g верна оценка |g(t, y)| < (ε0/4)|y|
m + g0, где g0 — некоторое положи-

тельное число, не зависящее от t и y. Выберем r > r0 так, что rm > 2g0/ε0, и положим

fλ,µ(t, y) = g(t, y) + ηr(|y|) (∇ṽµ(y)−∇ṽλ(y)) ,

где ηr ∈ C[0,+∞], 0 ≤ ηr(s) ≤ 1, ηr(s) = 1 при s ≤ r и ηr(s) = 0 при s ≥ r+1. В наших условиях
при f = fλ,µ существует ограниченное решение xλ,µ системы уравнений (4.3). Проверим, что

sup
t∈R

|xλ,µ(t)| ≤ r, (4.5)
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тогда xλ,µ будет решением системы уравнений (4.4) при заданном g ∈ Rm. Действительно,
если (4.5) не верно, то согласно лемме 2 должно выполняться неравенство

sup
t∈R

∣∣x′λ,µ(t)−∇ṽµ(xλ,µ(t))
∣∣ > ε0 sup

t∈R
|xλ,µ(t)|

m.

Но с другой стороны, учитывая (4.3) и (4.2) имеем

sup
t∈R

∣∣x′λ,µ(t)−∇ṽµ(xλ,µ(t))
∣∣ ≤ sup

t∈R
|g(t, xλ,µ(t))| + sup

t∈R
|∇ṽµ(xλ,µ(t))−∇ṽλ(xλ,µ(t))|

≤
ε0
4
sup
t∈R

|xλ,µ(t)|
m + g0 +

ε0
4
sup
t∈R

|xλ,µ(t)|
m < ε0 sup

t∈R
|xλ,µ(t)|

m.

Пришли к противоречию.
Теорема 2 доказана.

Функцию v ∈ Vm можно приблизить гладкими функциями

vε(y) = |y|m+1

∫

R3

Kε

(∣∣∣
y

|y|
− z

∣∣∣
)
v(z)dz, y ∈ R

3 \ {0}, vε(0) = 0,

где ε > 0, Kε(s) = 0 при |s| ≥ ε и

Kε(s) = cεe
− ε

2

ε2−s2 , |s| < ε,

∫

R3

Kε(|z|)dz = 1.

Можно проверить, что vε ∈ Vm ∩C∞ (
R
3 \ {0};R

)
и

max
|y|=1

(|vε(y)− v(y)|+ |∇vε(y)−∇v(y)|) → 0 при ε → 0.

Поэтому функция vε при малых ε линейно гомотопна функции v. Отсюда в силу теоремы 2
приходим к следующим выводам.

З а м е ч а н и е 1. В вопросе существования ограниченных решений системы уравне-

ний (1.1) без ограничения общности можно считать, что v ∈ Vm ∩C∞ (
R
3 \ {0};R

)
.

Аналогично верно

З а м е ч а н и е 2. В вопросе существования ограниченных решений системы уравне-

ний (1.1) без ограничения общности можно считать, что f ∈ Rm ∩ C0,∞ (
R×R

3;R3
)
.

В этом можно убедиться, приближая f ∈ Rm отображениями

fε(t, y) =

∫

R3

Kε (|y − z|) f(t, z)dz, y ∈ R
3, ε > 0.

Легко проверить, что fε ∈ Rm ∩C0,∞ (
R× R

3;R3
)

и при любых r > 0 и T > 0

sup
t∈R,|y|≤r

|fε(t, y)| ≤ sup
t∈R,|y|≤r

|f(t, y)|,

max
|t|≤T,|y|≤r

|fε(t, y)− f(t, y)| → 0 при ε → 0.

Если при всех ε ∈ (0, ε1) система уравнений

x′ε(t) = ∇v(xε(t)) + fε(t, xε(t)) (4.6)

имеет ограниченное решение xε, то верна оценка

sup
0<ε<ε1

rε = sup
t∈R,0<ε<ε1

|xε(t))| < ∞. (4.7)

Действительно, при rε > r0 в силу леммы 2 имеем

ε0r
m
ε < sup

t∈R

∣∣x′ε(t)−∇v(xε(t))
∣∣ ≤ sup

t∈R,|y|≤rε

|f(t, y)| ≤
1

2
ε0r

m
ε + c0.

Отсюда вытекает оценка (4.7). Учитывая эту оценку и переходя к пределу в системе уравне-
ний (4.6) при ε → 0, получим ограниченное решение системы уравнений (1.1).
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5. Существование ограниченных решений

Приведем доказательство теоремы 3. Необходимость. Пусть v ∈ Vm и множество

N0(v) = {y ∈ R
3 : |y| = 1, v(y) = 0}

не пусто и связно. Покажем, что при некотором f ∈ Rm система уравнений (1.1) не имеет
ограниченных решений. С учетом замечания 1 можно считать, что v ∈ Vm ∩C∞ (

R
3 \ {0};R

)
.

В этом случае N0(v) представляет собой достаточно гладкую замкнутую линию без самопере-
сечений. Ниже докажем, что функция v гомотопна функции v∗(y) = y3|y|

m. Для функции v∗

система уравнений
x′(t) = ∇v∗(x(t)) + (0, 0, 1)⊤

не имеет ограниченных решений, так как правая часть третьего уравнения не меньше 1. Тогда
в силу теоремы 2 для функции v не при всех f ∈ Rm существует ограниченное решение
системы уравнений (1.1), т. е. необходимость будет доказана.

Без ограничения общности можно считать, что v(0, 0, 1) > 0 и v(0, 0,−1) < 0. Гомотопность
функций v и v∗ докажем следующим образом. Построим семейство диффеоморфизмов Φ(·, λ) :
S 7→ S, λ ∈ [0, 1] сферы S = {y ∈ R

3 : |y| = 1} в себя, обладающее следующими свойствами:

Φ(y, 0) = y, y ∈ S, Φ(N0(v), 1) = N0(v
∗), Φ(N±(v), 1) = N±(v

∗).

Тогда гомотопию v и v∗ можно определить в виде

ṽλ(y) =





|y|mv
(
Φ−1

( y

|y|
, 2λ

))
, λ ∈ [0, 1/2],

(2− 2λ)|y|mv
(
Φ−1

( y

|y|
, 1
))

+ (2λ− 1)v∗(y), λ ∈ (1/2, 1].

Сферу S с выколотой точкой (0, 0, 1) отобразим на плоскость R
2 формулой

F (y) =
( y1
1− y3

,
y2

1− y3

)
: S \ {(0, 0, 1)} 7→ R

2,

где y = (y1, y2, y3) ∈ S. При таком отображении имеем F (N0(v)) = Γ — гладкая плоская линия,
ограничивающая некоторую ограниченную односвязную область D, (0, 0) ∈ D, F (N0(v

∗)) = Γ1

есть единичная окружность |ξ| = 1, линии Γ и Γ1 лежат внутри некоторого круга |ξ| < ρ.
Построим семейство диффеоморфизмов ϕ(·, λ) : R2 7→ R

2, λ ∈ [0, 1], преобразующее ли-
нию Γ в линию Γ1 и обладающее следующими свойствами:

ϕ(ξ, 0) = ξ при ξ ∈ R
2, ϕ(ξ, λ) = ξ при |ξ| > ρ, λ ∈ [0, 1], ϕ(Γ, 1) = Γ1.

Тогда семейство диффеоморфизмов Φ(·, λ) : S 7→ S, λ ∈ [0, 1], можно определить формулой

Φ(y, λ) =





y, |F (y)| > ρ,

F−1 (ϕ(F (y), λ)) , |F (y)| ≤ ρ.

Возьмем круг Ωδ0 = {ξ ∈ R
2 : |ξ| < δ0} ⊂ D с границей Γδ0 . Семейство диффеоморфизмов

ϕ(·, λ) : R2 7→ R
2, λ ∈ [0, 1] построим в два этапа:

ϕ(ξ, λ) =





ϕ1(ξ, 2λ), λ ∈ [0, 1/2],

ϕ2(ξ, 2λ− 1), λ ∈ (1/2, 1],

где ϕi(ξ, λ) = ξ при |ξ| > ρ, λ ∈ [0, 1], ϕi(ξ, 0) = ξ при ξ ∈ R
2, i = 1, 2 и при некотором δ ∈ (0, δ0)

имеют место равенства ϕ1(Γ, 1) = Γδ, ϕ2(Γδ, 1) = Γ1.
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Семейство ϕ1(·, λ) : R
2 7→ R

2, λ ∈ [0, 1] построим вдоль траекторий специально констру-
ируемой двумерной автономной системы. А для построения автономной системы воспользу-
емся теоремой Римана о конформном отображении двумерной односвязной области на круг
и теоремой Келлога о гладком продолжении конформного отображения вплоть до гладкой
границы области [12, гл. 10, § 1]. Согласно теореме Римана существует непрерывное отобра-
жение Ψ: D 7→ Ωδ0 , конформное внутри области D и удовлетворяющее условиям Ψ(Γ) = Γδ0 ,
Ψ((0, 0)) = (0, 0). Данное отображение в соответствии с теоремой Келлога непрерывно диффе-
ренцируемо на D.

Рассмотрим функцию u(ξ) = |Ψ(ξ)|2, ξ ∈ D. Можно непосредственно проверить, что u ∈
C1(D;R1), ∇u(ξ) 6= (0, 0) ∀ξ ∈ D \ (0, 0), ∇u(ξ) ‖ n(ξ) ∀ξ ∈ Γ, где n(ξ) — единичный внешний
нормальный вектор в точке ξ ∈ Γ. Учитывая, что (0, 0) является точкой минимума функции u
и отображение Ψ конформно в окрестности точки (0, 0), выберем δ ∈ (0, δ0) так, чтобы при
|ξ| ≤ δ имело место неравенство 〈∇u(ξ), ξ〉 ≥ α|ξ|2; здесь α > 0 и не зависит от ξ. Векторное
поле ∇u непрерывно продолжим вне D на множестве Dε точек ξ + l · n(ξ), где ξ ∈ Γ, l ∈ (0, ε).
Число ε > 0 выберем настолько малым, что множество Dε лежит внутри круга |ξ| < ρ и в
любой точке z ∈ Dε единственно разложение z = η(z) + l(z)n(η(z)), где η(z) ∈ Γ, l(z) ∈ [0, ε].
Функции η(z) и l(z) определены на Dε и являются гладкими в силу того, что линию Γ считаем
достаточно гладкой. Непрерывное продолжение векторного поля ∇u определим следующей
формулой:

G(z) =





∇u(z), z ∈ D,

(1− ε−1l(z))∇u(η(z)), z = η(z) + l(z)n(η(z)) ∈ Dε,

0, z 6∈ D ∪Dε.

Рассмотрим автономную систему

z′(t) = G(z(t)), z(t) ∈ R
2.

Для любой точки ξ ∈ R
2 существует единственное решение Z(t, ξ) автономной системы, опре-

деленное при всех t ∈ (−∞,+∞) и удовлетворяющее начальному условию Z(0, ξ) = ξ. Любое
нестационарное решение Z(t, ξ) обладает следующими свойствами:

1) траектория решения расположена внутри области D ∪Dε;
2) имеют место пределы Z(t, ξ) → (0, 0) при t → −∞ и Z(t, ξ) → Pε(ξ) при t → +∞, где

Pε(ξ) — граничная точка области D ∪Dε;
3) существуют единственные моменты времени τΓδ

(ξ) и τΓ(ξ), при которых имеют места
включения Z(τΓδ

(ξ), ξ) ∈ Γδ и Z(τΓ(ξ), ξ) ∈ Γ.
Последнее следует из свойства 2) и выше отмеченных свойств градиента функции u:

∇u(ξ) ‖ n(ξ) ∀ξ ∈ Γ, 〈∇u(ξ), ξ〉 ≥ α|ξ|2 при |ξ| ≤ δ.

Функции τΓδ
(ξ) и τΓ(ξ) определены на множестве D∪Dε\(0, 0) и непрерывно дифференцируемы

в силу теоремы о неявной функции. Пределы этих функций при приближении ξ к точке (0, 0)
равны +∞, при приближении ξ к граничной точке области D ∪ Dε равны −∞, при этом
разность (τΓδ

(ξ)− τΓ(ξ)) ограничена.
Первое семейство диффеоморфизмов ϕ1(·, λ) : R

2 7→ R
2, λ ∈ [0, 1] построим следующей

формулой:

ϕ1(ξ, λ) =





(0, 0), ξ = (0, 0),

Z (λ [τΓδ
(ξ)− τΓ(ξ)] , ξ) , ξ ∈ (D ∪Dε) \ (0, 0),

ξ, ξ 6∈ D ∪Dε.

Второе семейство диффеоморфизмов ϕ2(·, λ) : R
2 7→ R

2, λ ∈ [0, 1] построим так:

ϕ2(ξ, λ) =





(0, 0), ξ = (0, 0),
Θ(λ [t1(|ξ|) − tδ(|ξ|)] , |ξ|) ξ, 0 < |ξ| < ρ,

ξ, |ξ| ≥ ρ.
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Здесь Θ(t, θ0) — решение скалярной автономной системы

θ′(t) = θ(t)(1− ρ−1θ(t)), θ(t) ∈ (0, ρ),

удовлетворяющее начальному условию Θ(0, θ0) = θ0, где θ0 ∈ (0, ρ). Функции tδ(θ0) и t1(θ0) од-
нозначно определяются из условий Θ(tδ(θ0), θ0) = δ и Θ(t1(θ0), θ0) = 1 соответственно. Можно
проверить, что таким образом построенные семейства диффеоморфизмов обладают нужны-
ми свойствами. Первое семейство диффеоморфизмов осуществляет гладкое сжатие области
D ∪ Dε в себя, при котором линия Γ преобразуется в линию Γδ. Второе семейство диффео-
морфизмов осуществляет гладкое растяжение круга радиуса ρ в себя, при котором линия Γδ

преобразуется в линию Γ1.
Достаточность. Пусть v ∈ Vm, f ∈ Rm и множество N0(v) пусто или не связно. Докажем

существование ограниченного решения системы уравнений (1.1).
Если N0(v) пусто, то согласно формуле, приведенной в работе [7, теорема 7], имеет ме-

сто равенство |γ(∇v)| = 1. В этом случае существование ограниченного решения следует из
результатов работы [6, теорема 5].

В случае, когда N0(v) не пусто и не связно, существование ограниченного решения дока-
жем, применяя метод направляющих функций по аналогии с работами [3, гл. 4, §22], [4, гл. 2]
и топологический метод Важевского [2, гл. 10, §3]. Суть метода Важевского состоит в том,
что с помощью набора функций выделяется область в фазовом пространстве, где остаются
некоторые решения x(t) системы дифференциальных уравнений при возрастании t. В каче-
стве набора функций возьмем направляющие функции v(y), v(y) ± ε|y|m+1, где ε — малое
положительное число.

Сначала докажем одну лемму о неограниченных решениях системы уравнений (1.1).

Лемма 3. Если f ∈ Rm и решение x(t) системы уравнений (1.1) не ограничено на интер-

вале (0, t+), то |x(t)| → ∞, v(x(t)) → +∞ при t → t+ и t+ < +∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что x(t) не ограничено на интервале (0, t+) и
существует возрастающая последовательность tk → t+, вдоль которой x(t) ограничено:

sup
k

|x(tk)| < ∞, rk = sup
tk<t<tk+1

|x(t)| = |x(τk)| → ∞, k → ∞.

Тогда для функций zk(t) = r−1
k x(τk + r1−m

k t), k = 1, 2, . . . , имеем

z′k(t) = ∇v(zk(t)) + o(1), |zk(t)| ≤ |zk(0)| = 1, t ∈ (αk, βk),

где αk = −(τk − tk)r
m−1
k , βk = (tk+1 − τk)r

m−1
k и zk(αk) → 0, zk(βk) → 0. Переходя к пределу,

получим
z′0(t) = ∇v(z0(t)), |z0(t)| ≤ |z0(0)| = 1, t ∈ (α0, β0);

здесь α0, β0 — предельные точки последовательностей αk, βk соответственно. При этом
z0(α0) = 0, если α0 > −∞, и z0(β0) = 0, если β0 < +∞. Случай α0 = −∞ и β0 = +∞
невозможен; это показано в ходе доказательства леммы 1. Случаи α0 > −∞ и β0 < +∞ также
невозможны, так как c учетом m > 1 ненулевое решение z0(t) автономной системы z′ = ∇v(z)
не может обращаться в нуль при конечном t. Пришли к противоречию. Отсюда следует, что
|x(t)| → ∞ при t → t+.

Выберем c0 > 0 и r0 > 0 так, чтобы при любых t ∈ R, |y| > r0 имело место неравенство

〈∇v(y)− c0(m+ 1)|y|m−1y,∇v(y) + f(t, y)〉 > 0,

и выберем t0 ∈ (0, t+) так, чтобы при t ∈ (t0, t+) имело место неравенство |x(t)| > r0. Тогда
производная функции v(x(t)) − c0|x(t)|

m+1 положительна на интервале (t0, t+):
(
v(x(t))− c0|x(t)|

m+1
)′
=

〈
∇v(x(t))− c0(m+ 1)|x(t)|m−1x(t), x′(t)

〉

=
〈
∇v(x(t)) − c0(m+ 1)|x(t)|m−1x(t),∇v(x(t)) + f(t, x(t))

〉
> 0.
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Отсюда вытекает, что v(x(t)) → +∞ при t → t+. Более того, существуют t1 ∈ (t0, t+) и c1 > 0
такие, что v(x(t)) > c1|x(t)|

m+1 при t ∈ (t1, t+). Из этого неравенства выводим

1

2

(
|x(t)|2

)′
= 〈x(t), x′(t)〉 = 〈∇v(x(t)) + f(t, x(t)), x(t)〉

= (m+ 1)v(x(t)) + 〈f(t, x(t)), x(t)〉 > c2|x(t)|
m+1,

(
|x(t)|2

)′ (
|x(t)|2

)−m+1

2 > c2, t ∈ (t1, t+),

2

m− 1

((
|x(t1)|

2
)−m−1

2 −
(
|x(t)|2

)−m−1

2

)
≥ c2(t− t1), t ∈ (t1, t+),

Отсюда следует, что t+ < +∞.
Лемма 3 доказана.

При наших предположениях множество N0(v) не связно, поэтому одно из множеств

N±(v) = {y ∈ R
3 : |y| = 1, ±v(y) > 0}

не связно. Без ограничения общности можно считать, что N+(v) не связно. Тогда множество

{y ∈ R
3 : |y| > 1, v(y) > −ε|y|m+1}

при малых ε > 0 также не связно. Выберем такое ε и которое меньше, чем a/(m+ 1), где a —
наименьшее значение |∇v(y)| при |y| = 1. Зададим σ ∈ (0, (m+1)ε), c > 0 и введем множество

Rm(σ, c) =
{
f ∈ Rm : |f(t, y)| ≤ σ|y|m + c ∀t ∈ R, y ∈ R

3
}
.

Теперь выберем ρ > 1 так, чтобы при любых f ∈ Rm(σ, c), t ∈ R, |y| ≥ ρ выполнялись
неравенства ((m+ 1)ε− σ)|y|m − c > 0, 〈∇v(y)± ε(m+ 1)|y|m−1y,∇v(y) + f(t, y)〉 > 0. Введем
множества

Ω(ρ,±ε) =
{
y ∈ R

3 : |y| > ρ v(y) > ±ε|y|m+1
}
,

D(ρ, ε) =
{
y ∈ R

3 : |y| < ρ
}
∪ Ω(ρ,−ε).

В силу выбора ε множества Ω(ρ,±ε) не связны.
Пусть f ∈ Rm(σ, c) и x(t) — решение системы уравнений (1.1), определенное на наибольшем

интервале (t−, t+), где t−t+ < 0.
Справедливы следующие утверждения:

1. Если x(t0) ∈ D(ρ, ε) при некотором t0 ∈ (t−, t+), то x(t) ∈ D(ρ, ε) при всех t ∈ (t0, t+).

2. Если x(t0) ∈ Ω(ρ, ε) при некотором t0 ∈ (t−, t+), то x(t) ∈ Ω(ρ, ε) при всех t ∈ (t0, t+) и
|x(t)| → ∞, v(x(t)) → +∞ при t → t+.

Отсюда, как следствие, вытекают

3. Если x(t0) ∈ D(ρ, ε) при некотором t0 ∈ (t−, t+) и x(t) не ограничено на интервале (t0, t+),
то существует t1 ∈ (t0, t+) такое, что x(t) ∈ Ω(ρ, ε) при всех t ∈ (t1, t+).

4. Если x(t0) ∈ D(ρ, ε) при некотором t0 ∈ (t−, t+) и x(t) ограничено на интервале (t0, t+),
то x(t) 6∈ Ω(ρ, ε) при всех t ∈ (t0, t+).

1. Можно считать, что x(t0) — граничная точка области D(ρ, ε). Тогда либо |x(t0)| = ρ,
v(x(t0)) < −ε|x(t0)|

m+1, либо |x(t0)| ≥ ρ, v(x(t0)) = −ε|x(t0)|
m+1. В первом случае производная

|x(t)|2 при t = t0 отрицательна:

1
2

(
|x(t)|2

)′
= 〈x(t), x′(t)〉 = 〈∇v(x(t)) + f(t, x(t)), x(t)〉 = (m+ 1)v(x(t))

+ 〈f(t, x(t)), x(t)〉 < −(m+ 1)ε|x(t)|m+1 + |x(t)| (σ|x(t)|m + c) < 0.
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Во втором случае производная v(x(t)) + ε|x(t)|m+1 при t = t0 положительна:

(
v(x(t)) + ε|x(t)|m+1

)′
=

〈
∇v(x(t)) + ε(m+ 1)|x(t)|m−1x(t), x′(t)

〉

=
〈
∇v(x(t)) + ε(m+ 1)|x(t)|m−1x(t),∇v(x(t)) + f(t, x(t))

〉
> 0.

Из приведенных оценок следует, что x(t) ∈ D(ρ, ε) при всех t ∈ (t0, t+).

2. Если x(t0) — граничная точка области Ω(ρ, ε), то |x(t0)| ≥ ρ, v(x(t0)) ≥ ε|x(t0)|
m+1 и при

t = t0 выводим

1

2

(
|x(t)|2

)′
= (m+ 1)v(x(t)) + 〈f(t, x(t)), x(t)〉 ≥ |x(t)| ((m+ 1)ε − σ)|x(t)|m − c)) > 0,

(
v(x(t)) − ε|x(t)|m+1

)′
=

〈
∇v(x(t)) − ε(m+ 1)|x(t)|m−1x(t),∇v(x(t)) + f(t, x(t))

〉
> 0.

Отсюда следует, что x(t) ∈ Ω(ρ, ε) при всех t ∈ (t0, t+) и |x(t)| → ∞ при t → t+. В обла-
сти Ω(ρ, ε) имеет место неравенство v(x(t)) > ε|x(t)|m+1, следовательно, v(x(t)) → +∞ при
t → t+.

Проверим справедливость следующих лемм.

Лемма 4. Существует ε1 > 0 такое, что автономная система z′ = ∇v(z) не может

иметь ненулевое и ограниченное при t > 0 решение, удовлетворяющее условию |v(z(t))| ≤
ε|z(t)|m+1 при некотором ε ∈ (0, ε1).

Лемма 5. Пусть ε ∈ (0, ε1), где ε1 из леммы 4, и пусть для последовательности fk ∈
Rm(σ, c), k = 1, 2, . . . , выполнены два условия:

1) имеет место предел

sup
k=1,2,...

sup
t∈R

|y|−m|fk(t, y)| → 0, |y| → ∞;

2) при каждом k = 1, 2, . . . , существует ограниченное на промежутке [0,+∞) реше-

ние xk(t) системы уравнений

x′k(t) = ∇v(xk(t)) + fk(t, xk(t)), t > 0,

с начальным значением xk(0) ∈ D(ρ, ε).

Тогда решения xk(t), k = 1, 2, . . . , равномерно ограничены

sup
k=1,2,...

sup
t≥0

|xk(t)| < ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 4. Если указанное ε1 > 0 не существует, то найдется
последовательность ненулевых решений zk(t), k = 1, 2, . . . , автономной системы z′ = ∇v(z),
ограниченных на промежутке [0,+∞) и удовлетворяющих условиям |v(zk(t))| ≤ k−1|zk(t)|

m+1.
Без ограничения общности можно считать, что |zk(t)| ≤ 1 при t > 0 и |zk(0)| = 1, k = 1, 2, . . . .
Переходя к пределу, получим ограниченное решение z0(t) этой же автономной системы, для
которого имеем |z0(t)| ≤ 1, |v(z0(t))| = 0 при t > 0 и |z0(0)| = 1. Это противоречит тому, что
(v(z0(t)))

′ = |∇v(z0(t)|
2 > 0.

Лемма 4 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 5. Предположим, что лемма не верна. Тогда можно
считать, что имеет место предел

rk = sup
t≥0

|xk(t)| → ∞, k → ∞.
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Так как xk(0) ∈ D(ρ, ε) и xk(t) ограничено на промежутке [0,+∞), то в силу утверждений 1
и 4 (см. c. 168) имеем |v(xk(t)| < ε|xk(t)|

m+1, если |xk(t)| ≥ ρ. Рассмотрим функции zk(t) =
r−1
k xk(tk + r1−m

k t), t ≥ 0, k = 1, 2, . . . , где |xk(tk)| > rk − 1/k. Для этих функций, учитывая
условия леммы, выводим

z′k(t) = ∇v(zk(t)) + o(1), |zk(t)| ≤ 1, t > 0, |zk(0)| > 1− (krk)
−1,

|v(zk(t)| < ε|zk(t)|
m+1, если |zk(t)| ≥ ρr−1

k .

Переходя к пределу, получим

z′0(t) = ∇v(z0(t)), |z0(t)| ≤ |z0(0)| = 1, t > 0,

|v(z0(t)| ≤ ε|z0(t)|
m+1, если |z0(t)| > 0.

Последнее неравенство согласно лемме 4 возможно лишь при z0(t) ≡ 0, пришли к противоре-
чию.

Лемма 5 доказана.

В последующем, учитывая замечания 1 и 2, можно считать, что v ∈ Vm∩C∞ (
R
3 \ {0};R

)
и

f ∈ Rm∩C0,∞ (
R× R

3;R3
)
. Тогда при любом y ∈ R

3 существует единственное решение X(t, y)
системы уравнений (1.1), удовлетворяющее начальному условию X(0, y) = 0 и непрерывное по
совокупности переменных. Воспользуясь этим, докажем следующую лемму.

Лемма 6. Если f ∈ Rm(σ, c), то существует решение x(t) системы уравнений (1.1) с

начальным значением x(0) из шара |y| < ρ и ограниченное на промежутке [0,+∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что при заданном f ∈ Rm(σ, c) решение X(t, y),
t ∈ (0, t+(y)) системы уравнений (1.1) не ограничено для любой точки y из шара |y| < ρ. Тогда
для любой точки y, где |y| < ρ согласно утверждению 3 (см. c. 168) существует t1(y) ∈ (0, t+(y))
такое, что X(t, y) 6∈ Ω(ρ, ε) при t ∈ (0, t1(y)) и X(t, y) ∈ Ω(ρ, ε) при t ∈ (t1(y), t+). В силу непре-
рывности X(t, y) малая окрестность точки y переходит в малую окрестность точки X(t1(y), y).
Следовательно, непрерывное отображение y 7→ X(t1(y), y) шар |y| < ρ отображает в связное
подмножество множества Ω(ρ, ε). Но, с другой стороны, множество Ω(ρ, ε) по построению не
связно и имеются две точки y1, y2 из шара |y| < ρ, которым соответствуют точки X(t1(y1), y),
X(t1(y2), y) из разных связных компонент множества Ω(ρ, ε). Другими словами, посредством
неограниченных при t > 0 решений X(t, y) связное множество |y| < ρ непрерывно стягивается
в несвязное множество. Пришли к противоречию.

Лемма 6 доказана.

Пусть f ∈ Rm и v, f гладкие. Соответствующим образом выбирая ε, c, σ, построим множе-
ство Rm(σ, c) так, чтобы все сдвиги f(t−k, y), k = 0, 1, 2, . . . , отображения f(t, y) принадлежали
Rm(σ, c). Тогда согласно лемме 6 при каждом k = 0, 1, 2, . . . существует ограниченное на проме-
жутке [0,+∞) решение xk(t) системы уравнений x′ = ∇v(x)+f(t−k, x) с начальным значением
|xk(0)| < ρ. По лемме 5 последовательность функций xk(t), t ∈ [0,+∞), k = 0, 1, 2, . . . , равно-
мерно ограничена. Отсюда следует, что функции zk(t) = xk(t+k), t ∈ [−k,+∞), k = 0, 1, 2, . . . ,
являются равномерно ограниченными решениями системы уравнений (1.1). Переходя к пре-
делу, получим ограниченное на R решение системы уравнений (1.1).

Теорема 3 доказана.

Заключение

В статье исследованы условия существования периодических и ограниченных решений для
системы уравнений (1.1), где выделена главная нелинейная часть ∇v, являющаяся градиентом
функции v из Vm, а возмущение f — из Rm или Rm,ω. Сформулированы и доказаны три
теоремы, новизна которых состоит в следующем:
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1) ранее известное достаточное условие γ(∇v) 6= 0 является также необходимым для суще-
ствования ω-периодических решений при любом f ∈ Rm,ω;

2) свойство существования при любом f ∈ Rm ограниченных решений сохраняется, если
функцию v непрерывно изменить (гомотопировать) на множестве Vm;

3) ограниченное решение при любом f ∈ Rm существует тогда и только тогда, когда мно-
жество нулей функции v на единичной сфере пусто или не связно.

Полученные результаты в дальнейшем можно обобщить для многомерных систем диффе-
ренциальных уравнений вида (1.1).
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