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1. Введение

Задачи экстремальной функциональной интерполяции в среднем, состоящие в нахожде-
нии оптимальных констант Aα

n,p (см. определение ниже), впервые рассматривались Ю.Н.Суб-
ботиным [1–3] в 70–90 -е годы прошлого века. Он получил их полное решение, выразив эти
константы через нормы функций, составленных из некоторых многочленов. При этом явные
численные значения не приводились.

В данной работе при некоторых значениях p или интервала усреднения α найдены зна-
чения констант Aα

n,p в явном виде через легко вычисляемые значения многочленов Эйле-
ра в определенных точках. Это удалось сделать, установив связь экстремальных функций
Ю.Н.Субботина с хорошо изученными многочленами Эйлера.

Недавно Ю.Н.Субботин, С.И.Новиков и В.Т.Шевалдин в своей работе “Экстремальная
функциональная интерполяция и сплайны” (Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН.
2018. Т. 24, № 3. С. 200–225) привели обзор результатов исследования задач по теме, указанной
в названии работы. На эту работу будем ссылаться ниже как на обзор.

Одна из задач состоит в следующем.

1Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект № 0314-2016-0013) и
при частичной финансовой поддержке РФФИ и ННИО (проект № 19-51-12008).
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Пусть p ∈ [1,∞], n ∈ N и пусть Yn,p = {y : y = {yk}k∈Z, ‖∆
n
y‖lp ≤ 1} — класс интерполи-

руемых последовательностей y = {yk}k∈Z, удовлетворяющих условиям

∑

k∈Z

|∆nyk|
p ≤ 1 при 1 ≤ p < ∞, sup

k∈Z
|∆nyk| ≤ 1 при p = ∞;

∆n
y — последовательность, членами которой являются значения оператора обычной конечной

разности порядка n на последовательности y, т. е. значения

∆nyk =
n
∑

m=0

(−1)n−m

(

n

m

)

yk+m, k ∈ Z;

AC — множество всех локально абсолютно непрерывных функций. Класс функций, связанных

с последовательностью y через усредняющий функционал
1

2α

∫ α

−α
f(k + t)dt, обозначим

Φα
n,p(y) =

{

f : f (n−1) ∈ AC, f (n) ∈ Lp(R),
1

2α

α
∫

−α

f(k + t)dt = yk ∀k ∈ Z

}

.

Задача экстремальной функциональной интерполяции в среднем состоит в нахождении кон-

станты экстремальной функциональной интерполяции

Aα
n,p = sup

y∈Yn,p

inf
f∈Φα

n,p
(y)

‖f (n)‖Lp(R). (1)

Данную задачу начал изучать Ю.Н.Субботин [1] в 1975 году. Сначала он рассмотрел непе-
ресекающиеся интервалы усреднения до половины шага сетки (α ≤ 1/2), а затем более ши-
рокие. Эту задачу можно считать обобщением ранее изучавшейся им задачи [4; 5], где вместо
усредняющего функционала рассматривалось значение в точке, т. е. просто интерполяция, в
силу предельного соотношения

lim
α→0

1

2α

α
∫

−α

f(k + t)dt = f(k).

Ю.Н.Субботиным было выписано точное решение задачи в виде

Aα
n,p = (n− 1)! ‖Sn‖

−1
Lq [0,1]

, 1/p+ 1/q = 1,

где Sn(t) — некоторая кусочно-многочленная функция, определение которой приведем ниже.
В статье [1] и последующих сами нормы функций Sn(t) не вычислялись.

В данной работе мы покажем, что для некоторых значений p норму функций Sn(t) можно
вычислить и результат записать в терминах значений многочленов Эйлера в некоторых точках
(или самой функции Sn(t)), а иногда и в терминах констант Фавара.

В разд. 2 мы изучаем свойства экстремальных функций Sn(t), в разд. 3 вычисляем некото-
рые нормы этих функций и значения Aα

n,p для p = 1, 2,∞. Следующий разд. 4 посвящен рас-
смотрению предельного перехода (α → 0) и сопоставлению получаемых констант константам
для интерполяции. Граничный случай α = 1/2 исследован в разд. 5. В разд. 6 рассматривается
эта задача с величиной усреднения α = 1/6. Этот случай интересен тем, что значения экстре-
мальных констант имеют достаточно простые выражения. И, наконец, в разд. 7 рассмотрены
пересекающиеся интервалы усреднения.
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2. Свойства экстремальной функции

Приведем основной результат, установленный в работе [1].

Теорема 1 (Ю.Н.Субботин). Для любого натурального n и всех 1 < p ≤ ∞ и 0 < α ≤ 1/2
справедливо равенство

Aα
n,p = (n− 1)! ‖Sn‖

−1
Lq [0,1]

,

где 1/p + 1/q = 1, а функция Sn(t) задается формулами

S2m(t) =
1

8mα



















Q∗
2m(α+ t) +Q∗

2m(α− t), 0 ≤ t ≤ α,

Q∗
2m(t+ α)−Q∗

2m(t− α), α ≤ t ≤ 1− α,

−Q∗
2m(1 + α− t)−Q∗

2m(−1 + α+ t), 1− α ≤ t ≤ 1,

если n = 2m, и

S2m+1(t) =
1

4(2m+ 1)α



















Q∗
2m+1(α+ t)−Q∗

2m+1(α− t), 0 ≤ t ≤ α,

Q∗
2m+1(t+ α)−Q∗

2m+1(t− α), α ≤ t ≤ 1− α,

Q∗
2m+1(1 + α− t)−Q∗

2m+1(−1 + α+ t), 1− α ≤ t ≤ 1,

если n = 2m+ 1. Многочлен Q∗
n(t) определен равенством

Q∗
n(t) =

n+1
∑

l=0

n+1−l
∑

k=0

(−1)n−k+1

(

n+ 1

k + l

)

(k + 1− t)n.

В данную формулировку были внесены некоторые изменения по сравнению с оригина-
лом [1] и обзором, процитированным в начале предыдущего раздела.

Во-первых, нам показалось удобнее ширину интервала усреднения (в одну сторону) обозна-
чить через α (в оригинале через h/2). Во-вторых, как нам кажется, мы устранили неточность
в определении функции Sn(t), а именно, добавили в знаменателе множитель 2α (в оригиналь-
ной статье [1] и обзоре следует добавить h). При анализе доказательства этой теоремы мы
заметили по тексту, что при введении в рассмотрение функции Sn(t) множитель 1/h при-
сутствовал, но по ходу выкладок в какой-то момент он потерялся. Понятно, что это никак не
влияет на правильность рассуждений и доказательств, но в итоговой формуле этот множитель
очень важен, в частности (см. разд. 4 ниже) для согласования с более ранними результатами
Ю.Н.Субботина [4; 5] при осуществлении предельного перехода (α → 0).

Отметим, что обобщение обсуждаемой задачи рассматривалось В.Т.Шевалдиным [6; 7]
для случая, когда n-я производная заменена произвольным линейным дифференциальным
оператором n-го порядка с постоянными коэффициентами. Полученная там константа уже не
содержит указанную опечатку, и при выборе в качестве дифференциального оператора про-
сто Dn эта константа должна превратиться в правильную константу теоремы 1 (в указанных
работах нужная константа выписана в других терминах).

В работе [1] отмечено, что выполняется равенство

Qn(x) = Q∗
n

(1 + x

2

)

,

многочлен Qn(x) ранее уже рассматривался Ю.Н.Субботиным в [4], где установлена связь

Qn−1(x) =
22n−1

n

[

(−1)nBn

(1− x

4

)

−Bn

(1 + x

4

)]
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с хорошо известными [8–10] многочленами Бернулли Bn(x). Более того, многочлен Qn(x) от-
личается лишь множителем от многочлена Эйлера. Действительно, воспользуемся последова-
тельно свойствами многочленов Бернулли и Эйлера [10, 24.4.3] и [10, 24.4.23], тогда

Qn−1(x) =
22n−1

n

[

Bn

(x+ 1

4
+

1

2

)

−Bn

(1 + x

4

)]

= 2n−1En−1

(1 + x

2

)

.

Таким образом, нужный нам многочлен Q∗
n(t) выражается через многочлен Эйлера

Q∗
n(t) = 2nEn(t). (2)

Напомним [9, 1.14], что производящей функцией для многочленов Эйлера является функ-
ция 2ext/(et + 1). Ее разложение в степенной ряд по переменной t имеет вид

2ext

et + 1
=

∞
∑

k=0

Ek(x)
tk

k!
.

Согласно [10, 24.6.8] многочлены Эйлера можно определять и по явным формулам

En(x) =
1

2n

n+1
∑

k=1

k−1
∑

j=0

(−1)j
(

n+ 1

k

)

(x+ j)n.

Многочлены Эйлера En(t) достаточно хорошо изучены. Для любого n ≥ 1 на отрезке [0, 1]
нули и точки экстремума всегда расположены в точках t = 0 и t = 1 или t = 1/2, причем
при нечетных n многочлены являются монотонными (точки t = 0 и t = 1 являются точками
экстремальных значений и t = 1/2 — это единстенный корень), а при четных — выпуклыми
функциями на [0, 1] (в точках t = 0 и t = 1 нули функции, а экстремум в точке t = 1/2).
Можно более точно сказать о знаках

signEn(t) = (−1)[
n+1

2 ], signE′
n(t) = (−1)[

n

2 ] для всех t ∈ [0, 1/2].

Здесь [u] означает целую часть числа u.
Известно [1, лемма 3.1], что при нечетном n функция Sn(t) симметрична относительно

прямой t = 1/2 и центрально симметрична относительно точки t = 1/2 при четном n, поэтому
вместо рассмотрения ее на всем отрезке [0, 1] можно ограничиться рассмотрением лишь при
t ∈ [0, 1/2]. Кроме того, поскольку

En(t) = (−1)nEn(1− t) (3)

(см. [10, 24.4.4]), то для четных и нечетных n можно записать единую формулу, определяю-
щую Sn(t), а именно

Sn(t) =
2n−2

nα







En(t+ α) + En(t+ 1− α), 0 ≤ t ≤ α,

En(t+ α)− En(t− α), α ≤ t ≤ 1/2.
(4)

В дальнейшем нам иногда может оказаться полезным указание зависимости этой функции от
параметра α, для этого будем использовать запись

Sn(t) = Sn(t, α). (5)

Многочлены Эйлера всегда монотонны на промежутке [0, 1/2]. Оказывается, это же мож-
но сказать и про функции Sn(t). Для многочленов Эйлера справедливо [8, 23.1.5] правило
дифференцирования

E′
n(t) = nEn−1(t).

Непосредственно из него и формулы представления Sn(t) через En(t) следует правило диф-
ференцирования и для этих функций.
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Лемма 1. Справедливо правило дифференцирования

S′
n(t) = 2(n − 1)Sn−1(t). (6)

Непосредственной проверкой устанавливается и аналог свойства (3) для функции Sn(t).

Лемма 2. При t ∈ [0, 1] справедливо тождество

Sn(t) = (−1)n−1Sn(1− t).

Лемма 3. Функция Sn(t) монотонна на [0, 1/2], причем направление монотонности при

нечетных n совпадает с направлением монотонности многочлена Эйлера En(t), а при чет-

ных противоположно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим сначала случай n = 2m + 1. Если n = 1, то в
соответствии с (4) имеем

S1(t) =
1

2α







E1(t+ α) + E1(t+ 1− α) = 2t, 0 ≤ t ≤ α,

E1(t+ α)− E1(t− α) = 2α, α ≤ t ≤ 1/2.
(7)

Функция S1(t) на [0, 1/2] возрастает (не убывает), и многочлен Эйлера E1(t) = t−1/2 тоже воз-
растает, т. е. лемма, конечно же, в этом случае верна. Пусть теперь m ≥ 1. Многочлен E2m+1(t)
на всем отрезке [0, 1] монотонен, поэтому функция S2m+1(t) при t ∈ [0, α] есть сумма двух мо-
нотонных функций одинаковой монотонности, следовательно, она тоже монотонна, и направ-
ление монотонности совпадает с направлением монотонности многочлена Эйлера E2m+1(t).
Если t ∈ [α, 1/2], то с учетом (3) получаем

S′
2m+1

(1

2

)

=
22m−1

α

[

E2m

(1

2
+ α

)

− E2m

(1

2
− α

)]

=
22m−1

α

[

E2m

(1

2
+ α

)

− E2m

(1

2
+ α

)]

= 0.

Далее, в соответствии с (4) имеем

signS′′
2m+1(t) = sign[E2m−1(t+ α)− E2m−1(t− α)],

причем многочлен E2m−1(t) монотонен, и оба аргумента t + α и t − α значений многочлена
в разности лежат на участке монотонности. Поскольку t + α > t − α, то знак этой разности
будет совпадать со знаком его производной, а именно

signS′′
2m+1(t) = signE′

2m−1(t) = (−1)m−1;

это говорит о выпуклости функции S2m+1(t), а с учетом экстремума на правом конце при
t = 1/2 получаем ее монотонность, и направление монотонности противоположно направлению
монотонности многочлена E2m−1(t), т. е. совпадает с направлением монотонности многочлена
E2m+1(t) на [α, 1/2].

Пусть теперь n = 2m. Заметим, что

S′
2m(0) =

22m−2

α
[E2m−1(α) +E2m−1(1− α)] =

22m−2

α
[E2m−1(α)− E2m−1(α)] = 0

в соответствии со свойством (3). Далее, при t ∈ [0, α] имеем

signS′′
2m(t) = sign[E2m−2(t+ α) + E2m−2(t+ 1− α)] = (−1)m−1,
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поскольку многочлен E2m−2(t) на всем отрезке [0, 1] одного знака. Таким образом, функ-
ция S2m(t) выпукла на t ∈ [0, α] и имеет экстремум при t = 0, следовательно, она монотонна, и
направление ее монотонности совпадает с направлением монотонности многочлена E2m−1(t),
т. е. противоположно направлению монотонности многочлена E2m(t).

Если t ∈ [α, 1/2], то

S′
2m(t) =

22m−1

α
[E2m−1(t+ α)− E2m−1(t− α)],

многочлен E2m−1(t) монотонен на всем отрезке [0, 1], следовательно, разность большего и мень-
шего значений аргумента будет положительной при возрастающем многочлене E2m−1(t) и от-
рицательной при убывающем. Поэтому направление монотонности S2m(t) совпадает с направ-
лением монотонности многочлена E2m−1(t), т. е. также противоположно направлению моно-
тонности многочлена E2m(t).

Лемма доказана.

Таким образом, функции Sn(t) по свойствам очень похожи на многочлены Эйлера: экстре-
мумы и нули расположены только в точках t = 0 и t = 1 или t = 1/2 на отрезке [0, 1/2] одного
знака и являются либо монотонными, либо выпуклыми функциями на всем отрезке [0, 1].

Вычислим значения функции Sn(t) в точках t = 0 и t = 1/2. Имеем

Sn(0) =
2n−2

nα

[

En(α) + En(1− α)
]

=
2n−2

nα

[

En(α) + (−1)nEn(α)
]

,

Sn

(1

2

)

=
2n−2

nα

[

En

(1

2
+ α

)

− En

(1

2
− α

)]

=
2n−2

nα

[

En

(1

2
+ α

)

− (−1)nEn

(1

2
+ α

)]

.

Следовательно, если n = 2m− 1, то

S2m−1(0) = 0, S2m−1

(1

2

)

=
22m−2

(2m− 1)α
E2m−1

(1

2
+ α

)

,

если n = 2m, то

S2m(0) =
22m−2

mα
E2m(α), S2m

(1

2

)

= 0.

Для значений многочленов Эйлера в точках экстремумов используются специальные чис-
ла, известные как числа Эйлера

En = 2nEn

(1

2

)

,

и смещенные числа Эйлера

E∗
n = 2nEn(0).

Так как половина из этих чисел нулевые, то ненулевые иногда объединяют в одну последова-
тельность чисел

E2m = E2m, E2m+1 = E∗
2m+1, m = 0, 1, . . . ,

которые можно называть объединенными числами Эйлера.

Поскольку функции Sn(t) по свойствам аналогичны многочленам Эйлера, то, поступая по
аналогии, введем последовательность ненулевых чисел, состоящую из значений функции Sn(t)
в точках экстремумов, а именно

S2m−1 = S2m−1

(1

2

)

, S2m = S2m(0). (8)

Далее нормы функций Sn(t) будут вычислены в терминах чисел Sn.
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3. Вычисление нормы

Мы изучили свойства экстремальной функции Sn(t), через норму которой задаются кон-
станты экстремальной функциональной интерполяции в среднем. Несложно сразу вычислить
нормы функции при p = 1 и p = ∞. Правда, теорема 1 не охватывает случай p = 1, но по-
скольку она справедлива для всех p > 1, то предельное значение константы тоже представляет
интерес.

В соответствии с обозначениями (8) и свойствами Sn(t) можем утверждать, что

‖Sn‖L∞[0,1] = max
0≤t≤1

|Sn(t)| =
∣

∣Sn

∣

∣.

Тем самым предельное значение константы при p → 1, которое тоже будем обозначать через
Aα

n,1, для всех 0 < α ≤ 1/2 равно

Aα
n,1 = (n − 1)!

∣

∣Sn

∣

∣

−1
. (9)

Теорема 2. Для всех 0 < α ≤ 1/2 справедливо равенство

Aα
n,∞ =

n!

|Sn+1|
, (10)

где числа Sn — определяемые равенствами (8) значения экстремумов экстремальных функ-

ций Sn(t), которые также выражаются через значения многочленов Эйлера

Sn =
2n−1

nα







En

(1

2
+ α

)

, n нечетное,

En(α), n четное.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства необходимо вычислить L1-норму функции
Sn(t). Лемма 1 позволяет нам получить значение интеграла

1/2
∫

0

Sn(t)dt =
1

2n

[

Sn+1

(1

2

)

− Sn+1(0)
]

= (−1)n
Sn+1

2n
.

Следовательно, значение нормы равно

‖Sn‖L1[0,1] = 2

∣

∣

∣

∣

∣

1/2
∫

0

Sn(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

n

∣

∣Sn+1

∣

∣.

Теорема доказана.

Приступим теперь к вычислению константы Aα
n,p при p = 2.

Лемма 4. Если n+m четно и n > 1, то справедливо равенство

1/2
∫

0

Sn(t)Sm(t)dt = −
n− 1

m

1/2
∫

0

Sn−1(t)Sm+1(t)dt.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно применить правило дифференцирования (6), фор-
мулу интегрирования по частям и свойство, в соответствии с которым нечетные функции Sn(t)
обращаются в 0 при t = 0, а четные — при t = 1/2. �
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Теорема 3. Для всех 0 < α ≤ 1/2 справедливо равенство

Aα
n,2 =

√

2α (2n)!

|S2n+1(α)|
=

α

2n−1

√

(2n + 1)!

|E2n+1(2α)− E2n+1(0)|
. (11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом леммы 4 и в соответствии с (7) получаем

1/2
∫

0

S2
n(t)dt = (−1)n−1

(

(n− 1)!
)2

(2n− 2)!

1/2
∫

0

S1(t)S2n−1(t)dt = (−1)n
(

(n− 1)!
)2

2(2n − 1)!

1/2
∫

0

S′
1(t)S2n(t)dt

= (−1)n
(

(n− 1)!
)2

2(2n − 1)!

α
∫

0

1

α
S2n(t)dt = (−1)n

(

(n− 1)!
)2

4α(2n)!

[

S2n+1(α)− S2n+1(0)
]

= (−1)n
(

(n− 1)!
)2

4α(2n)!
S2n+1(α).

Следовательно,

‖Sn‖L2[0,1] = (n− 1)!

√

|S2n+1(α)|

2α (2n)!
.

Теорема доказана.

4. Предельный переход α → 0

В определении функций Sn(t) и чисел последовательности {Sn} в выражениях в знамена-
теле стоит параметр α, поэтому просто положить α = 0 мы не можем. Давайте посмотрим,
что будет происходить при предельном переходе, если α → 0.

Поскольку функция Sn(t) дифференцируемая при n ≥ 2, более того, это многочлен на
промежутке [α, 1 − α], то для t ∈ (α, 1 − α) получаем

lim
α→0

Sn(t) =
2n−1

n
lim
α→0

En(t+ α)− En(t− α)

2α
=

2n−1

n
nEn−1(t) = 2n−1En−1(t) = Q∗

n−1(t).

Приведем хорошо известное [8, 23.1.7] представление многочлена Эйлера

En (x+ h) =
n
∑

k=0

(

n

k

)

Ek(x)h
n−k (12)

и воспользуемся им, чтобы найти пределы чисел Sn при α → 0.
Согласно (12) при x = 0, h = α и n = 2m имеем

lim
α→0

S2m = lim
α→0

22m−2E2m(α)

mα
= lim

α→0

[ m
∑

k=1

(

2m

2k − 1

)

(2α)2m−2kE
∗
2k−1

2m
+

(2α)2m−1

2m

]

= E∗
2m−1.

Аналогично, при x = 1/2, h = α и n = 2m+ 1 получаем

lim
α→0

S2m+1 = lim
α→0

22mE2m+1

(

1
2 + α

)

(2m+ 1)α
= lim

α→0

[ m
∑

k=0

(

2m+ 1

2k

)

(2α)2m−2k E2k

2m+ 1

]

= E2m.

Или в общем виде
lim
α→0

Sn = En−1.
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Если предельное при α → 0 значение константы Aα
n,p обозначать через A0

n,p, то соотноше-
ния (9) и (10) переходят в следующие:

A0
n,1 = (n− 1)! |En−1|

−1, A0
n,∞ = n! |En|

−1. (13)

Осталось заметить, что эти значения совпадают со значениями An,1 и An,∞ соответственно,
полученными ранее для случая интерполяции в [4;5], правда, в других терминах. В первой из
этих работ константа An,∞ записана в виде

An,∞ =
1

2

(π

2

)n+1
[ ∞
∑

ν=0

(−1)ν(n+1)

(2ν + 1)n+1

]−1

.

Но это же значение можно записать и в терминах констант Фавара (см. [11, §3.1]), определя-
емых по правилу

Kn =
4

π

∞
∑

ν=0

(−1)ν(n+1)

(2ν + 1)n+1
, n = 0, 1, . . . .

Таким образом,

An,∞ =
(π

2

)n
K

−1
n . (14)

Заметим, что константы Фавара довольно часто возникают в теории приближения, например,
при вычислении поперечников и получении точных оценок (см. [11; 12]) погрешности аппрок-
симации.

С другой стороны, в соответствии с [13, 5.2.4] эти же числовые ряды могут быть записаны
через числа Бернулли и Эйлера в виде

∞
∑

ν=0

1

(2ν + 1)2m
= (−1)m−1 π

2m(22m − 1)

2(2m)!
B2m = (−1)m

π

4

(π

2

)2m−1 E∗
2m−1

(2m− 1)!
,

∞
∑

ν=0

(−1)ν

(2ν + 1)2m+1
= (−1)m

π

4

(π

2

)2m E2m

(2m)!
.

Таким образом, получаем тождества, связывающие константы Фавара и числа Эйлера

Kn = (−1)[
n+1

2 ] 1

n!

(π

2

)n
En =

1

n!

(π

2

)n
|En|, n = 0, 1, . . . , (15)

которые убеждают нас в совпадении представлений для A0
n,∞ в (13) и для An,∞ в (14), т. е.

A0
n,∞ = An,∞.

Значение константы An,1 приведено в работе [5], но не вычислено явно. Значение этой
константы подсчитано в работах [14; 15], и это значение совпадает с A0

n,1.
Для проведения предельного перехода α → 0 для p = 2 в соответствии с (11) необходимо

вычислить предел величин S2n+1(α)/α. Учитывая определение функции Sn(t) и применяя
равенство (12) при x = 0 и h = 2α, для n ≥ 1 получаем

S2n+1(α)

α
=

22n−1

α2(2n+ 1)

[

E2n+1(2α) − E2n+1(0)
]

=
22n−1

α2(2n+ 1)

[

4α2n(2n+ 1)E2n−1(0) +O(α4)
]

= 4nE∗
2n−1 +O(α2).

Тогда

A0
n,2 = lim

α→0
Aα

n,2 = lim
α→0

[ |S2n+1(α)|

2α (2n)!

]−1/2
=

√

(2n− 1)!

|E∗
2n−1|

,

что опять-таки совпадает со значением An,2, вычисленным в [14–16].
Полученная равносильность как результат предельного перехода α → 0 подтверждает

связь и согласование задач и получаемых констант экстремальной функциональной интер-
поляции для просто интерполяции и интерполяции в среднем.
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5. Граничный случай α = 1/2

Другой предельный случай — это α = 1/2. В соответствии с определением чисел (8) при
α = 1/2 имеем

Sn = (−1)n
En

n
,

теперь равенства (9) и (10) в соответствии с тождествами (15) запишутся в виде

A
1/2
n,1 = n!

∣

∣En

∣

∣

−1
=

(π

2

)n
K

−1
n , (16)

A1/2
n,∞ = (n + 1)!

∣

∣En+1

∣

∣

−1
=

(π

2

)n+1
K

−1
n+1. (17)

Кроме того, при α = 1/2 имеем

S2n+1(α) = S2n+1 = −
E2n+1

2n+ 1
= −

E∗
2n+1

2n+ 1
,

следовательно,

A
1/2
n,2 =

√

(2n+ 1)!

|E∗
2n+1|

=
(π

2

)n+1/2
K

−1/2
2n+1. (18)

Таким образом, мы видим, что при α = 1/2 вычисленные константы экстремальной функ-
циональной интерполяции в среднем совпадают с константами просто экстремальной функ-
циональной интерполяции, но для случая n + 1. На самом деле это верно в общем случае, а
не только для значений p = 1, 2,∞.

Действительно, из двух промежутков [0, α] и [α, 1/2], на которых задается функция Sn(t),
один исчезает, и тогда

Sn(t) =
2n

n
En

(

t+
1

2

)

=
1

n
Q∗

n

(

t+
1

2

)

,

т. е. экстремальной функцией является та же функция с точностью до коэффициента, что и
для интерполяции, но на 1 большей степени и смещенная на половину интервала. Поскольку
смещение не влияет на норму, получаем

A1/2
n,p =

n!

21/p

∥

∥Q∗
n

∥

∥

−1

Lq[0,1/2]
=

n!

2n21/p
‖En‖

−1
Lq [0,1/2]

, (19)

что, как показано в работах [14;15], совпадает с An+1,p для случая интерполяции. Напомним,
что 1/p + 1/q = 1.

6. Промежуточный случай α = 1/6

Константы Aα
n,1, A

α
n,2 и Aα

n,∞, вообще говоря, можно при любом значении α ∈ (0, 1/2] вы-
разить через константы Фавара. Для этого нам достаточно уметь выразить значения Sn и
S2n+1(α) через объединенные числа Эйлера, и их простая связь (15) с константами Фавара
позволит получить желаемое выражение. А формула (12) нам всегда предоставляет такую
возможность. Но в общем случае выражения будут громоздкими, и мы не будем этого де-
лать. Предпочтительнее компактные представления через Sn и S2n+1(α), т. е. через значения
многочленов Эйлера в точках t = α, t = 1/2 − α или t = 2α.

Но есть один случай, когда формулы будут компактными. Достаточно простые выражения
будут при α = 1/6. В этом случае согласно [10, 24.4.30, 24.4.33] имеем

E2m−1

(1

3

)

=
1− 31−2m

22m
E∗

2m−1, E2m

(1

6

)

=
1 + 3−2m

22m+1
E2m,
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тогда числа нужной последовательности вычисляются как

Sn =
3−n + (−1)n

2n
· 3En,

а также

S2n+1

(1

6

)

=
6 · 22n−1

2n+ 1

[

E2n+1

(1

3

)

− E2n+1(0)
]

= −
1 + 3−2n−1

4(2n + 1)
· 3E∗

2n+1.

Следовательно,

A
1/6
n,1 =

2n!

3
[

1 + (−3)−n
]

|En|
,

A
1/6
n,2 =

[ 4 (2n + 1)!

3
[

1 + 3−2n−1
]

|E2n+1|

]1/2
,

A1/6
n,∞ =

2 (n + 1)!

3
[

1 + (−3)−n−1
]

|En+1|

или в терминах констант Фавара

A
1/6
n,1 =

(π

2

)n 2

3
[

1 + (−3)−n
]

Kn
,

A
1/6
n,2 =

(π

2

)n+1/2 2
(

3
[

1 + 3−2n−1
]

K2n+1

)1/2
,

A1/6
n,∞ =

(π

2

)n+1 2

3
[

1 + (−3)−n−1
]

Kn+1
.

7. Пересекающиеся интервалы усреднения

В 1996 году Ю.Н.Субботин [2] продолжил изучение задачи экстремальной функциональ-
ной интерполяции в среднем. Теперь он рассмотрел увеличенные интервалы усреднения, а имен-
но, α > 1/2. Результат сформулирован в следующем виде.

Теорема 4 (Ю.Н.Субботин). При 1/2 < α < 1 справедливо равенство

Aα
n,∞ = α

(π

2

)n+2 ∣
∣

∣
ϕn+1

(

α−
1 + (−1)n

4

)
∣

∣

∣

−1
,

где ϕn(t) — функция Фавара,

ϕn(t) =

∞
∑

ν=0

sin[(2ν + 1)πt− πn/2]

(2ν + 1)n+1
.

Формулировка этой теоремы также уточнена относительно оригинала [2], а именно, умень-
шено значение константы в 2 раза. Анализ доказательства теоремы, предложенного в [2], по-
казал, что все доказательные рассуждения и вычисления проводились с многочленами Q∗

n(t),
рассматриваемыми ранее, но вид константы Aα

n,∞ в формулировке теоремы записан через
функцию Фавара неточно: в п. 5) леммы 3 (с. 129) вместо

Q∗
n(t) = n! (2/π)n+1ϕn(t)

должно быть
Q∗

n(t) = 2n! (2/π)n+1ϕn(t). (20)
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Хорошо известно [8, 23.1.16], что при 0 ≤ t ≤ 1 функция Фавара ϕn(t) совпадает с точностью
до множителя с многочленом Эйлера En(t) степени n, а именно

ϕn(t) =
πn+1

4n!
En(t).

Ранее в (2) мы показали, что Q∗
n(t) = 2nEn(t), поэтому должно выполняться именно (20).

Еще одним подтверждением корректности наших действий должно стать совпадение зна-
чений констант Aα

n,∞ теорем 1 и 4 при α = 1/2. Для этого выразим константу теоремы 4 через
многочлен Эйлера

Aα
n,∞ = 2α (n+ 1)!

∣

∣

∣
2n+1En+1

(

α−
1 + (−1)n

4

)
∣

∣

∣

−1
.

Полагая при этом α = 1/2, получаем

A1/2
n,∞ = (n+ 1)!

∣

∣

∣
2n+1En+1

(1

2
−

1 + (−1)n

4

)∣

∣

∣

−1
= (n+ 1)!

∣

∣En+1

∣

∣

−1
=

(π

2

)n+1
K

−1
n+1,

что полностью совпадает с (17).
Заметим, что при 1/2 < α < 1 определение (4) функций Sn(t) становится некорректным,

поэтому рассмотрим другую последовательность функций S∗
n(t), определяемую аналогичным

образом

S∗
n(t) =

2n−2

nα







En(t+ α∗) + En(t+ 1− α∗), 0 ≤ t ≤ α∗,

En(t+ α∗)− En(t− α∗), α∗ ≤ t ≤ 1/2,
(21)

где α∗ = 1 − α ∈ (0, 1/2), т. е. в коэффициенте сохранен параметр α, а в аргументах и в
областях задания все вхождения параметра α заменены на значение α∗, симметричное отно-
сительно 1/2. Так же, как и в (5), если мы хотим подчеркнуть зависимость от параметра α,
то будем использовать запись

S∗
n(t) = S∗

n(t, α).

Тогда функции Sn(t) и S∗
n(t) связаны следующим образом:

αS∗
n(t, α) = α∗Sn(t, α

∗). (22)

Так как новые функции S∗
n(t) отличаются лишь параметром и коэффициентом от изучав-

шихся ранее Sn(t), то структура и свойства новых функций известны и не требуют отдельного
рассмотрения. Значит, экстремумы и нули также расположены на краях отрезка [0, 1/2]. По
аналогии определим последовательность чисел {S∗n}, состоящую из значений экстремумов,
следующим образом:

S
∗
n =



















S∗
2m(0) =

22m−2

mα
E2m(α∗) =

22m−2

mα
E2m(α), n = 2m,

S∗
2m+1

(1

2

)

= −
22m

(2m+ 1)α
E2m+1

(1

2
− α∗

)

= −
22m

(2m+ 1)α
E2m+1

(

α−
1

2

)

, n = 2m+ 1.

Именно через эти числа можно выразить значения функции Фавара, соответственно много-
членов Эйлера, участвующие в формулировке теоремы 4. Имеем

ϕn+1

(

α−
1 + (−1)n

4

)

=
πn+2

4 (n+ 1)!







E2m(α), n = 2m− 1,

E2m+1

(

α−
1

2

)

, n = 2m,

поэтому

ϕn+1

(

α−
1 + (−1)n

4

)

= (−1)n+1 πn+2

4 (n + 1)!

(n+ 1)α

2n
S
∗
n+1.
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Теперь можем переформулировать теорему 4.

Теорема 4′. Для всех 1/2 ≤ α < 1 справедливо равенство

Aα
n,∞ =

n!

|S∗n+1|
. (23)

Сравнивая формулы (10) и (23), замечаем, что при α = α∗ = 1/2 значения Sn и S
∗
n совпа-

дают, и опять убеждаемся в одинаковом значении констант Aα
n,∞.

Отметим, что при α = 1 получаем α∗ = 0 и S
∗
n = 0. Следовательно, при стремлении α → 1

величина Aα
n,∞ становится неограниченно большой, что полностью согласуется с теоремой 2

работы [2].
В 1997 году Ю.Н.Субботин [2] рассмотрел общий случай 1 < p < ∞ задачи экстремальной

функциональной интерполяции в среднем для 1/2 < α < 1, т. е. увеличенных интервалов
усреднения. Им доказан следующий результат.

Теорема 5 (Ю.Н.Субботин). При 1/2 < α < 1, 1 < p < ∞ и любом натуральном n
справедливо равенство

Aα
n,p = (n− 1)! 2−1/q

∥

∥S∗
n(t)

∥

∥

−1

Lq [0,1/2]
,

где 1/p + 1/q = 1, функция S∗
n(t) определяется равенством (21).

Утверждение теоремы 5 записано в наших терминах и откорректировано, как и в теореме 4.
Поскольку свойства экстремальной функции уже изучены, то мы готовы сравнить выра-

жения для констант Aα
n,p по формулам теорем 1 и 5 для граничного значения α = 1/2. Их

равенство сразу следует из соотношения (22), поскольку в граничном случае экстремальные
функции совпадают.

Для любого α ∈ (1/2, 1) симметричный параметр α∗ = 1 − α соответствует случаю теоре-
мы 1. Между константами Aα

n,p и A1−α
n,p , задаваемыми теоремами 5 и 1 соответственно, суще-

ствует простая связь, вытекающая из соотношения (22), которую можно сформулировать в
виде утверждения.

Теорема 6. Для любых α ∈ (1/2, 1) и 1 < p ≤ ∞ имеет место равенство

Aα
n,p =

1− α

α
A1−α

n,p .

Заметим, что все случаи явного вычисления констант при 0 < α ≤ 1/2 сразу же переносятся
на рассматриваемый случай.

Выражаю огромную благодарность С.И.Новикову, прочитавшему первоначальный вари-
ант рукописи, за множество полезных советов и рекомендаций, способствовавших улучшению
статьи.
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