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Введение

Задача о наилучшем приближении неограниченного линейного оператора линейными огра-
ниченными операторами на классе элементов банахова пространства занимает важное место
в исследованиях С.Б.Стечкина, его учеников и ряда других математиков. Впервые она по-
явилась (неявно) в статье С.Б.Стечкина [1] 1965 года; его работа [2] 1967 года содержала
постановку задачи, общие принципиальные результаты и решение задачи для операторов диф-
ференцирования малого порядка в равномерной норме на прямой и полупрямой; обе статьи
можно найти в [3].

Задача Стечкина тесно связана с теорией некорректных задач, а именно, с задачей об опти-
мальной регуляризации вычисления значений неограниченного оператора на элементах класса
(класса корректности), заданных с известной ошибкой (погрешностью), см., в частности, [4–6].
Важным стимулом ее исследования явилась ее связь с точными неравенствами между нормами
производных дифференцируемых функций (неравенствами Колмогорова), см. обзорные ста-
тьи [5–7], монографию [8] и приведенную в них библиографию. Впрочем, эти вопросы будут
обсуждаться в данной статье ниже.

За прошедшее время выяснена связь задачи Стечкина с несколькими экстремальными за-
дачами. Установлены соотношения (в ряде случаев двойственные) между модулем непрерыв-
ности линейного неограниченного оператора на классе элементов пространства, наилучшим
приближением такого оператора линейными ограниченными операторами и некорректной за-
дачей оптимального восстановления значений оператора на элементах класса в предположе-
нии, что эти элементы заданы неточно (с известной погрешностью), а также между первыми
двумя задачами и приближением одного класса элементов другим. Дано решение задачи для
конкретных операторов в классических функциональных пространствах. При этом наиболее
полно исследовано наилучшее приближение операторов дифференцирования порядка k на
классе n раз дифференцируемых функций (0 ≤ k < n) в пространствах Lγ = Lγ(I) на чис-
ловой оси I = (−∞,∞) и полуоси I = [0,∞). На этом пути найдены наилучшие константы в
неравенствах Колмогорова в ряде новых случаев. Точные формулировки результатов и даль-
нейшие ссылки можно найти в [5;6]. Для функций многих переменных перечисленные задачи
исследованы существенно хуже, однако, и здесь имеется ряд точных, интересных результатов,
см. разд. 6 ниже.

В последние несколько десятков лет все эти задачи интенсивно изучаются еще в одном
разделе теории функций: оптимальное восстановление аналитических в области функций по
их приближенно заданным значениям на части границы области; соответствующая задача
Стечкина о наилучшем приближении оператора, который ставит значениям функции на ча-
сти границы ее значения на подмножестве области; модуль непрерывности такого оператора.
Этому будет посвящена последняя часть нашей статьи.

В данной статье обсуждаются задача Стечкина о наилучшем приближении линейного
неограниченного оператора линейными ограниченными операторами и родственные ей экс-
тремальные задачи. Наибольшее внимание уделено приближению операторов дифференциро-
вания в пространствах Лебега на оси и оператору продолжения аналитической функции в об-
ласть с части границы области. Эта обзорная статья написана по материалам доклада авторов
14 сентября 2020 года на X Интернет-видеоконференции “День математика и механика” четы-
рех институтов РАН: Институт математики и механики им.Н.Н. Красовского УрО РАН, Ин-
ститут математики им.С.Л.Соболева СО РАН, Математический институт им.В.А.Стеклова,
Санкт-Петербургское отделение Математического института им.В.А.Стеклова. Сообщение
авторов было посвящено 100-летию со дня рождения С.Б.Стечкина. Задача о наилучшем
приближении линейного неограниченного оператора ограниченными — одна из составляющих
его наследия. Мы старались хотя бы частично отразить появившиеся в этой тематике новые
результаты, методы и новые постановки после выхода обзорных статей [5;6]. По этой тематике
материала очень много, и его отбор для доклада и статьи — ответственность авторов.
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1. Задача Стечкина о наилучшем приближении неограниченного

линейного оператора линейными ограниченными операторами

на некотором классе элементов

1.1. Постановка задачи Стечкина

Введем следующие обозначения: X,Y — два банаховых пространства; A — линейный
неограниченный оператор из X в Y ; D(A) — область определения оператора A; Q ⊂ D(A) —
класс элементов из D(A); B = B(X,Y ) — множество всех линейных ограниченных операто-
ров T из X в Y ; B(N) = B(X,Y ;N) = {T ∈ B(X,Y ) : ‖T‖X→Y ≤ N}, N > 0.

Для оператора T ∈ B(X,Y )

U(T ) = sup{‖Ax− Tx‖Y : x ∈ Q}

есть уклонение оператора T от оператора A на классе Q; величина же

E(N) = inf{U(T ) : T ∈ B(X,Y ;N)} (1.1)

есть наилучшее приближение оператора A на классе Q линейными ограниченными операто-
рами (с нормой, не превосходящей числа N).

Задача Стечкина состоит в исследовании следующих вопросов: условия конечности вели-
чины (1.1), порядок поведения по N при N → ∞, оценки, точное значение; существование,
единственность экстремального оператора, на котором достигается нижняя грань в (1.1); связь
задачи с другими экстремальными задачами.

1.2. Оценка Стечкина величины наилучшего приближения оператора

через его модуль непрерывности

Каждую из двух функций переменного δ ∈ [0,∞)

Ω(δ) = sup{‖Ax1 −Ax2‖Y : x1, x2 ∈ Q, ‖x1 − x2‖X ≤ δ}, (1.2)

ω(δ) = sup{‖Ax‖Y : x ∈ Q, ‖x‖X ≤ δ} (1.3)

называют модулем непрерывности оператора A на классе Q. Если класс Q есть центрально
симметричное и выпуклое множество, то эти характеристики связаны формулой [4]

Ω(2δ) = 2ω(δ), δ ≥ 0.

Следующая теорема С.Б.Стечкина [2] дает простую, но часто используемую и эффек-
тивную оценку снизу величины наилучшего приближения (1.1) оператора через его модуль
непрерывности (1.3). Положим

R(N) = R(N,Q) = sup{ω(δ) −Nδ : δ ≥ 0} = sup{‖Ax‖Y −N ‖x‖X : x ∈ Q},

ℓ(δ) = inf{E(N) +Nδ : N ≥ 0}.

Теорема 1. Если A — однородный (в частности, линейный) оператор, Q — центрально

симметричное выпуклое множество из области определения оператора A, то имеют место

неравенства

E(N) ≥ R(N), N ≥ 0, (1.4)

ω(δ) ≤ ℓ(δ), δ ≥ 0. (1.5)
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Вопрос о том, при каких условиях неравенства (1.4), (1.5) обращаются в равенства, являет-
ся важным и до сих пор нерешенным; наличие равенства в (1.4), (1.5) существенно облегчает
решение обеих задач: задачи Стечкина (1.1) и вычисления модуля непрерывности операто-
ра (1.3). Известно [9], что для функционалов оба эти неравенства обращаются в равенство.
В общем случае равенства в (1.4), (1.5) не имеют места.

Может случиться, что при любом δ > 0 величина ω(δ) конечна, а величина E(N) не являет-
ся конечной для всех N > 0. Возможно также, что все рассматриваемые величины конечны, но
неравенства (1.4), (1.5) являются строгими. Эта ситуация имеет место уже для приближения
операторов дифференцирования в пространствах Lp(−∞,∞) и будет обсуждаться ниже.

2. Наилучшее приближение оператора дифференцирования

в пространствах Лебега на оси и полуоси

2.1. Обозначения

В данном разделе используются стандартные обозначения следующих классических ком-
плексных пространств комплекснозначных, измеримых на числовой прямой функций на оси
I = (−∞,∞) и полуоси I = [0,∞). При 1 ≤ γ < ∞ через Lγ = Lγ(I) обозначается простран-
ство измеримых на I функций f таких, что функция |f |γ суммируема на оси; это пространство
наделено нормой

‖f‖γ = ‖f‖Lγ =

(∫
|f(t)|γdt

)1/γ

;

здесь и ниже в интегралах по I множество интегрирования не указано. Пространство L1 часто
обозначается коротко через L. Символами L∞ = L∞(I) обозначается пространство измеримых
существенно ограниченных функций на оси; оно наделено нормой

‖f‖∞ = ‖f‖L∞
= ess sup{|f(t)| : t ∈ I}.

Это пространство содержит пространство C = C(I) непрерывных ограниченных функций на
оси, наделенное равномерной нормой

‖f‖C = sup{|f(t)| : t ∈ I}.

В свою очередь, C = C(I) содержит подпространство C0 = C0(I) функций, имеющих нулевой
предел на бесконечности. Для единообразия записи ниже в некоторых ситуациях под L∞ будет
пониматься пространство C или даже пространство C0; эти ситуации будут оговариваться
особо.

2.2. Постановка задачи. Связь с неравенством Колмогорова

К настоящему времени наиболее полно исследовано наилучшее приближение операторов
дифференцирования Dk порядка k на классе n раз дифференцируемых функций (0 ≤ k < n)
в пространствах Лебега Lγ = Lγ(I) на числовой оси I = (−∞,∞) и полуоси I = [0,∞).

Пусть p, q, r — вещественные параметры, удовлетворяющие ограничениям 1 ≤ p, q, r ≤ ∞.
Для целого n ≥ 1 определим пространство W n

r,p = W n
r,p(I) функций f ∈ Lr, которые n− 1 раз

непрерывно дифференцируемы на I, производная f (n−1) порядка n − 1 локально абсолютно
непрерывна, а f (n) ∈ Lp. В пространстве W n

r,p выделим класс

Q = Qn
r,p = {f ∈ Lr : f

(n) ∈ Lp, ‖f (n)‖Lp ≤ 1}. (2.1)

Рассмотрим задачу Стечкина о наилучшем приближении в пространстве Lq(I) операторов
дифференцирования Dk порядка k на классе (2.1):

E(N) = En,k(N) = inf{U(T ) : ‖T‖Lr→Lq ≤ N}, (2.2)
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U(T ) = sup{‖f (k) − Tf‖Lq : f ∈ Qn
r,p}.

Этот вариант задачи Стечкина исследовали многие математики: С.Б.Стечкин,
Л.В.Тайков, Ю.Н.Субботин, В.Н. Габушин, В.И.Бердышев; В.М.Тихомиров и его учени-
ки: А.П.Буслаев, Г. Г.Магарил-Ильяев; В.Ф.Бабенко, его коллеги и ученики; В.В.Арестов,
М.А.Филатова, Е. Е.Бердышева, А.А.Кошелев и многие другие.

Модуль непрерывности операторов дифференцирования Dk на классе (2.1)

ω(δ) = sup{‖f (k)‖Lq : ‖f‖Lr ≤ δ, ‖f (n)‖Lp ≤ 1}

является однородной функцией от параметра δ, а именно (за исключением некоторых, вырож-
денных случаев) имеет место формула (см., например, [6])

ω(δ) = Kδα, K = ω(1),

α = (n− k − 1/p + 1/q)/(n − 1/p+ 1/r).

Нетрудно понять, что K = ω(1) есть наименьшая возможная (наилучшая) константа в нера-
венстве (Колмогорова) между нормами производных дифференцируемых функций

‖f (k)‖Lq ≤ K‖f‖αLr
‖f (n)‖1−α

Lp
. (2.3)

Результат С.Б.Стечкина (1.4) в данном случае принимает вид

E(N) ≥ βαα/βK1/βN−α/β , β = 1− α. (2.4)

Неравенство (2.3) впервые появилось в работе Харди и Литтлвуда ([10], 1912); они показа-
ли, что в равномерной норме на оси (т. е. в C(−∞,∞)) при всех k, n (1 ≤ k < n) имеет место
неравенство

‖f (k)‖C ≤ Cn,k‖f‖(n−k)/n
C ‖f‖k/nL∞

, f ∈W n
∞,∞, (2.5)

с некоторой конечной константой. Первые точные неравенства были получены Ландау ([11],
1913) и Адамаром ([12], 1914) при n = 2, k = 1 в равномерной норме соответственно на полуоси
и оси. Для n = 3, 4 при всех 1 ≤ k < n и n = 5, k = 2 точное неравенство (2.5) на оси получил
Г.Е.Шилов ([13], 1937). А.Н.Колмогоров ([14], 1939) нашел точную константу в неравенстве
(2.5) для всех k, n (1 ≤ k < n); экстремальной в этом неравенстве является известная функция
Фавара— Ахиезера— Крейна (сплайн Эйлера порядка n)

fn(t) =
4

π

∞∑

ℓ=0

sin ((2ℓ+ 1)t− nπ/2)

(2ℓ+ 1)n+1
, t ∈ R. (2.6)

Более полную информацию о случаях точного неравенства (2.3) можно найти в [6;8]. Нера-
венство (2.3) не всегда существует, т. е. константа K в неравенстве (2.3) не всегда конечная.
В.Н. Габушин ([15], 1967) доказал, что необходимым и достаточным условием конечности кон-
станты K в (2.3) является выполнение неравенства

n− k

r
+
k

p
≥ n

q
. (2.7)

А.П.Буслаев, Г. Г.Магарил-Ильяев, В.М.Тихомиров ([16], 1982) доказали, что если в (2.7)
выполняется строгое неравенство, то в (2.3) существует экстремальная функция. В случае,
когда (2.7) обращается в равенство на оси, вероятно, “вырожденной” экстремальной функцией
будет периодическая функция; при n = 2 этот факт нетрудно обосновать.
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2.3. Приближение операторов дифференцирования

Первые точные результаты в задаче приближения операторов дифференцирования (2.2)
получил С.Б.Стечкин [1; 2]. Он нашел решение задачи (2.2) в равномерной норме (p = q =
r = ∞) на оси I = (−∞,∞) и полуоси I = [0,∞) при n = 2, n = 3, 1 ≤ k < n. Он доказал, что
экстремальными на оси являются классические (конечноразностные) операторы T h

n,k:

(T h
2,1x)(t) = (T h

3,1x)(t) =
x(t+ h)− x(t− h)

2h
, N = h−1, (2.8)

(T h
3,2x)(t) =

x(t+ h)− 2x(t) + x(t− h)

h2
, N =

4

h2
;

в случае же полуоси I = [0,∞) экстремальными являются операторы

(Sh
2,1x)(t) =

x(t+ h)− x(t)

h
, N = 2h−1,

(Sh
3,1x)(t) =

−8x(t) + 9x(t+ h)− x(t+ 3h)

6h
, N =

3

h
,

(Sh
3,2x)(t) =

2x(t)− 3x(t+ h) + x(t+ 3h)

3h2
, N =

2

h2
.

Все эти операторы являются классическими конечноразностными операторами; заслуга
С.Б.Стечкина состоит в том, что он доказал их экстремальность.

При n = 4, 5 решение этого случая задачи (2.2) на оси нашел В.В.Арестов ([17], 1967), а
при произвольном n ≥ 6 — А.П.Буслаев ([18], 1981). При n ≥ 4 экстремальные операторы
бесконечноразностные с равномерными узлами.

Решение задачи Стечкина (2.2) на полуоси в равномерной норме при n ≥ 4 на данный
момент неизвестно. Впрочем, результаты и методы, приведенные в работе В. Г.Тимофеева [19],
по нашему мнению, позволят выписать решение для n = 4, 1 ≤ k ≤ 3.

Известные авторам случаи точного решения задачи (2.2) сведены в следующую таблицу.

n k q r p Авторы

I = (−∞,∞)

2, 3 1 ≤ k < n ∞ ∞ ∞ С.Б.Стечкин [1; 2] (1965–1967)

4, 5 1 ≤ k < n ∞ ∞ ∞ В.В.Арестов [17] (1967)

произвольное 1 ≤ k < n ∞ ∞ ∞ А.П.Буслаев [18] (1981)

произвольное 1 ≤ k < n 2 2 2 Ю.Н.Субботин, Л.В.Тайков [20] (1968)

произвольное 0 ≤ k < n ∞ 2 2 Л.В.Тайков [21] (1968)

2, 3 1 ≤ k < n ∞ ∞ ≥ 1 В.В.Арестов [22] (1972)

произвольное 1 ≤ k < n 2 2 1 В.В.Арестов [23] (1975)

произвольное 1 ≤ k < n 1 1 1 В.В.Арестов [24] (1969)

I = [0,∞)

2, 3 1 ≤ k < n ∞ ∞ ∞ С.Б.Стечкин [1; 2] (1965–1967)

2, 3 1 ≤ k < n ∞ ∞ ≥ 1 В.В.Арестов [22] (1972)

2 1 1 1 1 В.И.Бердышев [25] (1971)

произвольное 0 ≤ k < n ∞ 2 2 В.Н. Габушин [26] (1969)
2 1 2 2 2 В.В.Арестов, М.А.Филатова [27] (2014)

Практически во всех перечисленных случаях для решения задачи (2.2) использовалось
неравенство С.Б.Стечкина (2.4). Более того, это неравенство обратилось в равенство (в такой
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ситуации говорят, что задачи Стечкина и Колмогорова согласованы). В некоторых из этих
случаев соответствующее точное неравенство (2.3) было известно ранее, в других же одновре-
менно была найдена наименьшая константа K в (2.3). При q = p = 2, r = 1 на оси задача Стеч-
кина и неравенство Колмогорова оказались несогласованными, т. е. неравенство (2.4) является
строгим, в этом случае для решения задачи Стечкина (2.2) использовались [23] соображения
инвариантности задачи относительно сдвига.

Метод решения задачи и характер решения, в частности, вид экстремального оператора
зависят от параметров задачи p, q, r, n, k, I. Опишем результат на полуоси для n = 2, k = 1,
p = q = r = 2. Соответствующее точное неравенство

‖f ′‖L2 ≤
√

2 ‖f‖L2 ‖f ′′‖L2 , f ∈W 2
2,2(0,∞), (2.9)

между нормами производных доказано, и даже несколькими методами, в монографии [28,
гл.VII, § 7.8], вышедшей в оригинале в 1932 г.

Решение задачи Стечкина в этом случае получили М.А.Филатова и В.В.Арестов ([27],
2014). Задача Стечкина и неравенство (2.9) оказались согласованными. Экстремальный опе-
ратор строится следующим образом. Для f ∈ L2(0,∞) рассматривается дифференциальная
задача

y′′′ − 2

3
y′′ − 2

3
y′ + y = f,

y ∈ L2(0,∞), y′′(0) = 0.

Для любой функции f ∈ L2(0,∞) эта задача имеет единственное решение y ∈ L2(0,∞). Ап-
проксимирующий оператор T :

Tf = y′ − 1

3
y′′ − 1

3
y′′′, f ∈ L2(0,∞).

Отметим без обсуждения еще результат В.И.Бердышева [25] на полуоси в пространстве
L(0,∞), т. е. при p = q = r = 1 для n = 2, k = 1. Вид экстремального оператора и обоснование
его экстремальности весьма оригинальные.

Величина En,k(N) не всегда конечна. Необходимое и достаточное условие ее конечности
получил В.Н. Габушин ([29], 1972). Это условие состоит в том, что

q ≥ r, q ≥ p. (2.10)

Условия (2.10), (2.7) конечности величины En,k(N), N > 0, и константы K в неравенстве
Колмогорова (2.3) различны. Важным и до сих пор нерешенным является вопрос о том, ко-
гда (при выполнении условия (2.10), обеспечивающего конечность обеих величин E(N) и K)
неравенство (2.4) обращается в равенство, т. е. задачи Стечкина и Колмогорова согласованы.
В большинстве случаев для конкретных значений параметров, при которых была исследована
задача (2.2), задачи Стечкина и Колмогорова оказались согласованными. В следующей теоре-
ме В.В.Арестова ([30], 1992) приведены значения параметров, при которых задачи заведомо
не согласованы.

Теорема 2. В следующих трех случаях:

1) q = r = 2, 1 ≤ p < 2, 0 < k < n,

2) q = p = 2, 1 ≤ r < 2, 0 ≤ k < n,

3) r = 1, 1 ≤ q <∞, 1 < p ≤ ∞, 0 ≤ k < n,

неравенство (2.4) является строгим.
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3. Связь задачи Стечкина с некорректной задачей

восстановления значений неограниченного оператора

Некоторые задачи вычислительной математики, теории функций, других разделов мате-
матики являются некорректными задачами восстановления значений оператора A на элемен-
тах класса Q, лежащего в области определения D(A) оператора A, в предположении, что
элементы класса Q заданы с известной погрешностью; восстановление осуществляется с по-
мощью некоторого множества R операторов (однозначных отображений) пространства X в Y.
В качестве R, как правило, берется одно из следующих множеств отображений: множество
O = O(X,Y ) всех отображений пространства X в пространство Y , множество L = L(X,Y )
линейных операторов из X в Y, множество B = B(X,Y ) линейных ограниченных операто-
ров из X в Y. В дальнейшем через δ будем обозначать неотрицательный параметр, характе-
ризующий погрешность в задании элементов класса Q. Для числа δ ≥ 0 и оператора T ∈ R
полагаем

Uδ(T ) = Uδ(T ;A,Q) = sup{‖Ax− Tη‖Y : x ∈ Q, η ∈ X, ‖x− η‖X ≤ δ}. (3.1)

Тогда
Eδ(R) = Eδ(R;A,Q) = inf{Uδ(T ) : T ∈ R} (3.2)

есть величина наилучшего восстановления (наименьшая погрешность восстановления) опера-
тора A с помощью множества отображений (методов восстановления) R на элементах клас-
са Q, заданных с известной погрешностью δ.

Оценку снизу величин (3.1) и (3.2) дает модуль непрерывности (1.2), (1.3) оператора A на
классе Q. А именно, довольно давно известно, что

ω(δ) ≤ Eδ(O) ≤ 2ω(δ).

Следующее утверждение в той или иной степени общности приводилось, начиная с 1965 г., в
ряде сообщений С.Б.Стечкина на научных семинарах и конференциях; доказательство можно
найти, например, в [31]. Это утверждение показывает, что не только задачи (3.2), (1.3), но и
задача (1.1) взаимосвязаны.

Теорема 3. Если A — однородный оператор, Q — центрально симметричное выпуклое

множество, то при любом δ > 0

ω(δ) ≤ Eδ(O) ≤ Eδ(B) = Eδ(L) ≤ ℓ(δ), (3.3)

ℓ(δ) = inf{E(N) +Nδ : N ≥ 0}.

Для линейных функционалов все неравенства (3.3) обращаются в равенства [9; 32].

4. Приближение инвариантных операторов

4.1. Некоторые дополнительные обозначения

Обозначим через V = V (−∞,∞) пространство (комплексных) ограниченных борелевских
мер на оси (−∞,∞). Это пространство можно отождествлять с множеством (комплексных)
функций µ ограниченной вариации на (−∞,∞), значения которых в точках разрыва заклю-
чены между пределами справа и слева, а точнее, значения вещественной и мнимой частей
которых в точках разрыва заключены между пределами справа и слева. Норма в простран-
стве V есть полная вариация

∨
µ =

∨∞
−∞ µ меры (функции) µ ∈ V.

Рассматриваемые нами пространства функций (Lγ , C, C0, V ) на оси и их нормы инвари-
антны относительно группы сдвигов {τh : h ∈ R}, определенных формулой (τhf)(t) = f(t− h),
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t ∈ R, и родственного семейства операторов {σh : h ∈ R}, заданных формулой (σhf)(t) =
f(h − t), t ∈ R. Операторы этих двух семейств связаны соотношением σh = τhσ0, где σ0 —
оператор смены знака аргумента функции: (σ0f)(t) = f(−t), t ∈ R.

Прямое и обратное преобразования Фурье функций, по крайней мере, из пространства L
определим соответственно формулами

f̂ (t) =

∫
e−2πtηif(η) dη; f

∧

(t) =

∫
e2πtηif(η) dη.

Свойства преобразования Фурье (и его обратного) можно найти в [33, гл. I, §§ 1, 2].
Пусть S есть (топологическое векторное) пространство бесконечно дифференцируемых

функций на R, быстро убывающих на бесконечности вместе со всеми своими производными,
а S ′ — соответствующее двойственное пространство обобщенных функций (см., например,
[33, гл. I, § 3]). Значение функционала θ ∈ S ′ на функции φ ∈ S будем обозначать 〈θ, φ〉.

4.2. Инвариантность относительно сдвига задачи Стечкина

Если оператор A и класс Q инвариантны относительно некоторого семейства преобразо-
ваний, то (при определенных дополнительных условиях) в (1.1) и (3.2) можно ограничиться
инвариантными аппроксимирующими операторами T, что в ряде случаях существенно облег-
чает решение задач. Такая идея известна, она применялась и ранее, в частности, в задачах
приближения классов функций, инвариантных относительно сдвига, с помощью линейных ме-
тодов; для обоснования применяется конструкция некоторого усреднения (см. [34, гл. 10; 35,
гл. 3]).

Эти соображения можно применить в исследовании задачи Стечкина в довольно общей
ситуации [36]. Но особенно полезными они оказались для изучения задачи наилучшего при-
ближения в пространствах Lγ(R

m), 1 ≤ γ ≤ ∞, неограниченных операторов, инвариантных
относительно (любого) сдвига, каковыми являются, в частности, дифференциальные операто-
ры с постоянными коэффициентами [23;30; 36–39].

Рассмотрим более подробно наилучшее приближение оператора дифференцирования A =
Dk = dk/dtk в пространстве Lq = Lq(−∞,∞) на числовой прямой множеством B(Lr, Ls;N)
линейных ограниченных операторов из Lr в Ls на классе

Qn
r,p = {f ∈ Lr : f

(n) ∈ Lp, ‖f (n)‖p ≤ 1}.

Задача Стечкина

E(N) = En,k(N) = En,k(N ; r, s; p, q) = inf{U(T ) : T ∈ B(Lr, Ls;N)}, (4.1)

U(T ) = sup{‖f (k) − Tx‖q : f ∈ Qn
r,p}.

Отметим, что в (4.1) в сравнении с (2.2) не предполагается, что s = q.
За исключением некоторых вырожденных значений параметров можно утверждать [23,

§ 5], что En,k(N), N > 0, конечна тогда и только тогда, когда

s ≥ r, q ≥ p,

и, если k + 1/r − 1/s > 0, то имеет место формула

En,k(N) = N−γEn,k(1), γ =
n− k + 1/q − 1/p

k + 1/r − 1/s
.

К тому же, в [23, теорема 1] доказано, что в задаче (4.1), по крайней мере, на множе-
стве Qn

r,p ∩ S можно ограничиться множеством T (Lr, Ls) линейных ограниченных операто-
ров из Lr в Ls, инвариантных относительно сдвига.
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4.3. Пространство мультипликаторов и ему преддуальное

Свойства ограниченных операторов из Lr в Ls, инвариантных относительно сдвига, можно
найти, например, в монографиях [40;41]. Известно, что если s < r, то T (Lr, Ls) состоит только
из нулевого оператора. При s ≥ r оператор T ∈ T (Lr, Ls), по крайней мере, на множестве S

имеет вид свертки Tf = θ ∗ f с некоторым элементом θ = θT ∈ S ′, см., например, [40,
теорема 1.2]. Множество Mr,s = M(r, s) таких обобщенных функций θT является банаховым
пространством относительно нормы ‖θT ‖M(r,s) = ‖T‖Lr→Ls . Пространства M(r, s), называемые
пространствами мультипликаторов, довольно хорошо изучены (см. монографии [33; 40; 41]).
В частности, в некоторых случаях известно описание множества M(r, s); см., например, [40,
гл. I; 33, гл. 1, § 3; 41, гл. 4]. Так, известно, что

M(2, 2) = L∞

∧

= {θ ∈ S
′ : θ

∧

∈ L∞}, (4.2)

M(r,∞) = Lr′ , 1 ≤ r <∞, 1/r + 1/r′ = 1; M(∞,∞) =M(1, 1) = V. (4.3)

Утверждения (4.2) и (4.3) имеют место вместе с соответствующими равенствами для норм

элементов; так ‖θ‖M(2,2) = ‖θ

∧

‖L∞
для θ ∈M(2, 2).

Пространство мультипликаторов M(r, s), 1 ≤ r ≤ s ≤ ∞, является сопряженным для
некоего функционального пространства L(r, s):

(L(r, s))∗ =M(r, s),

которое естественно называть преддуальным для M(r, s). Этот факт доказал А. Фига-Тала-
манка ([42], 1965–1967).

В.В.Арестов использует другую конструкцию преддуального пространства [43].
При 1 ≤ r ≤ s ≤ ∞ определим на множестве S функционал

‖φ‖r,s = sup{|〈θ, φ〉| : θ ∈M(r, s), ‖θ‖ ≤ 1}, φ ∈ S ,

который, как нетрудно понять, является на S нормой. Обозначим через L(r, s) пополнение S

относительно этой нормы. Пространство L(r, s) является преддуальным для M(r, s).
Пространство L(r, s) вложено [23;30] в Lω, 1/ω = 1/r−1/s. Если s = ∞, то из (4.3) следует,

что
L(∞,∞) = C0, L(r,∞) = Lr при 1 ≤ r <∞

вместе с равенствами норм элементов. Помимо того, как следствие (4.2) имеем

L(2, 2) = L1

∧

= {f ∈ C0 : f
∧

∈ L1},

причем ‖f‖2,2 = ‖f
∧

‖L1
, f ∈ L(2, 2).

Как хорошо известно, имеют место вложения

M(2, 2) ⊂M(r, r) ⊂M(∞,∞), 1 ≤ r ≤ ∞.

Поэтому имеют место вложения

L(∞,∞) ⊂ L(r, r) ⊂ L(2, 2), 1 ≤ r ≤ ∞. (4.4)

Пусть K есть наилучшая константа в неравенстве

‖f (k)‖C ≤ K‖f‖αr,s‖f (n)‖1−α
p,q , (4.5)

α =
n− k + 1/q − 1/p

n+ 1/q − 1/p + 1/r − 1/s
, β = 1− α.

Как частный случай результата [30, теорема 3] справедливо такое утверждение.
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Теорема 4. Если s ≥ r ≥ 1, q ≥ p > 1, причем s > r при k = 0, то для любого значения

N > 0

En,k(N) = βαα/βK1/βN−α/β, (4.6)

где K — наименьшая константа в (4.5).

Таким образом, величина En,k(N) выражается через наименьшую константу в неравен-
стве (4.5) и к тому же при q = s в силу (2.4) оценивает сверху наилучшую константу в нера-
венстве Колмогорова (2.3).

4.4. Частный случай

При определенных условиях на параметры удается найти решение всех задач в (4.6). Об-
судим случай [44]

p = q = ∞, 1 ≤ s = r ≤ ∞. (4.7)

В этом случае неравенство (4.5) имеет вид

‖f (k)‖C ≤ Kn,k(r)‖f‖(n−k)/n
r,r

(
‖f (n)‖L∞

)k/n
. (4.8)

При s = r = ∞ это есть классический вариант (2.5) неравенства (2.3) между нормами произ-
водных.

Вложения (4.4) влекут, в частности, неравенство

Kn,k(r) ≤ Kn,k(∞) = Cn,k, 1 ≤ r ≤ ∞, (4.9)

где Cn,k — константа в неравенстве (2.5).

Для нечетных n ≥ 3 в (4.9) имеет место равенство [44].

Для четных n ≥ 2 это, вообще говоря, уже не так. Неравенство (4.9) строгое, по крайней
мере, при n = 2 (k = 1), r = 2 [45]. В случае r = 2 неравенство (4.8) принимает вид

‖f (k)‖C ≤ Kn,k(2)‖f̂ ‖(n−k)/n
L

(
‖f (n)‖L∞

)k/n
. (4.10)

Так, при n = 2, k = 1

K2,1(2) =
π

2

( 4

π

∞∑

ℓ=0

1

(2ℓ+ 1)3

)−1/2
< K2,1(∞) =

√
2.

Что будет для четных n ≥ 4, пока неизвестно.

Соответствующие значениям параметров (4.7) задачу Стечкина и величину наилучше-
го приближения (4.1) обозначим символом En,k(N ;Lr). Как показано в [44], для нечетных
n ≥ 3 задача En,k(N ;Lr) не зависит от r. В частности, экстремальные операторы, полученные
С.Б.Стечкиным (n = 2, 3), В.В.Арестовым (n = 4, 5) и А.П.Буслаевым (n ≥ 6) в cлучае
r = ∞, являются экстремальными при всех r, 1 ≤ r ≤ ∞.

Для четных значений n ситуация иная. По крайней мере при n = 2 (k = 1), r = 2, в
отличие от оператора (2.8), экстремальный оператор будет иметь вид свертки с сингулярным
ядром [45].

5. Оптимальное дифференцирование функций

при известном с погрешностью преобразовании Фурье

При n ≥ 1 рассмотрим пространство Y n = L̂∩W n
∞,∞ функций f , преобразование Фурье ко-

торых суммируемо, которые являются непрерывно дифференцируемыми n−1 раз на (−∞,∞)
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и, более того, производная f (n−1) порядка n − 1 которых локально абсолютно непрерывна на
оси и f (n) ∈ L∞. В пространстве Y n выделим класс Qn = {f ∈ Y n : ‖f (n)‖L∞

≤ 1}.
Пусть O = O(V,C) есть множество всех (однозначных) отображений пространства V функ-

ций ограниченной вариации в пространство C непрерывных ограниченных функций. Для отоб-
ражения T ∈ O и параметра δ > 0 положим

R(T ) = Rδ
n,k(T ) = sup

{
‖f (k) − Tg‖C : f ∈ Qn, g ∈ L, ‖g − f̂‖L ≤ δ

}
. (5.1)

В данном случае априорная информация относительно функции состоит в том, что f ∈ Qn.
Функция f известна неточно. А именно, спектральная функция f̂ функции f известна с из-
вестной погрешностью в пространстве L = L(−∞,∞).

Наименьшее значение

̺n,k(δ) = inf{R(T ) : T ∈ O(V,C)} (5.2)

величины (5.1) по всем отображениям T ∈ O есть наименьшая погрешность восстановления
оператора дифференцирования Dk = dk/dtk на функциях класса Qn, преобразование Фурье
которых задано с погрешностью δ в пространстве L.

Задача (5.2) в определенном смысле соответствует неравенству (4.10).

В [46] приведено решение задачи (5.2) в следующих случаях: n ≥ 3 нечетное, n = 2; при
четном n ≥ 4 точного решения нет, даны хорошие оценки.

6. Приближение операторов дифференцирования

на классах функций многих переменных

Задача Стечкина о наилучшем приближении операторов дифференцирования ограничен-
ными операторами на классах функций многих переменных решена лишь в некоторых случа-
ях. Здесь будут приведены наиболее интересные из них.

Пусть W =W
(n1,n2)
∞ =W

(n1,n2)
∞ (R2) для натуральных n1, n2 есть множество вещественных

функций f(t) = f(t1, t2) двух переменных t = (t1, t2), непрерывных и ограниченных на R
2, т. е.

принадлежащих пространству C = C(R2), со следующими свойствами. Частная производная
f (n1−1,0)(t1, t2) функции f ∈W существует, локально абсолютно непрерывна по переменному t1
на R почти для всех t2 ∈ R, и производная f (n1,0)(t1, t2) существенно ограничена на R

2, т. е.
принадлежит пространству L∞ = L∞(R2). Аналогично, частная производная f (0,n2−1)(t1, t2)
функции f ∈ W локально абсолютно непрерывна по переменному t2 на R почти для всех
t1 ∈ R, и производная f (0,n2) принадлежит пространству L∞(R2).

Условимся в этом разделе использовать одно и то же обозначение ‖g‖ для равномерной
нормы ‖g‖C(R2) функции g ∈ C(R2) и L∞-нормы функции g ∈ L∞(R2).

Известно (см., например, [47, гл. 3, § 3.5, п. 3.5.82]), что если целые неотрицательные числа
k1, k2 удовлетворяют условию

k1
n1

+
k2
n2

< 1,

то у функции f ∈W
(n1,n2)
∞ (R2) существует непрерывная, ограниченная в плоскости производ-

ная

f (k1,k2)(t1, t2) =
∂|k|f(t1, t2)

∂tk22 ∂t
k1
1

, |k| = k1 + k2.

В частности, функции f ∈W
(3,3)
∞ имеют непрерывные и, более того, ограниченные смешанные

производные f (1,1).

В.Н.Коновалов доказал ([48], 1978), что на множестве функций f ∈ W
(3,3)
∞ имеет место

точное неравенство

‖f (1,1)‖ ≤
(
3‖f‖ ‖f (3,0)‖ ‖f (0,3)‖

)1/3
; (6.1)
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это неравенство обращается в равенство на функциях af3(b1t1 + b2t2), где a, b1, b2 — отлич-
ные от нуля константы, а f3 — сплайн Эйлера третьего порядка, являющийся экстремальной
функцией в неравенстве (2.5) при n = 3 и определенный в (2.6).

Неравенству (6.1) соответствует задача

E(N) = inf{U(T ) : ‖T‖C→C ≤ N},

U(T ) = sup{‖f (1,1) − Tf‖C : f ∈ Q(3,3)
∞ },

о наилучшем приближении оператора дифференцирования D(1,1) =
∂2

∂t2∂t1
ограниченными

линейными операторами в пространстве C = C(R2) на классе

Q = Q(3,3)
∞ = {f ∈W (3,3)

∞ : ‖f (3,0)‖ ≤ 1, ‖f (0,3)‖ ≤ 1}.

Эту задачу решил А.П.Буслаев [18] в 1981 г. Он доказал, что

E(N) =
2

3
N−1/2

и оператор

(Thf)(t1, t2) =
f(t1 + h, t2 + h)− f(t1 − h, t2 + h)− f(t1 + h, t2 − h) + f(t1 − h, t2 − h)

4h2
, (6.2)

где N = h−2, h > 0, является экстремальным в этой задаче.
Большой интерес представляет полученное О.А.Тимошиным ([49], 1984) для функций

f ∈W (3,3)
∞ интегральное представление

f (1,1) − Thf = f (3,0) ∗G1 + f (0,3) ∗G2,

правая часть которого является суммой сверток производных f (3,0) и f (0,3) с суммируемыми
на R

2 функциями G1, G2, обладающими экстремальным свойством

U(Th) = ‖G1‖L(R2) + ‖G2‖L(R2).

В 1995 г. О.А.Тимошин [50] получил решение соответствующих задач при n1 = 3, n2 = 2
(или, то же самое, n1 = 2, n2 = 3). А именно, он доказал, что на классе функций W (3,2) имеет
место точное неравенство

‖f (1,1)‖ ≤ (9‖f (3,0)‖)1/3(2‖f (0,2)‖)1/2‖f‖1/6.

Одновременно О.А.Тимошин решил аналогичную задачу о наилучшем приближении
оператора дифференцирования D(1,1) ограниченными линейными операторами в простран-
стве C(R2) на классе

Q = Q(3,2)
∞ = {f ∈W (3,2)

∞ : ‖f (3,0)‖ ≤ 3, ‖f (0,2)‖ ≤ 2}.

В данном случае
E(N) = 5N−1/5.

О.А.Тимошин выписал также решение соответствующих некорректных задач

Eδ(R) = Eδ(R;D(1,1), Q) = inf{Uδ(T ;D
(1,1), Q) : T ∈ R},

Uδ(T ) = Uδ(T ;D
(1,1), Q) = sup{‖f (1,1) − Tfδ‖C : f ∈ Q, fδ ∈ C, ‖f − fδ‖C ≤ δ},

об оптимальном вычислении значений оператора D(1,1) на функциях классов Q = Q
(3,3)
∞ и

Q = Q
(3,2)
∞ в пространстве C(R2); как и следовало ожидать, во множестве O всех методов



20 В.В.Арестов, Р. Р.Акопян

восстановления оптимальным оказался линейный ограниченный оператор, экстремальный в

задаче Стечкина при соответствующей связи параметров δ и N. Так для класса Q = Q
(3,3)
∞

имеет место равенство
Eδ(O) = Eδ(B) = (3δ)1/3,

и (линейный ограниченный) оператор (6.2) со значением h = (3δ)
1

3 является оптимальным
методом.

В. Г.Тимофеев ([51], 1985) получил для функций f(t) = f(t1, . . . , tm), m ≥ 2, переменных
t = (t1, . . . , tm) точное неравенство

∥∥∥∂f
∂ti

∥∥∥
C(Rm)

≤
√
2 ‖f‖1/2C(Rm)‖∆f‖

1/2
L∞(Rm), i = 1,m; (6.3)

здесь

∆f =
∂2f

∂t21
+ · · ·+ ∂2f

∂t2m

есть значение оператора Лапласа на функции f , определяемое по схеме Соболева. Неравен-
ство (6.3) обращается в равенство на одномерных функциях af2(bti), где a, b — отличные от
нуля константы, а f2 — функция, определенная в (2.6).

В. Г.Тимофеевым [51] решены также соответствующая задача о наилучшем приближении

в пространстве C = C(Rm) оператора дифференцирования
∂

∂ti
ограниченными линейными

операторами на классе
Q = {f ∈ C(Rm) : ‖∆f‖L∞(Rm) ≤ 1}

и соответствующая некорректная задача оптимального восстановления значений оператора
∂

∂ti
на функциях из этого класса, заданных с погрешностью в пространстве C. В последних

задачах экстремальный оператор является сверткой с некоторой мерой, сосредоточенной на
гиперплоскостях ti = ±h. Как показал В. Г.Тимофеев, все эти результаты сохраняются также
в пространстве L(Rm).

7. Задачи для аналитических функций

Рассматриваемый в статье круг задач на классах аналитических функций исследован го-
раздо меньше. Не претендуя на полноту, приведем здесь некоторые результаты.

Введем обозначения DR = {z ∈ C : |z| < R} для круга с центром в нуле радиуса R,
D = D1 для единичного круга. Пусть Hp(DR), 1 ≤ p ≤ ∞, — пространство Харди функ-
ций f , аналитических в круге DR, для которых конечна величина

‖f‖Hp(DR) = sup
ξ<R

( 2π∫

0

|f(ξeit)|p dt
)1/p

при 1 ≤ p <∞,

‖f‖H∞(DR) = sup{|f(z)| : z ∈ DR} при p = ∞.

(7.1)

Пространство Hp(DR) наделено нормой, определяемой равенством (7.1). Введем классы Харди
Qp(DR;N) и Харди— Соболева Qn

r,p(DR;N), N > 0, равенствами

Qp(DR;N) = {f ∈ Hp(DR) : ‖f‖Hp(DR) ≤ N},
Qn

r,p(DR;N) = {f ∈ Hr(DR) : f
(n) ∈ Hp(DR), ‖f (n)‖Hp(DR) ≤ N}.

Первое решение задачи Стечкина на классе аналитических функций было получено
Л.В.Тайковым ([52], 1967). А именно, решение задачи (1.1) наилучшего приближения опе-
ратора дифференцирования порядка k, 1 ≤ k < n, на классе Qn

r,p(D; 1) множеством линейных
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ограниченных операторов B(Hr(D),Hq(D);N) из пространства Харди Hr(D) в пространство
Харди Hq(D), норма которых не превосходит числа N > 0, при условиях на параметры r ≥ 2
и 1 ≤ p, q ≤ 2. Также в работе [52] получено решение взаимосвязанной задачи наилучшего
Hp(D)-приближения класса Qk

p,r(D; 1) классом Qn
p,q(D;N), N > 0. В статье [53] c использова-

нием подхода из [52] результаты распространены на некоторый класс операторов и простран-
ства Харди и Бергмана с весом.

В работе Л.В.Тайкова ([54], 1971) исследовалась задача наилучшего приближения по нор-
ме пространства Hp(D̺) класса Харди Qp(Dρ; 1) другим классом Харди Qp(DR;N) функций,
аналитических в круге большего радиуса, при ̺ < ρ < R и 1 ≤ p ≤ ∞. Этой задаче прибли-
жения класса классом соответствует задача Стечкина на классе Харди Qp(DR; 1) наилучшего
приближения оператора, сопоставляющего значениям функции f ∈ Hp(DR) на окружности
|z| = ̺ ее сужение на окружность |z| = ρ. Задача (3.2) состоит в данном случае в оптимальном
восстановлении функции из Qp(DR; 1) на окружности |z| = ρ по ее значениям на окружно-
сти |z| = ̺, заданным с погрешностью. Эти задачи наилучшего приближения и оптимального
восстановления оператора исследовались в [55]. Точные решения всех трех задач получены в
случаях, когда теорема Адамара “о трех кругах” дает точное значение модуля непрерывности
оператора.

Неравенства для норм производных колмогоровского типа в пространствах аналити-
ческих в круге функций рассматривали С.Б.Вакарчук, М.Б.Вакарчук, М.Ш.Шабозов,
М.С.Саидусайнов и др. (см. ссылки в [53]).

В серии работ К.Ю.Осипенко и М.И.Стесина (см. [56–63] и ссылки там) изучались задачи
оптимального восстановления аналитической в области функции и ее производных по прибли-
женно заданным значениям на подмножестве области. Приведем некоторые результаты для
классов функций, аналитических в полосе.

Пусть Hp(SR), 1 ≤ p ≤ ∞, — пространство аналитических в полосе SR = {z ∈ C : |ℑz| < R}
функций, для которых конечна величина

‖f‖Hp(SR) = sup
0<ξ<R

( +∞∫

−∞

|f(t− iξ)|p dt+
+∞∫

−∞

|f(t+ iξ)|p dt
)1/p

при 1 ≤ p <∞,

‖f‖H∞(SR) = sup{|f(z)| : z ∈ SR} при p = ∞.

(7.2)

Пространство Hp(SR) наделено нормой, задаваемой равенством (7.2). Определим классы
Qp(SR) и Qn

p (SR) равенствами

Qp(SR) = {f ∈ Hp(SR) : ‖f‖Hp(SR) ≤ 1},
Qn

p (SR) = {f ∈ Hp(SR) : f
(n) ∈ Hp(SR), ‖f (n)‖Hp(SR) ≤ 1}.

В работах [57; 58] решены задачи об оптимальном восстановлении первой и второй про-
изводной в точке на вещественной оси по следу функции на вещественной оси, заданному с
погрешностью в равномерной норме, на классе Q∞(SR).

Отметим полученный К.Ю.Осипенко [59] аналог результата А. Н.Колмогорова. А именно,
на классе Qn

∞(SR) вычислен модуль непрерывности оператора дифференцирования

ω(δ) = sup
{
‖f (k)‖L∞(R) : ‖f‖L∞(R) ≤ δ, ‖f (n)‖H∞(SR) ≤ 1

}

при 1 ≤ k ≤ n+ 1, δ ≥ 0 и k = n+ 2, δ ∈ (0, δn], где δn — определенная величина.

В работе [62] получен аналог неравенства Харди— Литтлвуда— Полиа для функций, ана-
литических в полосе SR. Точнее, на классе Qn

2 (SR) вычислен модуль непрерывности оператора
дифференцирования порядка k, 1 ≤ k ≤ n,

ω(δ) = sup
{
‖f (k)‖L2(R) : ‖f‖L2(R) ≤ δ, ‖f (n)‖H2(SR) ≤ 1

}
.
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Решена взаимосвязанная задача оптимального восстановления в метрике L2(R) производной
порядка k по по неточно заданному следу функции на R на классе Qn

2 (SR).
В последние годы опубликован ряд работ Р.Р.Акопяна, посвященных задачам оптималь-

ного восстановления аналитической функции и ее производной по заданным с погрешностью
предельным значениям на измеримой части границы области, на классе функций с огра-
ниченной нормой на дополнительной части границы и взаимосвязанным задачам Стечки-
на (см. [55; 64; 65] и дальнейшие ссылки там). Все результаты получены с использованием
взаимосвязи рассматриваемых задач, описанной в теореме 3. Остановимся подробно на двух
из них.

Пусть G — односвязная область комплексной плоскости, ограниченная кривой Γ, которая
является жордановой спрямляемой кривой; γ1 — измеримое подмножество Γ положительной
меры и γ0 — дополнение γ1 до Γ. Пусть g(z, ζ) — классическая функция Грина (задачи Дирих-
ле) области G, а ∂g/∂n — производная функции Грина по внутренней для области G нормали
к кривой Γ. Производную функции Грина по нормали также называют плотностью гармони-
ческой меры относительно области G в точке z; в дальнейшем для нее будем использовать
обозначение P (z, ζ). Соответственно гармоническая мера w(z, γ,G) измеримого подмножества
γ спрямляемой границы Γ относительно области G в точке z представима по формуле

w(z, γ,G) =

∫

γ

P (z, ζ) |dζ|.

Через N∗(G) обозначим класс Смирнова (универсальный класс Харди) — класс аналити-
ческих в G функций f, для которых гармоническая мажоранта функции ln+ |f | существует и
представима по формуле Грина. Функции класса N∗(G) имеют почти всюду на Γ некасатель-
ные (угловые) предельные граничные значения. Обозначаем функцию и ее граничные зна-
чения одинаково. Пусть ϕk — неотрицательные измеримые весовые функции на γk, k = 0, 1;
предполагаем суммируемость функций lnϕk относительно плотности гармонической меры.
Введем класс H = Hp,r(G; γ0, ϕ0; γ1, ϕ1), p, r ≥ 1, аналитических в области G функций из
N∗(G) таких, что их некасательные предельные граничные значения на γk, k = 0, 1, имеют
конечные соответственно Lp-, Lr-нормы с весом ϕk, т. е.

‖f‖Lp(γ0,ϕ0) =

( ∫

γ0

|f(ζ)|pϕ0(ζ) |dζ|
)1/p

< +∞, ‖f‖Lr(γ1,ϕ1) =

( ∫

γ1

|f(ζ)|rϕ1(ζ) |dζ|
)1/r

< +∞.

Если показатель нормы равен бесконечности, то конечна соответствующая L∞-норма:

‖f‖L∞(γk) = ess sup {|f(ζ)| : ζ ∈ γk} .

В H выделим класс Q = Qp,r(G; γ0, ϕ0; γ1, ϕ1) функций f, которые удовлетворяют неравенству
‖f‖Lp(γ0,ϕ0) ≤ 1.

В качестве приближаемого (восстанавливаемого) оператора A рассматривается либо функ-
ционал Υ0

z0 , который ставит в соответствие граничным значениям на γ1 функции f ее значение
в точке z0 области G, либо Υ1

z0 , который сопоставляет граничным значениям на γ1 функции f
ее производную f ′(z0). Формальные постановки задач таковы.

Для числа δ ≥ 0 и метода восстановления T ∈ O = O(Lr(γ1, ϕ1),C) величина

U(T, δ) = sup
{
|f (s)(z0)− Tg| : f ∈ Q, q ∈ Lr(γ1, ϕ1), ‖f − q‖Lr(γ1,ϕ1) ≤ δ

}

является погрешностью восстановления значения в точке z0 самой функции (s = 0) или ее
производной (s = 1) для функций из класса Q по граничным значениям функции на γ1,
заданным с погрешностью δ по норме Lr(γ1, ϕ1), методом T . Тогда

EO(δ) = inf {U(T, δ) : T ∈ O} (7.3)
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есть величина оптимального восстановления значения функции (производной) в точке z0 (или,
что то же самое, оптимального восстановления функционала Υs

z0) на классе Q по приближенно
заданным на γ1 граничным значениям функции с помощью методов восстановления из мно-
жества O. Задача состоит в вычислении величины EO(δ) и определении оптимального метода
восстановления — функционала, на котором в (7.3) достигается нижняя грань.

Задача вычисления значений аналитической функции по ее граничным значени-
ям, заданным с погрешностью, является некорректной. Эта задача была исследована
М.М.Лаврентьевым [66, гл. II, § 1, пп. 4–5]. Для ее решения были предложены восстанавлива-
ющие операторы (называемые в теории некорректно поставленных задач методами регуляри-
зации), которые имеют в качестве ядра функции, являющиеся по сути аппроксимациями ядра
Коши, и названные функциями Карлемана. Цель задачи (7.3) — для каждых точки z0 ∈ G и
значения параметра δ построить метод восстановления, который являются наилучшим.

Величина
U(T ) = sup{|f (s)(z0)− Tf | : f ∈ Q}

является уклонением функционала T ∈ B(Lr(γ1, ϕ1),C;N) от функционала Υs
z0 на классе

функций Q. Соответственно величина

E(N) = inf
{
U(T ) : T ∈ B(Lr(γ1, ϕ1),C;N)

}
(7.4)

есть наилучшее приближение функционала Υs
z0 множеством линейных ограниченных функ-

ционалов B(Lr(γ1, ϕ1),C;N) на классе Q. Задача состоит в вычислении величины E(N) и
построении экстремального функционала, на котором в (7.4) достигается нижняя грань.

В работе [64] получено решение задач для функционала Υ0
z0 , сопоставляющего предельным

граничным значениям функции на γ1 ее значение в точке z0 односвязной области G.
По весовым функциям ϕk, k = 0, 1, для δ > 0 определим на границе Γ области G функ-

цию ψδ по формуле

ψδ(ζ) =





(P (z0, ζ)
βϕ0(ζ)

)1/p
, ζ ∈ γ0,

δ
(P (z0, ζ)
αϕ1(ζ)

)1/r
, ζ ∈ γ1,

в которой величины α = w(z0, γ1, G) и β = 1−α = w(z0, γ0, G) соответственно равны гармони-
ческой мере γ1 и γ0 относительно области G в точке z0. Здесь и в дальнейшем, если r и/или p
равны бесконечности, то считаем, что величины 1/r и/или 1/p соответственно равны нулю.

Определим функцию sδ ∈ H по функции ψδ равенством

sδ(z) = exp (uδ(z) + ivδ(z)) , z ∈ G, (7.5)

где функция

uδ(z) =

∫

Γ

P (z, ζ) lnψδ(ζ) |dζ|, z ∈ G,

является гармонической в области G, а vδ — функция, гармонически сопряженная к uδ, един-
ственная с точностью до вещественной аддитивной константы, выбор которой не важен.

На пространстве Lr(γ1, ϕ1) определим линейный ограниченный функционал Tδ формулой

Tδf =

∫

γ1

P (z0, ζ)
sδ(z0)

sδ(ζ)
f(ζ) |dζ|, f ∈ Lq

ϕ1
(γ1).

Далее будет использоваться величина C = Cp,r(z0; γ0, ϕ0; γ1, ϕ1), определяемая равенствами

C = [ε(γ1, ϕ1)]
1/r [ε(γ0, ϕ0)]

1/p α−α/rβ−β/p,

ε(γk, ϕk) = exp

∫

γk

P (z0, ζ) ln
P (z0, ζ)

ϕk(ζ)
|dζ|, k = 0, 1.
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В работе [64] доказаны следующие утверждения.

Теорема 5. При произвольных 1 ≤ r, p ≤ ∞ и δ > 0 для величин оптимального восста-

новления (7.3) и модуля непрерывности функционала Υ0
z0 на классе Q имеют место равен-

ства

ω(δ) = EO(δ) = Cδα.
При этом экстремальными являются функции вида csδ, |c| = 1; в задаче (7.3) оптимальным

методом восстановления является линейный ограниченный функционал Tδ.
Для функций пространства H справедливо точное неравенство

|f(z0)| ≤ C ‖f‖αLr(γ1,ϕ1)
‖f‖βLp(γ0,ϕ0)

.

Неравенство обращается в равенство на функциях вида csδ, δ > 0, c ∈ C.

Теорема 6. При произвольных 1 ≤ r, p ≤ ∞ и N > 0 для величины наилучшего прибли-

жения (7.4) функционала Υ0
z0 на классе Q справедливо равенство

E(N) = C1/ββαα/βN−α/β.

При этом в задаче (7.4) функционалом наилучшего приближения является функционал Tδ,
у которого параметр δ определен равенством δ = C1/βα1/βN−1/β .

В [65] на классе Q функций из пространства Харди H∞(G), для которых ‖f‖L∞(γ0) ≤ 1, по-
лучено решение задач (7.3) и (7.4) при p = r = ∞, ϕ0 = ϕ1 ≡ 1 для функционала Υ1

z0 , который
ставит в соответствие граничным значениям на γ1 функции f значение ее производной f ′(z0)
в точке z0 области G.

Обозначим через w гармоническую в области G функцию переменной z, значение которой
в точке z равно гармонической мере γ1 относительно области G в точке z, т. е. w определена
равенством w(z) = w(z, γ1, G). Будем использовать обозначения κ(z0), ν(z0) и t = t(z0) соот-
ветственно для длины, направления и аргумента градиента ∇w(z0) функции w в точке z0,
определенных равенствами

κ(z0) = |∇w(z0)| , ν(z0) =
∇w(z0)
|∇w(z0)|

, ν(z0) = (cos t, sin t).

Пусть g — функция, задающая однолистное отображение области G на единичный круг, удо-
влетворяющая условиям g(z0) = 0, g′(z0) > 0. Обозначим через η(z0) положительную величину
η(z0) = 2g′(z0)/κ(z0), если κ(z0) 6= 0, и равную +∞, если κ(z0) = 0.

Пусть sδ — функция, определяемая равенством (7.5) по функции ψδ, определенной на
границе Γ формулой ψδ(ζ) = δk, ζ ∈ γk, k = 0, 1.

Для δ > 0 и точки z0 ∈ G, удовлетворяющих неравенству | ln δ| ≥ η(z0), определим функ-
ционал T 1

δ на пространстве L∞(γ1) равенством

T 1
δ f = e−it

∫

γ1

Jz0(ζ)
sδ(z0)

sδ(ζ)
f(ζ) |dζ|, (7.6)

где

Jz0(ζ) =
∂P

∂ν
(z0, ζ) + ln δ κ(z0)P (z0, ζ).

Для δ > 0 и точки z0 ∈ G, удовлетворяющих неравенству | ln δ| < η(z0), определим в
области G функцию Fδ формулой

Fδ(z) =
g(z) − g0
1− g(z) g0

sδ(z), g0 = −eitκ(z0) ln δ
2g′(z0)

= −eit ln δ

η(z0)
.
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В этом случае определим функционал T 1
δ равенством

T 1
δ f = e−it

∫

γ1

Iz0(ζ)
sδ(z0)

Fδ(ζ)
f(ζ) |dζ|, (7.7)

в котором

Iz0(ζ) =
ln δ

η(z0)

∂P

∂ν
(z0, ζ) + κ(z0)

1

2

(
η(z0) +

ln2 δ

η(z0)

)
P (z0, ζ).

Следующие утверждения содержатся в [65].

Теорема 7. Для величин оптимального восстановления (7.3) и модуля непрерывности

функционала Υ1
z0 при p = r = ∞ на классе Q справедливы следующие утверждения.

(I) В случае | ln δ| ≥ η(z0) справедливы равенства

ω(δ) = EO(δ) = κ(z0) δ
α | ln δ|.

Экстремальными являются функции вида csδ, |c| = 1, а оптимальным методом восстанов-

ления является линейный ограниченный функционал T 1
δ , определенный равенством (7.6).

(II) В случае | ln δ| < η(z0) справедливы равенства

ω(δ) = EO(δ) = κ(z0) δ
α 1

2

(
η(z0) +

ln2 δ

η(z0)

)
.

Экстремальными являются функции вида cFδ, |c| = 1, а оптимальным методом восстанов-

ления является линейный ограниченный функционал T 1
δ , определенный равенством (7.7).

Теорема 8. В условиях теоремы 7 для величины наилучшего приближения функциона-

ла Υ1
z0 справедливы следующие утверждения.

(I∗) Если N > 0 представимо в виде

N = κ(z0) δ
−β |α ln δ + 1|, | ln δ| ≥ η(z0),

то справедливо равенство

E(N) = κ(z0) δ
α |β ln δ − 1|.

Функционал T 1
δ , определенный в (7.6), является функционалом наилучшего приближения.

(II∗) Если N > 0 представимо в виде

N = κ(z0) δ
−β

[α
2

(
η(z0) +

ln2 δ

η(z0)

)
+

ln δ

η(z0)

]
, | ln δ| < η(z0),

то справедливо равенство

E(N) = κ(z0) δ
α
[β
2

(
η(z0) +

ln2 δ

η(z0)

)
− ln δ

η(z0)

]
.

Функционал T 1
δ , определенный в (7.7), является функционалом наилучшего приближения.

Случаи (I∗) и (II∗) исчерпывают все возможные значения N > 0.

Благодарность. Авторы признательны Е.Е. Бердышевой, которая тщательно прочитала
рукопись статьи и сделала ряд весьма полезных замечаний.
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