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О НОРМАХ РАЗНОСТНЫХ ОПЕРАТОРОВ БОМАНА — ШАПИРО1
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При заданных k ∈ N, h > 0 на пространстве C = C(R) непрерывных ограниченных на веществен-

ной оси R = (−∞,∞) функций рассматривается точное неравенство ‖W2k(f, h)‖C ≤ Ck ‖f‖C для раз-

ностного оператора Бомана —Шапиро вида W2k(f, h)(x) :=
(−1)k

h

∫ h

−h

(2k
k

)−1

∆̂2k
t f(x)

(
1 −

|t|

h

)
dt, где

∆̂2k
t f(x) :=

2k∑
j=0

(−1)j
(2k

j

)
f(x + jt − kt) — центральная конечная разность функции f порядка 2k с ша-

гом t. При каждом фиксированном k ∈ N точная константа Ck в указанном неравенстве является нормой

оператора W2k(·, h) из C в C. Доказано, что Ck не зависит от h, возрастает по k и предъявлен простой

способ вычисления константы C∗ = lim
k→∞

Ck = 2.6699263 . . . с точностью 10−7. В работе также рассмот-

рена задача продолжения непрерывной функции f с отрезка [−1, 1] на ось R. Для этого продолжения

gf := gf,k,h, k ∈ N, 0 < h < 1/(2k), функций f ∈ C[−1, 1] получены новые двусторонние оценки для точ-

ной константы C∗
k

в неравенстве ‖W2k(gf , h)‖C(R) ≤ C∗
k
ω2k(f, h), где ω2k(f, h) — модуль непрерывности

функции f порядка 2k. А именно, при любом натуральном k ≥ 6 и любом h ∈
(
0, 1/(2k)

)
доказано двойное

неравенство 5/12 ≤ C∗
k
<

(
2 + e−2

)
C∗.
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A. G.Babenko, Yu. V.Kryakin. On the norms of Boman–Shapiro difference operators.

For given k ∈ N and h > 0, an exact inequality ‖W2k(f, h)‖C ≤ Ck ‖f‖C is considered on the space C = C(R)
of continuous functions bounded on the real axis R = (−∞,∞) for the Boman–Shapiro difference operator

W2k(f, h)(x) :=
(−1)k

h

∫ h

−h

(2k
k

)−1

∆̂2k
t f(x)

(
1 −

|t|

h

)
dt, where ∆̂2k

t f(x) :=
2k∑
j=0

(−1)j
(2k

j

)
f(x + jt − kt) is the

central finite difference of a function f of order 2k with step t. For each fixed k ∈ N, the exact constant Ck in the

above inequality is the norm of the operator W2k(·, h) from C to C. It is proved that Ck is independent of h and

increases in k. A simple method is proposed for the calculation of the constant C∗ = limk→∞ Ck = 2.6699263 . . .
with accuracy 10−7. We also consider the problem of extending a continuous function f from the interval [−1, 1]
to the axis R. For extensions gf := gf,k,h, k ∈ N, 0 < h < 1/(2k), of functions f ∈ C[−1, 1], we obtain new two-

sided estimates for the exact constant C∗
k

in the inequality ‖W2k(gf , h)‖C(R) ≤ C∗
k
ω2k(f, h), where ω2k(f, h)

is the modulus of continuity of f of order 2k. Specifically, for any natural k ≥ 6 and any h ∈
(
0, 1/(2k)

)
, we

prove the double inequality 5/12 ≤ C∗
k
<

(
2 + e−2

)
C∗.
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1. Введение

Пусть C := C(R) — пространство непрерывных вещественнозначных ограниченных на
R = (−∞,+∞) функций с обычной нормой ‖f‖C = sup{|f(x)| : x ∈ R},

∆̂2k
t f(x) :=

2k∑

j=0

(−1)j
(
2k

j

)
f(x+ jt− kt)

1Исследования поддержаны РФФИ (проект № 18-01-00336) и Программой повышения конкуренто-
способности УрФУ (постановление № 211 Правительства РФ от 16.03.2013, контракт № 02.A03.21.0006
от 27.08.2013).
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— конечная центральная разность функции f порядка 2k с шагом t ∈ R. В статье рассматри-
вается разностный оператор W2k(f, h), h > 0, действующий на функции f ∈ C по правилу

W2k(f, h)(x) :=
(−1)k(
2k
k

)
h

h∫

−h

∆̂2k
t f(x)

(
1−

|t|

h

)
dt. (1.1)

Этот оператор является частным случаем разностного оператора, введенного в 1967 г. Г.Ша-
пиро [1] (см. также [2, c. 60; 3]). Он возник в наших исследованиях [4–6] в задачах вычисления
точных констант в классических неравенствах Джексона— Стечкина между наилучшим рав-
номерным приближением непрерывных вещественнозначных функций тригонометрическими

полиномами τn−1(t) =
n−1∑

j=1−n
dje

ijt, d0 ∈ R, d−j = dj ∈ C, j = 1, 2, . . . , n − 1, на периоде (од-

номерном торе) T = R/(2πZ) (см. [7]) и алгебраическими многочленами pn−1(x) =
n−1∑
j=0

ajx
j,

aj ∈ R, j = 0, 1, . . . , n − 1, на отрезке I = [−1, 1] (см. [8]) и модулями непрерывности порядка
m для периодических и непериодических функций, определенных соответственно формулами

ω̃m(f, δ) := sup
x∈T, 0<h≤δ

|∆̂m
h f(x)|, (1.2)

ωm(f, δ) :=





sup
x∈(1−mh/2)I, 0<h≤δ

|∆̂m
h f(x)| при 0 < δ ≤

2

m
,

ωk

(
f,

2

m

)
при δ >

2

m
,

(1.3)

где λI := {λt : t ∈ I}. Сами неравенства Джексона— Стечкина имеют вид

Ẽn(f) := inf
τn−1

sup
t∈T

|f(t)− τn−1(t)| ≤ J̃n(m,α) ω̃m(f, απ/n), f ∈ C(T); (1.4)

En(f) := inf
pn−1

sup
x∈I

|f(x)− pn−1(x)| ≤ Jn(m,α)ωm(f, απ/n), f ∈ C(I); (1.5)

здесь

J̃n(m,α) := sup
f∈C(T), f 6≡const

Ẽn(f)

ω̃m(f, απ/n)
, n,m ∈ N;

Jn(m,α) := sup
f∈C(I), f 6∈Pm−1

En(f)

ωm(f, απ/n)
, n,m ∈ N, n ≥ m;

α > 0; Pm−1 — множество алгебраических полиномов степени не выше m−1 с вещественными
коэффициентами.

В случае приближения периодических функций f ∈ C(T) тригонометрическими полино-
мами справедливы оценки [4; 5]

(
2k

k

)−1

≤ J̃n(2k, α) <
(
sec

π

2α

)(2k
k

)−1

при α > 1, n, k ∈ N,

а в случае приближения f ∈ C(I) алгебраическими многочленами при любом натуральном
k ≥ 5 имеют место неравенства [6, теорема 1]

1

2
≤ Jn(2k, α) < 3 (2+ e−2)

(
2 sec

π

2α
− 1−

π2

8α2

)
при 1 < α ≤

2k − 1

π
, n ≥ 2k(2k− 1). (1.6)

Отметим, что при k = 1, 2, 3, 4 имеют место более точные оценки сверху [6, теорема 2] для
Jn(2k, α), чем в (1.6).
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В работе [5] (см. в ней доказательство леммы 1) было получено неравенство

‖W2k(f, h)‖C ≤ 3 ‖f‖C

для любых f ∈ C = C(R), k ∈ N и h > 0.
В данной работе установлены два новых результата. Первый из них касается точной (наи-

меньшей) константы Ck в неравенстве

‖W2k(f, h)‖C ≤ Ck ‖f‖C , f ∈ C (k ∈ N, h > 0), (1.7)

т. е. нормы оператора W2k(·, h) : C → C

Ck = sup
f∈C, f 6≡0

‖W2k(f, h)‖C
‖f‖C

. (1.8)

Мы доказываем, что константы Ck (k ∈ N) не зависят от h и возрастают по k. Кроме того,
в работе вычислено предельное значения C∗ = lim

k→∞
Ck = 2.6699263 . . . с точностью 10−7.

Наш второй результат относится к продолжению непрерывных функций с отрезка на ось
с сохранением гладкости. Существенный вклад в эту тематику внес Х.Уитни [9–12]. Наша
задача связана с исследованиями В.К.Дзядыка [13] и О.В.Бесова [14;15]. Мы рассматриваем
продолжение gf := gf,k,h непрерывной функции f с отрезка I на ось R, предложенное в [16,
лемма 2.3]. Здесь мы улучшаем оценку сверху для константы в неравенстве (2.4) из [6] между
нормой функции W2k(gf , h) в C(R) и модулем непрерывности функции f ∈ C(I) порядка 2k
в точке h при 0 < h < (2k)−1. Кроме того, показываем, что указанная константа не только
ограничена по k [6, предложение 1], но и отделена от нуля (см. теорему 2 ниже).

В дальнейшем через i, j, k, l,m, n будем обозначать целые числа, а через C(A) — простран-
ство непрерывных функций на A c нормой ‖f‖ := ‖f‖C(A) := sup

x∈A
|f(x)|; здесь A — отрезок

I = [−1, 1] или ось R.
Кроме классических модулей непрерывности порядка m для периодических и непериоди-

ческих функций (см. формулы (1.2), (1.3)) в прямых теоремах теории приближения функций
важен оператор W2k(·, h) (см. (1.1)), который можно рассматривать как специальный модуль
непрерывности Бомана— Шапиро [3]. Известно (см. [4; 5; 17]), что функция W2k(f, h)(·) пред-
ставляет собой разность между функцией f и некоторой линейной комбинацией вторых сред-
них Стеклова функции f . Напомним обозначения свертки функций

(f ∗ g)(x) :=

∫

R

f(t) g(x − t) dt (1.9)

(здесь нам достаточно ограничиться случаем, когда f ∈ L(R), а g ∈ C(R)), а также

χ2
h(x) := (χh ∗ χh)(x) =





1

h

(
1−

|x|

h

)
, x ∈ [−h, h],

0, x /∈ [−h, h],
(1.10)

— сверточного квадрата нормализованной в L характеристической функции χh отрез-

ка
[
−h/2, h/2

]
.

При заданных k ∈ N, h > 0 формулой (1.1) определятся оператор Бомана— Шапиро не
только для непрерывных на R функций, но и для локально интегрируемых функций f : R → R,
при этом имеют место следующие представления (см. [4; 5]):

W2k(f, h)(x) =
(−1)k(2k

k

)
∫

R

∆̂2k
t f(x)χ

2
h(t) dt = f(x)− (Λ2k ∗ f)(x), x ∈ R, (1.11)

где

Λ2k,h(x) = 2
k∑

j=1

(−1)j+1aj,kχ
2
jh(x), aj,k :=

(
2k

k + j

)/(
2k

k

)
. (1.12)
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2. Формулировки результатов

В дальнейшем будем использовать стандартное обозначение ‖g‖L =

∫

R

|g(u)| du интеграль-

ной нормы абсолютно интегрируемой на R функции g. Из (1.11) следует неравенство

|W2k(f, h)(x)| ≤
(
1 + ‖Λ2k,h‖L

)
sup

t∈[x−kh,x+kh]
|f(t)|, f ∈ C, k ∈ N, h > 0, x ∈ R. (2.1)

Ранее авторами (см. доказательство леммы 1 из [5]) было установлено, что при любых k ∈ N

и h > 0 выполняется неравенство
‖Λ2k,h‖L < 2. (2.2)

Для заданных k ∈ N, h > 0 обозначим через Ck(x) точную константу в неравенстве

|W2k(f, h)(x)| ≤ Ck(x) sup
t∈[x−kh,x+kh]

|f(t)|, f ∈ C, (2.3)

при фиксированном x ∈ R. В силу инвариантности пространства C и нормы ‖·‖C относительно
любого сдвига величина Ck(x) не зависит от x и совпадает с ‖W2k(·, h)‖C→C , т. е. с величи-
ной Ck, определенной формулой (1.8) и поэтому при любом x ∈ R имеют место равенства

Ck(x) = 1 + ‖Λ2k,h‖L = 1 +

∫

R

|Λ2k,h(t)| dt = Ck (k ∈ N, h > 0). (2.4)

Поэтому из неравенства (2.2) получаем оценку

Ck < 3, k ∈ N. (2.5)

Для малых k прямым вычислением нетрудно проверить, что [5, Remark 1]

C1 = 2, C2 = 98/45, C3 ≈ 2.26, C4 ≈ 2.31, . . . , C10 ≈ 2.42, . . . , C100 ≈ 2.58 . . . , C500 ≈ 2.63.

Здесь мы улучшаем оценку (2.5) при каждом k ∈ N и доказываем следующее утверждение.

Теорема 1. Константа Ck, определенная равенством (1.8), не зависит от h, возрастает

по k, причем

C∗ := lim
k→∞

Ck = 2.6699263 . . . . (2.6)

Для формулировки второго утверждения нам понадобятся следующие обозначения. Пусть
k ∈ N, 0 < h < (2k)−1, f ∈ C(I); p−2k−1 и p+2k−1 — алгебраические полиномы (степени не выше
2k − 1) наилучшего равномерного приближения функции f на отрезках I

− = [−1,−1 + 2kh] и
I
+ = [1− 2kh, 1] соответственно. Следуя [16, лемма 2.3], положим

gf (x) :=





p+2k−1(x), x ∈ (1,+∞),

f(x), x ∈ I,

p−2k−1(x), x ∈ (−∞,−1).

(2.7)

Для указанных k и h обозначим через C∗
k = C∗

k(h) точную константу в неравенстве

‖W2k(gf , h)‖C(R) ≤ C∗
k ω2k(f, h), f ∈ C(I). (2.8)

С помощью теоремы 1 и методов, развитых нами в работе [6], получен следующий результат.

Теорема 2. Пусть k ∈ N, k ≥ 6, 0 < h < (2k)−1. Тогда для точной константы C∗
k

в неравенстве (2.8) имеют место оценки

5

12
≤ C∗

k ≤
(
2 + e−2

)
Ck <

(
2 + e−2

)
C∗. (2.9)



68 А. Г.Бабенко, Ю.В.Крякин

3. Доказательства теорем

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Зафиксируем произвольные k ∈ N и h > 0. В си-
лу (2.4) задача нахождения величины Ck сводится к вычислению интегральной нормы ‖Λ2k,h‖L
ядра Λ2k,h на прямой R. Для доказательства независимости от h величины Ck достаточно
показать, что норма ‖Λ2k,h‖L не зависит от h. Сопоставим ядру Λ2k,h оператор V2k(f, h), дей-
ствующий и C в C по правилу

V2k(f, h)(x) = (Λ2k ∗ f)(x), x ∈ R. (3.1)

Норма ‖V2k(·, h)‖C→C равна ‖Λ2k,h‖L и совпадает с нормой следующего линейного функциона-
ла на пространстве C: V2k,h(f) := V2k(f, h)(0) = (Λ2k ∗f)(0). Поэтому достаточно показать, что
норма линейного функционала V2k,h : C → R не зависит от h. Для этого применим следующее
свойство треугольной функции (см. (1.10)):

χ2
jh(x) =

1

h
χ2
j

(x
h

)
при любых x ∈ R, j > 0, h > 0.

Для произвольной функции f ∈ C с помощью этого свойства, определения (1.12) ядра Λ2k,h,
определения (1.9) операции свертки, а также известного свойства коммутативности этой опе-
рации и четности ядра Λ2k,h получаем

(Λ2k,h ∗ f)(0) =

∫

R

f(t)
(
2

k∑

j=1

(−1)j+1aj,kχ
2
jh(t)

)
dt =

1

h

∫

R

f(t)
(
2

k∑

j=1

(−1)j+1aj,kχ
2
j

( t
h

))
dt

=

∫

R

f(hu)Λ2k,1(u) du =

∫

R

g(u)Λ2k,1(u) du = (Λ2k,1 ∗ g)(0), где g(u) = f(hu).

Отсюда приходим к выводу, что нормы линейных функционалов V2k,h, V2k,1 совпадают, по-
скольку пространство C и норма в этом пространстве инвариантны относительно сжатия и
растяжения аргумента функции. Таким образом, ‖Λ2k,h‖L = ‖Λ2k,1‖L при любых k ∈ N, h > 0.
Поэтому далее будем рассматривать лишь случай h = 1.

Ядро Λ2k := Λ2k,1 записывается следующим образом (см. доказательство леммы 2 из [6]):

Λ2k(x) = 2

k∑

j=1

(−1)j+1aj,kχ
2
j(x) = 2

k−1∑

j=−k+1

bj,k χ
2
1(x− j),

с коэффициентами bi,k = b−i,k, bk,k = b−k,k = 0 и

bi,k =
k∑

j=i+1

(−1)j+1 (j − i) aj,k
j2

, i ≥ 0, aj,k =

(
2k

k + j

)/(
2k

k

)
. (3.2)

Сумму, у которой нижний индекс суммирования больше верхнего, считаем равной нулю.
В [5, Lemma 1, Lemma A] было доказано, что

(−1)i bi,k > 0, |bi,k| > |bi+1,k|, i = 0, . . . , k − 1.

Отсюда вытекает, что ядро Λ2k является четной, непрерывной, кусочно-линейной функцией
(см. [5, Fig. 1]) с носителем [−k, k], при этом на каждом отрезке вида [i, i+1] (i = −k . . . k − 1)
это ядро представляет собой линейную функцию. Таким образом, график ядра Λ2k на [−k, k]
состоит из 2k линейных звеньев с вершинами (точками излома) (i, 2 bi,k), i = −k . . . k. Справед-
ливы также следующие неравенства (см. [5, Lemma 1, Lemma A]): |bi,k| ≤ |bi,k+1|, i = −k . . . k.
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1.386

-6 -4 -2

-0.259

0 642

Ядро Λ

В предельном случае (k → ∞) получаем кусочно-линейную функцию Λ = Λ∞ (см. рисунок) с
носителем R и вершинами (точками излома) (i, 2bi), где

2bi := 2bi,∞ := 2

∞∑

j=|i|+1

(−1)j+1 1

j

(
1−

|i|

j

)
.

В дальнейшем будем использовать обозначения

cj,k := (−1)jbj,k, cj := cj,∞ = (−1)jbj . (3.3)

Можно считать, что cj,k = 0 для |j| ≥ k. В [5, Lemma A] было доказано, что cj,k ≥ 0, cj ≥ 0 и
cj+1,k ≤ cj,k, cj+1 ≤ cj .

Вычислим норму функции Λ в пространстве L. Имеем

∫

R

|Λ(t)| dt =
∞∑

j=−∞

j+1∫

j

|Λ(t)| dt = 2
∞∑

j=0

j+1∫

j

|Λ(t)| dt,

положительные нули ядра Λ(x) имеют вид: xi = i− 1+
ci−1

ci−1 + ci
, i = 1, 2, . . . . Следовательно,

1

2

∫

R

|Λ(t)| dt =
∞∑

j=0

j+1∫

j

|Λ(t)| dt = c0x1 + c1(1− x1) + c1(x2 − 1) + c2(2− x2) + c2(x3 − 2) + . . .

= c0
c0

c0 + c1
+ c1

(
1−

c0
c0 + c1

)
+ c1

c1
c1 + c2

+ c2

(
1−

c1
c1 + c2

)
+ · · · =

∞∑

j=0

c2j + c2j+1

cj + cj+1
. (3.4)

Лемма. При любых k ∈ N имеем

∫

R

|Λ2k(t)| dt <

∫

R

|Λ2k+2(t)| dt <

∫

R

|Λ(t)| dt = 2

∞∑

j=0

c2j + c2j+1

cj + cj+1
. (3.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Последнее равенство в (3.5) равносильно (3.4). Неравенства
в (3.5) следуют из того (см. доказательство леммы A в [5]), что ci,k+1−ci,k > ci+1,k+1−ci+1,k > 0,
i = 0, . . . , k − 1. Действительно, в обозначениях ci,k = u, ci+1,k = v, ci,k+1 = x, ci+1,k+1 = y
достаточно показать, что

x2 + y2

x+ y
>
u2 + v2

u+ v
, (3.6)
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при условиях x > y > 0, u > v > 0, x − u > y − v > 0. Неравенство (3.6) эквивалентно
неравенствy

xu(x− u) + xv(x− v) + yv(y − v) + yu(y − u) > 0. (3.7)

Предположим, что v < y < u < x, так как если y > u, то доказывать нечего. Положим y−v = t
и заменим x− u на t. Получим, после простых выкладок, что левая часть (3.7) больше

2t(yu+ (u+ t)(y − t)) = 2(y − v)(yu+ xv) > 0. �

Для завершения доказательства теоремы 1 осталось вычислить норму в L функции Λ
с точностью 10−7, т. е. установить, что

∫

R

|Λ(t)| dt = 1.6699263 . . . (3.8)

Введем обозначения φi :=
∞∑

j=i+1

(−1)i+j+1

j2
, ψi :=

∞∑

j=i+1

(−1)j+i+1

j
, i = 0, 1, 2, 3, . . . .

Имеем
ci = ψi − iφi, ci + ci+1 = φi, (3.9)

ci − ci+1 = ci − (φi − ci) = 2ψi − (2i+ 1)φi > 0. (3.10)

Эти тождества легко проверяются и следуют из определения cj . Неравенство ci > ci+1 и
равенство ci + ci+1 = φi доказаны в [5, Lemma A].

Воспользуемся тождествами (3.9), (3.10) и вычислим

∞∑

j=0

c2j + c2j+1

cj + cj+1
=

∞∑

j=0

cj −

∞∑

j=0

cj+1
cj − cj+1

cj + cj+1
. (3.11)

Несложно показать, что
∞∑

j=0

cj =
1

2

(
ln(2) +

π2

8

)
. (3.12)

Действительно, это равенство вытекает из следующего тождества для коэффициентов:

bi,k =

k∑

j=|i|+1

(−1)j+1 (j − |i|) aj,k
j2

,

а именно (см. [6])
k−1∑

j=−k+1

|bj,k| =

k−1∑

j=−k+1

(−1)jbj,k =

k∑

i=1,i odd

ai,k
i2
.

В самом деле, последнее тождество влечет

∞∑

j=−∞

cj =

∞∑

j=−∞

|bj,∞| =

∞∑

i=1

1

(2i− 1)2
=
π2

8
.

Поэтому

2

∞∑

j=1

cj =

∞∑

j=−∞

cj − c0 =
π2

8
− ln(2),

и
∞∑

j=0

cj = c0 +
∞∑

j=1

cj = ln(2) +
1

2

(π2
8

− ln(2)
)
=

1

2

(π2
8

+ ln(2)
)
.
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Используя (3.12) мы можем подсчитать сумму ряда

∞∑

j=0

cj+1
cj − cj+1

cj + cj+1
,

с любой степенью точности, так как 0 <
cj − cj+1

cj + cj+1
< 1 и (см. [5, с. 359]) cj < cj+cj+1 < 1/(1+j)2.

Некоторые вычисления, связанные с оценками рядов (3.11), приведены в приложении (разд. 4).
Они приводят к равенству (3.8).

Теорема доказана. �

Прежде чем перейти к доказательству теоремы 2, напомним современный вариант нера-
венства (теоремы) Уитни между наилучшим равномерным приближением непрерывной на ко-
нечном отрезке [a, b] функции алгебраическими полиномами степени не выше m− 1 через m-й
модуль непрерывности функции. А именно, справедлив следующий вариант теоремы Уитни
[20, Theorem 4.1] с наименьшей на настоящий момент константой в случае больших порядков
m модулей непрерывности (m ≥ 82000).

Теорема A. Пусть f ∈ C[a, b], −∞ < a < b <∞, m ∈ N. Тогда

Em−1(f)C[a,b] ≤
(
2 + e−2

)
ωm

(
f,
b− a

m

)
. (3.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Теорема A (при m = 2k) влечет неравенство

sup
x∈I±

|f(x)− p±2k−1(x)| ≤ (2 + e−2) ω2k(f, h).

Докажем, что ‖W2k(gf , h)‖C(R) = ‖gf −Λ2k,h ∗ gf‖C(R) ≤ (2 + e−2)C∗ ω2k(f, h). Из соображений
симметрии следует, что достаточно рассмотреть случаи 1) x ∈ [0, 1 − kh], 2) x ∈ (1 − kh, 1],
3) x ∈ (1,+∞).

В первом случае по определению (1.11) имеем |W2k(gf , h)(x)| ≤
(
2k
k

)−1
ω2k(f, h).

Во втором случае x+ kh ≥ 1. Тождество W2k(p
+
2k−1, h)(x) ≡ 0 дает

W2k(gf , h)(x) =W2k(gf − p+2k−1, h)(x) +W2k(p
+
2k−1, h)(x) =W2k(gf − p+2k−1, h)(x).

Отсюда с помощью теоремы 1

|W2k(gf − p+2k−1, h)(x)| ≤ Ck sup
t∈[x−kh,x+kh]

|gf (t)− p+2k−1(t)| ≤ C∗ sup
t∈[x−kh,x+kh]

|gf (t)− p+2k−1(t)|,

и теоремы A
sup
x∈I+

|f(x)− p+2k−1(x) ≤ (2 + e−2)ω2k(f, h),

выводим оценку во втором случае.
Третий случай аналогичен второму, когда x ∈ (1, 1 + kh]. Если же x > 1 + kh, то 2k-я

разность равна нулю. Таким образом, доказаны оценки

‖W2k(gf , h)‖C(R) ≤ Ck

(
2 + e−2

)
ω2k(f, h), 0 < h < (2k)−1,

‖W2k(gf , h)‖C(R) ≤ C∗

(
2 + e−2

)
ω2k(f, h), 0 < h < (2k)−1. (3.14)

Эти оценки равносильны оценкам сверху константы C∗
k , содержащихся в (2.9).

Вышеприведенные оценки и методы работы [6] позволяют уточнить оценку сверху в (1.6)
для Jn(2k, α), а именно, позволяют в указанной оценке поставить C∗ вместо 3. Таким образом,
при любом натуральном k ≥ 5 выполняются неравенства

1

2
≤ Jn(2k, α) ≤ U(α) при 1 < α ≤

2k − 1

π
, n ≥ 2k(2k − 1), (3.15)
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где U(α) = C∗ (2 + e−2)
(
2 sec

π

2α
− 1−

π2

8α2

)
. Заметим, что функция U(α) убывает при α > 1.

Для k ≥ 6, h ∈
(
0, 1/(2k)

)
выберем n ≥ 2k(2k − 1), α ≥ 9/π, так, чтобы h = απ/n. Теперь,

если вместо множителя C∗ (2 + e−2) в правой части неравенства (3.14) написать множитель
(5/12 − δ), где 0 < δ < 5/12, то мы получим неравенства

1

2
≤ Jn(2k, α) ≤ U(9/π) <

( 5

12
− δ

)6
5

при n ≥ 2k(2k − 1), k ≥ 6,

которые являются противоречивыми. Отсюда следует оценка снизу константы C∗
k , содержа-

щаяся в (2.9).
Теорема доказана. �

З а м е ч а н и е 1. Неравенства (3.15) являются усилением теоремы 1 из [6].

З а м е ч а н и е 2. Напомним, что величина 2+ e−2 является наилучшей известной оцен-
кой константы в теореме Уитни (см. [18–20]). Отметим, что если справедлива гипотеза Сендова
(константы Уитни ограничены сверху единицей), то множитель

(
2 + e−2

)
в (2.9) перед Ck и

перед C∗ можно убрать. Известно, что при малых m ≤ 8 гипотеза Сендова верна.

4. Приложение

Здесь мы приведем дополнительные формулы и оценки для коэффициентов cj (см. (3.3))
и их сумм, необходимые для вычисления предельного значения C∗ нормы оператора W2k при
k → ∞ с точностью 10−7. Сначала выпишем несколько первых коэффициентов cj . Этих явных
выражений достаточно для вычисления C∗ с точностью 10−7.

c0 = ln 2 = 0.69314718 . . . , c1 =
π2

12
− ln 2 = 0.12931985 . . . ,

c2 = ln 2− 2 ·
π2

12
+ 1 = 0.04821311 . . . , c3 = 3 ·

π2

12
− ln 2−

7

4
= 0.02425391 . . . ,

c4 = ln 2− 4 ·
π2

12
+

47

18
= 0.01439015 . . . , c5 = 5 ·

π2

1
− ln 2−

491

144
= 0.00946576 . . . ,

c6 = ln 2− 6 ·
π2

12
+

2549

600
= 0.00667831 . . . , c7 = 7 ·

π2

12
− ln 2−

61071

1200
= 0.00495538 . . . ,

c8 = ln 2− 8 ·
π2

12
+

28863

4900
= 0.00381907 . . . , c9 = 9 ·

π2

12
− ln 2−

1577257

235200
= 0.00303146 . . . .

Запишем оценки величин

φi :=

∞∑

j=i+1

(−1)i+j+1

j2
, ψi :=

∞∑

j=i+1

(−1)j+i+1

j
, i = 0, 1, 2, 3, . . . ,

с помощью формулы Эйлера— Маклорена:

n∑

i=m+1

f(i) =

n∫

m

f(x) dx+
f(n)− f(m)

2
+

⌊p/2⌋∑

k=1

B2k

(2k)!

(
f (2k−1)(n)− f (2k−1)(m)

)
+R,

где B2k = (−1)k+1 2ζ(2k)(2k)!

(2π)2k
— числа Бернулли, ζ(p) =

∞∑

j=1

j−p — дзета-функция Римана,

|R| ≤
2ζ(p)

(2π)p

∫ n

m

∣∣∣f (p)(x)
∣∣∣ dx.
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Предположим, что i ≥ 10. Для ψi, φi с точностью i−9 имеем

ψi ≈ ψ̃i = 1/(2i) − 1/(4i2) + 1/(8i4)− 1/(4i6) + 17/(16i8),

φ2i ≈ φ̃2i = 1/(8i2)− 1/(16i3) + 1/(64i5)− 3/(256i7) + 17/(1024i9),

φ2i−1 ≈ φ̃2i−1 = 1/(8i2) + 1/(16i3)− 1/(64i5) + 3/(256i7)− 17/(1024i9),

и поэтому, с точностью, i−8 получаем ci = ψi−i φi ≈ c̃i = 1/(4i2)−3/(8i4)+5/(4i6)−119/(16i8).
Например, |c10 − c̃10| = 7 · 10−9 < 10−8, |c20 − c̃20| < 7 · 10−12 < 10−11 < 20−8.

Сейчас мы с помощью (3.12) можем вычислить приближенно величину C∗ (см. (2.6)) сле-
дующим образом:

C∗ = 1 + lim
k→∞

∫

R

|Λ2k(t)| dt = 1 +

∫

R

|Λ(t)| dt = 1 + 2

∞∑

j=0

c2j + c2j+1

cj + cj+1

= 1 + 2
( ∞∑

j=0

cj −

∞∑

j=1

cj
cj−1 − cj
cj−1 + cj

)
= 1 + ln 2 +

π2

8
− s,

где

s ≈ 2
( 9∑

j=1

cj
cj−1 − cj
cj−1 + cj

+
∞∑

j=10

c̃j
c̃j−1 − c̃j
c̃j−1 + c̃j

)
= 0.25411037 . . . + 0.00281097 . . . = 0.25692135 . . .

Таким образом, имеем C∗ = 1 + ln 2 + π2/8− s = 2.6699263 . . . .

Благодарность. Авторы искренне признательны В.Т.Шевалдину за ряд ценных замеча-
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