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1. Введение

Вопрос о приближении данной функции ортогональными системами функций является
одной из наиболее важных задач вычислительной математики и прикладного анализа. Хо-
рошо известно, что при решении задач математической физики применяются спектральные
методы, которые базируются на разложении в ряды Фурье по различным ортогональным си-
стемам. Известны многочисленные применения классических ортогональных многочленов в
анализе, квантовой механике и математической статистике. Указанные вопросы наиболее пол-
но изучены для функций одной переменной. Что же касается разложения функций двух (и
более) переменных по ортогональным многочленам двух переменных, то кроме известных ра-
бот [1–5], укажем еще на монографию [6], где излагаются основные свойства ортогональных
многочленов по двум переменным и свойства их рядов Фурье по этим многочленам. В [7]
рассматривается вопрос о разложении функций двух переменных в двойные ряды Фурье по
многочленам Чебышева, изучаются их скорости сходимости. В [8] вычислены точные верхние
грани приближения функций двух переменных “круговыми” суммами Фурье— Чебышева на
некоторых классах функций.

В настоящей статье продолжим исследование в этом направлении, пользуясь точными ре-
зультатами из [8], решим ряд экстремальных задач и вычислим значение поперечников неко-
торых классов функций двух переменных.
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2. Основные понятия и обозначения

Приведем основные понятия и предварительные результаты, которыми будем пользоваться
в дальнейшем.

Обозначим через L2,ρ пространство суммируемых с квадратом функций f двух переменных
на множестве Q = {(x, y) ∈ R

2 : −1 ≤ x, y ≤ 1} с весом ρ := ρ(x, y) = 1/
√

(1− x2)(1− y2),
наделенное нормой

‖f‖2,ρ := ‖f‖L2,ρ =

(∫∫

(Q)

ρ(x, y)f2(x, y) dxdy

)1/2

< ∞.

В этом пространстве введем в рассмотрение оператор

Fhf(x, y) =
1

4

[
f
(
x cos h+

√
1− x2 sinh, y cos h+

√
1− y2 sinh

)

+ f
(
x cos h+

√
1− x2 sinh, y cos h−

√
1− y2 sinh

)

+ f
(
x cos h−

√
1− x2 sinh, y cos h+

√
1− y2 sinh

)

+ f
(
x cos h−

√
1− x2 sinh, y cos h−

√
1− y2 sinh

)]
,

который будем называть оператором обобщенного сдвига с шагом h. Следуя [7], определим
разности первого и высших порядков равенствами

∆h(f) := ∆h(f ;x, y) = Fhf(x, y)− f(x, y) = (Fh − E)f(x, y),

∆k
h(f) := ∆

(
∆k−1

h (f)
)
= ∆h

(
∆k−1

h (f ; ·, ·), x, y
)

= (Fh − E)kf(x, y) =

k∑

i=0

(−1)k−i

(
k

i

)
F i
hf(x, y),

где

F 0
hf(x, y) = f(x, y), F i

hf(x, y) = Fh

(
F i−1
h f(x, y)

)
(i = 1, k, k ∈ N, 0 < h < 1)

и E — единичный оператор в L2,ρ. Величину

Ωm(f, t)2,ρ := sup
{
‖∆m

h (f)‖2,ρ : 0 < h ≤ t
}
, 0 < t < 1,

будем называть обобщенным модулем непрерывности m-го порядка функции f ∈ L2,ρ. Далее
мы предположим, что функция f ∈ L2,ρ имеет обобщенные частные производные в смысле
Леви [9, c. 172]. Введем операторы

Dx := (1− x2)
∂2

∂x2
− x

∂

∂x
, Dy := (1− y2)

∂2

∂y2
− y

∂

∂y

и положим

D := (1− x2)
∂2

∂x2
+ (1− y2)

∂2

∂y2
− x

∂

∂x
− y

∂

∂y
:= Dx +Dy

— дифференциальный оператор Чебышева второго порядка по переменным x и y. Рассмотрим

следующий класс L
(r)
2,ρ функций f ∈ L2,ρ, имеющих обобщенные частные производные

∂k

∂xk−i∂yi
f(x, y), i = 0, 1, . . . , k; k = 1, 2, . . . , 2r, r ∈ N,
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в смысле Леви, принадлежащих пространству L2,ρ, для которых ‖Drf‖2,ρ < ∞, где, как обыч-
но, D0f ≡ f, Drf ≡ D(Dr−1f), r ∈ N. Пусть далее

T0(x) =
1√
π
, Tn(x) =

√
2

π
cos(n arccos x), n = 1, 2, . . . ,

— система многочленов Чебышева первого рода, ортонормированная на [−1, 1] с весом
1√

1− x2
.

Разложим функцию f ∈ L2,ρ в двойной ряд Фурье— Чебышева

f(x, y) =
∞∑

k=0

∞∑

l=0

ckl(f)Tk(x)Tl(y), (2.1)

где

ckl(f) =

∫∫

(Q)

ρ(x, y)f(x, y)Tk(x)Tl(y) dxdy

— коэффициенты Фурье— Чебышева функции f, а равенство в (2.1) понимается в смысле
сходимости в L2,ρ “круговых” частичных сумм

SR(f ;x, y) =
∑

0≤k2+l2<R2

ckl(f)Tk(x)Tl(y)

ряда (2.1) при R → ∞. Пусть ER(f)2,ρ := ER(f)L2,ρ = inf
{
‖f − pR‖2,ρ : pR ∈ PR

}
— наилучшее

приближение функции f ∈ L2,ρ множеством PR алгебраических полиномов вида

pR(x, y) =
∑

0≤k2+l2<R2

aklx
kyl, R > 0, (2.2)

в пространстве L2,ρ. Хорошо известно, что

ER(f)2,ρ := inf
{
‖f − pR‖2,ρ : pR(x, y) ∈ PR

}
= ‖f − SR(f)‖2,ρ =

{ ∑

k2+l2≥R2

c2kl(f)

}1/2

. (2.3)

В [7] доказано, что для произвольной f ∈ L
(r)
2,ρ в указанном выше смысле сходимости в L2,ρ

имеет место равенство

‖∆m
h (Drf)‖22,ρ =

∞∑

k=0

∞∑

l=0

(1− cos kh cos lh)2m(k2 + l2)2rc2kl(f). (2.4)

Везде далее будем рассматривать лишь такие функции f ∈ L
(r)
2,ρ, для которых Drf 6≡ 0.

В [8] доказано, что

E2
R(D

rf)2,ρ =
∑

k2+l2≥R2

c2kl(D
rf) =

∑

k2+l2≥R2

(k2 + l2)2rc2kl(f),

и при любом r ∈ Z+, в предположении что Drf 6∈ PR, справедливо равенство

sup
f∈L

(r)
2,ρ

ER(f)2,ρ
ER(Drf)2,ρ

=
1

R2r
. (2.5)

При вычислении точного значения поперечников далее нам понадобится следующая

Теорема А [8, теорема 5]. Пусть m ∈ N, r ∈ Z+, R ∈ R+, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/R,
q(t) — произвольная неотрицательная суммируемая не эквивалентная нулю на отрезке [0, h]
функция. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L

(r)
2,ρ

R2rER(f)2,ρ(∫ h

0
Ωp
m(Drf, t)2,ρq(t) dt

)1/p
=

1
(∫ h

0
(1− cosRt)pmq(t) dt

)1/p
. (2.6)
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3. Применение K-функционала

Теория аппроксимации функций основана на одной из фундаментальных идей математи-
ки — замене сложных математических формул более простыми и удобными в приложениях.
Эта идея стимулирует развитие математики в целом и часто приводит к неожиданным ре-
зультатам. Одна из наиболее ярких реализаций указанной идеи основана на K-функционале
Петре, нашедшем применение при решении ряда экстремальных задач теории аппроксима-
ции функций; см., например, [10; 11] и работу одного из авторов (Шабозов М.Ш., Тухлиев К.
Неравенства Джексона — Стечкина с обобщенными модулями непрерывности и поперечники
некоторых классов функций // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2015. Т. 21, № 4.
С. 292–308). Определим в рассматриваемом нами случае K-функционал

K(f, tm)2,ρ := K
(
f, tm;L2,ρ;L

(m)
2,ρ

)
= inf

{
‖f − g‖2,ρ + tm‖Dmg‖2,ρ : g ∈ L

(m)
2,ρ

}
, (3.1)

где m ∈ N, 0 < t < 1. Представляет определенный интерес вычисление точных значений
экстремальных величин, содержащих K-функционал (3.1).

Теорема 1. Пусть m, r ∈ N, R ∈ R+. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L

(r)
2,ρ

R2rER(f)2,ρ
K(Drf,R−2m)2,ρ

= 1. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При доказательстве леммы 1 из [8] мы установили, что для

произвольной функции f ∈ L
(r)
2,ρ имеет место неравенство

ER(f)2,ρ ≤ 1

R2r
ER(D

rf)2,ρ.

Отсюда получаем

ER(f)2,ρ ≤ 1

R2r
‖Drf − SR(g)‖2,ρ, (3.3)

где

SR(g) := SR(g;x, y) =
∑

0<k2+l2<R2

ckl(g)Tk(x)Tl(y)

— “круговые” частичные суммы R-го порядка ряда Фурье— Чебышева произвольной функции

g ∈ L
(m)
2,ρ по ортонормированной в области Q с весом ρ системе полиномов {Tk(x)Tl(y)}k,l∈Z+ .

В силу равенства (2.5) для произвольной функции g ∈ L
(m)
2,ρ имеем

‖g − SR(g)‖2,ρ = ER(g)2,ρ ≤ 1

R2m
ER(D

mg)2,ρ ≤ 1

R2m
‖Dmg‖2,ρ. (3.4)

Из неравенства (3.3), учитывая (3.4), получаем

ER(f)2,ρ ≤
1

R2r
‖Drf − SR(g)‖2,ρ ≤ 1

R2r

(
‖Drf − g‖2,ρ + ‖g − SR(g)‖2,ρ

)

≤ 1

R2r

(
‖Drf − g‖2,ρ +

1

R2m
‖Dmg‖2,ρ

)
. (3.5)

Так как левая часть неравенства (3.5) не зависит от g ∈ L
(m)
2,ρ , то, переходя в правой части (3.5)

к нижней грани по всем функциям g ∈ L
(m)
2,ρ и используя определение K-функционала (3.1),

имеем

ER(f)2,ρ ≤ R−2rK(Drf,R−2m)2,ρ.
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Отсюда следует оценка сверху

sup
f∈L

(r)
2,ρ

R2rER(f)2,ρ
K(Drf,R−2m)2,ρ

≤ 1. (3.6)

Для получения оценки снизу экстремальной характеристики, стоящей в левой части неравен-
ства (3.6), вводим в рассмотрение произвольный полином вида

PR(x, y) =
∑

0≤k2+l2≤R2

ckl(PR)Tk(x)Tl(y). (3.7)

Применяя к полиному (3.7) оператор Dr, в силу линейности этого оператора и формул [7]

DTk(x)Tl(y) = −(k2 + l2)Tk(x)Tl(y),D
rTk(x)Tl(y) = (−1)r(k2 + l2)rTk(x)Tl(y), r ∈ N,

запишем

DrPR(x, y) =
∑

k2+l2≤R2

ckl(PR)D
rTk(x)Tl(y) =

∑

k2+l2≤R2

(−1)r(k2 + l2)rckl(PR)Tk(x)Tl(y). (3.8)

Применяя к соотношению (3.8) равенство Парсеваля и имея ввиду, что последовательность
натуральных чисел {(k2 + l2)2r} монотонно возрастает, запишем

‖DrPR‖22,ρ =
∑

k2+l2≤R2

(k2 + l2)2rc2kl(PR) ≤ R4r‖PR‖22,ρ. (3.9)

Полагая в формуле (3.1) для K-функционала сперва g ≡ 0, а затем g = PR для K-функ-
ционала K(PR, t

m)2,ρ, получаем оценки

K(PR, t
m)2,ρ ≤




‖PR‖2,ρ,

tm‖Dm(PR)‖2,ρ, 0 < t < 1.
(3.10)

Заметим, что для функции f1(x, y) = TR(x)T0(y) имеем

Dr+mf1(x, y) = (−1)r+mR2(r+m)TR(x)T0(y). (3.11)

Пользуясь равенством (3.11) и вторым из неравенств (3.10), получаем

K
(
Drf1, R

−2m
)
2,ρ

≤ R−2m‖Dr+mf1‖2,ρ = R−2mR2(r+m) = R2r.

Используя полученное неравенство и тот факт, что ER(f1)2,ρ = 1, запишем оценку снизу

sup
f∈L

(r)
2,ρ

R2rER(f)2,ρ
K (Drf,R−2m)2,ρ

≥ R2rER(f1)2,ρ
K (Drf1, R−2m)2,ρ

=
R2r

K (Drf1, R−2m)2,ρ
≥ 1. (3.12)

Сопоставляя оценку сверху (3.6) и оценку снизу (3.12), получаем равенство (3.2).
Теорема доказана. �

4. Точные значения N-поперечников некоторых классов функций

Для изложения дальнейших результатов нам понадобится ряд определений и обозначе-
ний. Пусть S — единичный шар в L2,ρ; ΛN ⊂ L2,ρ — N -мерное подпространство; ΛN ⊂
L2,ρ — подпространство коразмерности N ; Λ: L2,ρ → ΛN — непрерывный линейный оператор;
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Λ⊥ : L2,ρ → ΛN — непрерывный оператор линейного проектирования, M — выпуклое центрально-
симметричное подмножество из L2,ρ. Величины

bN (M, L2,ρ) = sup
{
sup {ε > 0; εS ∩ ΛN+1 ⊂ M} : ΛN+1 ⊂ L2,ρ

}
,

dN (M, L2,ρ) = inf
{
sup

{
‖f‖2,ρ : f ∈ M ∩ ΛN

}
: ΛN ⊂ L2,ρ

}
,

dN (M, L2,ρ) = inf
{
sup {inf {‖f − g‖2,ρ : g ∈ ΛN} : f ∈ M} : ΛN ⊂ L2,ρ

}
,

δN (M, L2,ρ) = inf
{
inf {sup {‖f − Λf‖2,ρ : f ∈ M} : ΛL2,ρ ⊂ ΛN} : ΛN ⊂ L2,ρ

}
,

ΠN (M, L2,ρ) = inf
{
inf{sup{‖f − Λ⊥f‖2,ρ : f ∈ M} : Λ⊥L2,ρ ⊂ ΛN} : ΛN ⊂ L2,ρ

}

называют соответственно бернштейновским, гельфандовским, колмогоровским, линейным и

проекционным N -поперечниками множества M в пространстве L2,ρ.
Мы будем пользоваться монотонностью указанных поперечников по N , а также тем фак-

том, что в гильбертовом пространстве для них выполняются соотношения [12;13]

bN (M;L2,ρ) ≤ dN (M;L2,ρ) ≤ dN (M;L2,ρ) = δN (M;H2) = ΠN (M;L2,ρ). (4.1)

Приведем определение классов функций, для которых вычислим значения приведенных
выше N -поперечников. Пусть m, r ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < H < 1, q ≥ 0 — суммируемая на
интервале (0,H) не эквивалентная нулю измеримая функция. Через HW r

2,p(Ωm, q) обозначим

класс, состоящий из функций f ∈ L
(r)
2,ρ, у которых Drf удовлетворяет условию

H∫

0

Ωp
m(Drf, t)q(t) dt ≤ 1.

В формулировках далее излагаемых теорем, следуя [7], полагаем

m(R) = card
{
(k, l) : k + 1, l + 1 ∈ N, 0 ≤ k2 + l2 ≤ R2

}
,

m(R) = card
{
(k, l) : k + 1, l + 1 ∈ N, 0 ≤ k2 + l2 < R2

}
,

где k, l ∈ Z+.

Теорема 2. Пусть R,m,N ∈ N, r ∈ Z+, λ = 0, 1, 2, . . . ,m(R) − m(R) − 1; 0 < p ≤ 2,
0 < HR ≤ π, q ≥ 0 — суммируемая на интервале (0,H) не эквивалентная нулю измеримая

функция. Тогда справедливы равенства

γm(R)+λ

(
HW r

2,p(Ωm, q);L2,ρ

)
= ER

(
HW r

2,p(Ωm, q)
)
2,ρ

= R−2r

( H∫

0

(1− cosRt)pmq(t) dt

)−1/p

,

(4.2)
где γν(·) — любой из перечисленных выше ν-поперечников, а

ER

(
HW r

2,p(Ωm, q)
)
L2,ρ

:= sup
{
ER(f)L2,ρ : f ∈ HW r

2,p(Ωm, q)
}
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как круговая частичная сумма R-го порядка

SR(f ;x, y) :=
∑

k2+l2<R2

ckl(f)Tk(x)Tl(y)

ряда Фурье— Чебышева функции f ∈ L2,ρ содержит m(R) линейно независимых элементов,
то, пользуясь неравенством

ER(f)2,ρ ≤ R−2r

( H∫

0

(1− cosRt)pm q(t)dt

)−1/p

,
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вытекающим из (2.6) и верным для любой функции f ∈ HW r
2,p(Ωm, q), а также соотношениями

(4.1) и определением класса HW r
2,p(Ωm, q), для любого λ = 0, 1, 2, . . . ,m(R)−m(R)−1 получаем

оценку сверху

γm(R)+λ

(
HW r

2,p(Ωm, q);L2,ρ

)
≤ dm(R)+λ

(
HW r

2,p(Ωm, q);L2,ρ

)

≤ ER

(
HW r

2,p(Ωm, q)
)
L2,ρ

≤ R−2r

( H∫

0

(1− cosRt)pmq(t) dt

)−1/p

. (4.3)

Для получения оценки снизу указанных выше N -поперечников в подпространстве Pm(R)+λ

алгебраических многочленов вида (2.2) рассмотрим многочлен

PR(x, y) =
∑

k2+l2≤R2

akl(PR)Tk(x)Tl(y) (4.4)

и покажем, что шар

Sm(R) :=

{
PR ∈ Pm(R) : ‖PR‖2,ρ ≤ R−2r

( H∫

0

(1− cosRt)pmq(t) dt

)−1/p}

принадлежит классу HW r
2,p(Ωm, q). Учитывая формулу (3.8), из равенства (2.4) получаем

Ωm(DrPR, t)2,ρ =

{ ∑

0≤k2+l2≤R2

(1− cos kt cos lt)2m (k2 + l2)
2r
c2kl(PR)

}1/2

≤ R2r(1− cosRt)m‖PR‖2,ρ. (4.5)

Левую и правую часть неравенства (4.5), возведя в степень p (0 ≤ p ≤ 2), умножим на
функцию q и интегрируем обе части полученного неравенства по переменной t в пределах от 0
до H. В итоге будем иметь

H∫

0

Ωp
m(DrPR, t)2,ρq(t) dt ≤ R2pr‖PR‖p2,ρ

H∫

0

(1− cosRt)pmq(t) dt ≤ 1.

Этим включение Sm(R) ⊂ HW r
2,p(Ωm, q) доказано. Имея в виду, что

m(R) ≤ m(R) + 2,m(R) + λ ≤ m(R)− 1, λ = 0, 1, 2, . . . ,m(R)−m(R)− 1,

и учитывая соотношения (4.1) и определение бернштейновского N -поперечника, получаем

γm(R)+λ

(
HW r

2,p(Ωm, q);L2,ρ

)
≥ γm(R)−1

(
HW r

2,p(Ωm, q);L2,ρ

)

≥ bm(R)−1

(
HW r

2,p(Ωm, q);L2,ρ

)
≥ bm(R)−1

(
Sm(R);L2,ρ

)

≥ R−2r

( H∫

0

(1− cosRt)pmq(t) dt

)−1/p

. (4.6)

Сопоставляя оценку сверху (4.3) и оценку снизу (4.6), получаем требуемые равенства (4.2).
Теорема доказана. �

Следствие 1. Пусть R ∈ N, k+l = 1, 2, . . . ,m(R)−m(R)−1; r ∈ Z+, H ∈ (0, 1), 0 < p ≤ 2.
Тогда имеет место равенство

sup
{
|ckl(f)| : f ∈ HW r

2,p(Ωm, q)
}
= R−2r

( H∫

0

(1− cosRt)pmq(t) dt

)−1/p

. (4.7)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольной функции f ∈ L2,ρ и R ∈ N имеем

ckl(f) =

∫∫

R2

ρ(x, y)f(x, y)Tk(x)Tl(y) dxdy

=

∫∫

R2

ρ(x, y)
(
f(x, y)− SR(f ;x, y)

)
Tk(x)Tl(y) dxdy

=

∫∫

R2

{
ρ(x, y)1/2

(
f(x, y)− SR(f ;x, y)

)}{
ρ(x, y)1/2Tk(x)Tl(y)

}
dxdy, (4.8)

где SR(f) — частичная круговая сумма R-го порядка функции f ∈ L
(m)
2,ρ . Используя неравен-

ство Коши— Буняковского и формулу (2.3), из равенства (4.8) получаем

|ckl(f)| ≤ ‖f(x, y)− SR(f)‖2,ρ = ER(f)2,ρ. (4.9)

Из неравенства (4.9), учитывая (4.2), получаем оценку сверху

sup
{
|ckl(f)| : f ∈ HW r

2,p(Ωm, q)
}
≤ ER

(
HW r

2,p(Ωm, q)
)

= R−2r

( H∫

0

(1− cosRt)pmq(t) dt

)−1/p

. (4.10)

Легко показать, что функция

f̃(x, y) := R−2r

( H∫

0

(1− cosRt)pmq(t) dt

)−1/p

TR(x)T0(y)

принадлежит шару Sm(R) ⊂ HW r
2,p(Ωm, q), а потому функция f̃ ∈ HW r

2,p(Ωm, q). Следователь-
но,

sup
{
|ckl(f)| : f ∈ HW r

2,p(Ωm, q)
}
≥ |ckl(f̃)| = R−2r

( H∫

0

(1− cosRt)pmq(t) dt

)−1/p

. (4.11)

Равенство (4.7) является следствием неравенств (4.10) и (4.11).
Следствие доказано. �

Неубывающая на (0,∞) функция Φ называется k-мажорантой [14, c. 25], если функ-
ция t−kΦ(t) не возрастает на (0,∞), Φ(0) = 0 и Φ(t) → 0 при t → 0. При k = 1 функцию
Φ называют мажорантой.

Через W r
2,ρ(Km,Φ) (r ∈ Z+, m ∈ N) обозначим класс функций f ∈ Lr

2,ρ, у которых Drf
удовлетворяет условию K(Drf, tm) ≤ Φ(tm) для любого t ∈ (0, 1]. В этом определении класса
Φ — некоторая мажоранта и L0

2,ρ ≡ L2,ρ, W 0
2,ρ(Km,Φ) ≡ W2,ρ(Km,Φ).

Теорема 3. Пусть Φ — некоторая мажоранта, определяющая класс функций W r
2,ρ(Km,Φ),

где r ∈ Z+, m ∈ N. Тогда для произвольного R ∈ N и λ = 0, 1, 2, . . . ,m(R)−m(R)− 1, справед-

ливы равенства

γm(R)+λ

(
W r

2,ρ(Km; Φ);L2,ρ

)
= ER

(
W r

2,ρ(Km; Φ)
)
2,ρ

= R−2rΦ(R−2m),

где γν(·) — любой из перечисленных выше ν-поперечников.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (3.6) и соотношения (4.1) между всеми рассмат-
риваемыми нами поперечниками вытекает оценка сверху

γm(R)+λ

(
W r

2,ρ(Km; Φ);L2,ρ

)
≤ dm(R)+λ

(
W r

2,ρ(Km; Φ);L2,ρ

)

≤ ER

(
W r

2,ρ(Km; Φ)
)
2,ρ

= R−2rΦ(R−2m).

Для нахождения оценок снизу перечисленных выше N -поперечников в соответствии с со-
отношениями (4.1) достаточно найти оценку снизу бернштейновского N -поперечника класса
W r

2,ρ(Km; Φ) в L2,ρ. С этой целью в подпространстве Pm(R) многочленов вида (4.4) введем в
рассмотрение шар

σm(R) :=
{
PR ∈ Pm(R) : ‖PR‖2,ρ ≤ R−2rΦ(R−2m)

}

и, как и в теореме 2, докажем включение σm(R) ⊂ W r
2,ρ(Km; Φ).

Поскольку функция Φ является мажорантой, при любых 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1 имеем

Φ(τ1)τ2 ≥ Φ(τ2)τ1. (4.12)

В неравенстве (4.12), полагая τ1 = tm1 , τ2 = tm2 , где 0 < t1 ≤ t2 ≤ 1, получаем

Φ(tm1 )tm2 ≥ Φ(tm2 )tm1 . (4.13)

Чтобы установить справедливость включения σm(R) ⊂ W r
2,ρ(Km; Φ), где 0 < t ≤ 1, нужно

доказать, что для любого PR ∈ σm(R) выполняется неравенство

K(DrPR, t
m) ≤ Φ(tm), 0 < t ≤ 1.

Пусть сначала 0 < t ≤ 1/R2. Используя неравенство (4.13), где t1 := t и t2 := 1/R2, а также
применяя неравенство (3.10) с учетом (3.9), получаем

K (DrPR, t
m)2,ρ ≤ tm‖Dr+mPR‖2,ρ ≤ tmR2(r+m)‖PR‖2,ρ

≤ tmR2(r+m)R−2rΦ(R−2m) = tmR2mΦ(R−2m) ≤ Φ(tm). (4.14)

Пусть теперь 1/R2 ≤ t ≤ 1. Тогда, используя неравенства (3.10), (3.9), а также учитывая,
что Φ является неубывающей, имеем

K
(
DrPR, t

m
)
2,ρ

≤ ‖DrPR‖2,ρ ≤ R2r‖PR‖2,ρ ≤ Φ(R−2m) ≤ Φ(tm). (4.15)

Таким образом, из определения класса W r
2,ρ(Km,Φ) и неравенств (4.14) и (4.15) вытекает,

что σm(R) ⊂ W r
2,ρ(K; Φ). Но тогда согласно соотношениям (4.1) и определению бернштейнов-

ского N -поперечника, получим оценку снизу

γm(R)

(
W r

2,ρ(Km; Φ);L2,ρ

)
≥ γm(R)+λ

(
W r

2,ρ(Km; Φ);L2,ρ

)

≥ bm(R)+λ

(
W r

2,ρ(Km; Φ);L2,ρ

)
≥ bm(R)+λ(σm;L2,ρ) ≥ R−2rΦ(R−2m). (4.16)

Сравнивая оценку сверху (4.15) и оценку снизу (4.16), завершаем доказательство теоре-
мы. �

В качестве следствия из теоремы 3 вытекает следующее утверждение.

Следствие 2. Пусть R ∈ N, k + l = 0, 1, 2, . . . ,m(R) − m(R) − 1; и Φ — заданная ма-

жоранта, определяющая класс функций W r
2,ρ(Km; Φ), где r ∈ Z+, m ∈ N. Тогда справедливо

равенство

sup
{
|ckl(f)| : f ∈ (W r

2,ρ(Km; Φ))
}
= R−2rΦ(R−2m).

Д о к а з а т е л ь с т в о данного следствия повторяет схему доказательства следствия 1,
а потому здесь не приводится.
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