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Основной целью данной статьи является построение ортонормированных базисов кратномасштабного
анализа (КМА), которые при этом являются интерполяционными на сетке k/2j . Рассматриваются орто-
нормированный КМА и соответствующие всплески. На основе такого КМА по ортогональным маскам мас-
штабирующих функций строятся маски новых масштабирующих функций, удовлетворяющие условию ин-
терполяционности. В книге Добеши (2001) показано, что одновременно интерполяционные и ортогональ-
ные базисы КМА не могут иметь компактный носитель. В работе 2008 г. Ю. Н.Субботин и Н.И.Черных
привели способ модификации масштабирующей функции Мейера таким образом, чтобы образованный ею
базис был одновременно ортогональным и интерполяционным. В данной статье получен способ модифи-
кации более широкого класса масштабирующих функций таким образом, чтобы новые масштабирующие
функции, оставаясь ортогональными, стали еще и интерполяционными, начиная построение с маски мас-
штабирующей функции. Сформулированы необходимые и достатоточные условия для того, чтобы сдвиги
вновь полученной с использованием модифицированной маски масштабирующей функции образовывали
интерполяционно-ортогональную систему.
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Введение

Классическая теория всплесков стала интенсивно развиваться в 80-е годы прошлого века.
После работ Мейера и Малла (см. [1;2]) построение базисов всплесков начинается с построения
системы вложенных подпространств Vj пространства L2(R), называемой кратномасштабным

анализом пространства L2(R).

Известно следующее определение.

О п р е д е л е н и е. Последовательность вложенных друг в друга замкнутых подпро-
странств пространства L2(R)

. . . ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · · (1)

1Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом центре.
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называется кратномасштабным анализом (КМА) пространства L2(R), если она удовлетворя-
ет следующим условиям:

a) ∪jVj = L2(R);
b) ∩jVj = {0};
c) f(x) ∈ Vj ⇔ f(x+ l/2j) ∈ Vj ∀j, l ∈ Z;
d) f(x) ∈ V0 ⇔ f(2jx) ∈ Vj ∀j ∈ Z;
e) найдется такая функция ϕ(x) ∈ L2(R), что множество ее сдвигов {ϕ(x+k)}k∈Z образует

ортонормированный базис пространств V0.
Базис {ϕj,k(x) := 2j/2ϕ(2jx − k)}k∈Z каждого из пространств Vj образован сжатиями и

сдвигами масштабирующей функции ϕ(x) ∈ L2(R). Далее строятся такие подпространства
Wj, ортогональные базисы которых {ψj,k(x)}k∈Z образованы также сдвигами и сжатиями од-
ной функции, что Wj является ортогональным дополнением пространства Vj до Vj+1. Полу-
ченная в результате система {ψj,k(x)}j,k∈Z образует ортонормированный базис всего простран-
ства L2(R).

Хорошо известно также, что для того чтобы система {ϕj,k(x) := 2j/2ϕ(2jx−k)}k∈Z была ор-
тонормированной, а система {2−j/2ϕj,k(x)}k∈Z — интерполяционной, необходимо и достаточно,
чтобы выполнялись два условия:

∑

ν∈Z

|ϕ̂(ω − k)|2 п. в.
= 1,

∑

ν∈Z

ϕ̂(ω − k)
п. в.
= 1.

В статье [3] Ю.Н.Субботин и Н.И.Черных показали, как можно изменить веществен-
нозначную масштабирующую функцию типа Мейера, чтобы новая масштабирующая функция,
оставаясь ортогональной, стала еще и интерполяционной. Рассмотрим функцию ϕ̂(ω) = ϕ̂ε(ω),
носитель которой совпадает с отрезком

[−(1 + ε)/2, (1 + ε)/2], 0 ≤ ε ≤ 1/3,

ϕ̂(ω) = 1 при −(1 − ε)/2 ≤ ω ≤ (1 − ε)/2; ϕ̂(ω) четная, и на промежутке [(1 − ε)/2, (1 +
ε)/2] функция ϕ̂2(ω) − 1/2 нечетная относительно w = 1/2. Для такой функции выполнено
условие ортонормированности. В работе [3] предложено два способа построения функций на
основе описанных функций типа Мейера, таких, что новая масштабирующая функция будет
порождать ортонормированную и интерполяционную систему.

При первом способе
ϕ̂1(ω) = ϕ̂(ω) + α(ω) + i · sign(ω)β(ω),

где носитель функций α(ω), β(ω) — это множество [(1−ε)/2, (1+ε)/2]∪ [(−1−ε)/2, (−1+ε)/2],
а на промежутках [(1− ε)/2, (1 + ε)/2] и [(−1− ε)/2, (−1 + ε)/2]

α(ω) =
1− ϕ̂(ω)− ϕ̂(ω − 1)− ϕ̂(ω + 1)

2
, β(ω) =

√
ϕ̂(ω)(ϕ̂(ω − 1) + ϕ̂(ω + 1))

2
.

При втором способе
ϕ̂2(ω) = |ϕ̂(ω)|2 + i · sign(ω)β(ω), (2)

где носитель β(ω) — также множество [(1− ε)/2, (1+ ε)/2]∪ [(−1− ε)/2, (−1+ ε)/2], а на своем
носителе

β(ω) = ϕ̂(ω)(ϕ̂(ω − 1) + ϕ̂(ω + 1)).

В обоих случаях новая функция ϕs (s = 1, 2) удовлетворяет условиям ортогональности и
интерполяционности и является масштабирующей функцией для кратномасштабного анализа
. . . ⊂ Vj ⊂ Vj+1 ⊂ . . . , где базис пространства V0 образован системой {ϕs(x− k)}k∈Z (s = 1, 2).

Условия вложения (1) выполняются при выполнении масштабирующего соотношения

ϕ(x) =
∑

ν∈Z

hνϕ1,ν(x), {hν} ∈ l2(Z). (3)
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Для пространств Vj строятся подпространства Wj , дополняющие их до следующего про-
странства Vj+1 таким образом, что выполняются условия

1) Vj
⊕
Wj = Vj+1;

2) Vj⊥Wj ∀j ∈ Z.

Базисы пространств Wj образованы функциями-всплесками {ψj,k(x) = 2j/2ψ(2jx− k)}k∈Z,
где функция ψ строится по ϕ следующим образом:

ψ(x) =
∑

ν∈Z

(−1)ν−1h1−νϕ1,ν(x),

где hν — коэффициенты из (3), ϕj,ν(x) = 2j/2ϕ(2jx− ν).

В данной работе получен способ модификации любых, а не только мейеровских, масшта-
бирующих функций, образующих ортогональный КМА, таким образом, чтобы новые масшта-
бирующие функции порождали интерполяционно-ортогональные базисы.

1. Необходимые условия интерполяционности в терминах масок
масштабирующей функции подпространств КМА пространства L

2(R)

Известно, что необходимым и достаточным условием ортонормированности целочисленных
сдвигов масштабирующей функции любого КМА является условие

∑

ν∈Z

|ϕ̂(ω − ν)|2 п. в.
= 1

(п. в. — почти всюду). Известно также, что необходимое и достаточное условие интерполяцион-
ности сдвигов масштабирующей функции {ϕ(x−k)}k∈Z, где ϕ̂(ω) ∈ L(R), выглядит следующим
образом: ∑

ν∈Z

ϕ̂(ω − ν)
п. в.
= 1. (4)

Масштабирующие соотношения (3) после преобразования Фурье можно представить в виде

ϕ̂(ω) = m
(ω
2

)
ϕ̂
(ω
2

)
, (5)

где 1-периодическая функция m(ω) называется маской масштабирующей функции и опреде-
ляется формулой

m(ω) =
1√
2

∑

ν∈Z

hνe
2πiνω ∈ L2[0, 1]. (6)

Известно, что если система {ϕ(x − k)}k∈Z ортонормирована, то для маски выполнено со-
отношение

|m(ω)|2 +
∣∣∣m

(
ω +

1

2

)∣∣∣
2 п. в.

= 1. (7)

Докажем, что подобное утверждение справедливо и для условия интерполяционности.

Предложение. Пусть система целочисленных сдвигов масштабирующей функции

{ϕ(x − k)}k∈Z является интерполяционной, а ϕ̂(ω) ∈ L(R). Тогда для маски масштабиру-

ющей функции m(ω) выполняется условие

m(ω) +m
(
ω +

1

2

)
п. в.
= 1. (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть система {ϕ(x−k)}k∈Z является интерполяционной. Тогда
для функции ϕ(x) выполняется условие (4). Стандартным образом, подставляя (5) в (4) и
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разбивая получившуюся сумму на суммы по четным и нечетным слагаемым, получаем, что
справедливо равенство

1п. в.=
∑

ν∈Z

ϕ̂(ω − k) =
∑

ν∈Z

m
(ω − k

2

)
ϕ̂
(ω − k

2

)

=
∑

ν∈Z

m
(ω
2
− k

)
ϕ̂
(ω
2
− k

)
+

∑

ν∈Z

m
(ω + 1

2
− k

)
ϕ̂
(ω + 1

2
− k

)
.

В силу 1-периодичности m(ω) и равенства (4) для почти всех ω имеем

m
(ω
2

)∑

ν∈Z

ϕ̂
(ω
2
− k

)
+m

(ω + 1

2

)∑

ν∈Z

ϕ̂
(ω + 1

2
− k

)
= m

(ω
2

)
+m

(ω
2
+

1

2

)
п. в.=1.

Таким образом, доказана справедливость (8). �

2. Преобразование маски масштабирующей функции

Пусть имеется ортонормированный КМА с маской m(ω), принимающей вещественные зна-
чения. Для него справедливы масштабирующие соотношения (3), (5) и определена маска ра-
венством (6). Преобразуем маску масштабирующей функции следующим образом:

mI(ω) = |m(ω)|2 + α(ω).

Подберем такую 1-периодическую α(ω), чтобы новая маска удовлетворяла условию (8). Для
этого должно выполняться равенство α(ω) = −α(ω + 1/2). При этом, чтобы для mI(ω), как и
для исходной m(ω), выполнялось условие типа (7), определим α(ω) в виде

α(ω) = B(ω)m(ω)m
(
ω +

1

2

)
, где B(ω)

п. в.
= −B

(
ω +

1

2

)
,

и наложим на B(ω) условия

B(ω)
п. в.
= −B(ω), |B(ω)| п. в.

= 1.

Этим условиям удовлетворяет, например,

B(ω) = i · sign(sin 2πω).

Таким образом, новая маска, по которой будем строить модифицированный КМА, теперь
имеет вид

mI(ω) = |m(ω)|2 + i · sign(sin 2πω)m(ω)m
(
ω +

1

2

)
. (9)

В более общем случае, включая комплекснозначные m(ω), можно преобразовать маску,
положив

mI(ω) = |m(ω)|2 + i · sign(sin 2πω)|m(ω)|
∣∣∣m

(
ω +

1

2

)∣∣∣. (10)

Легко проверить, что условие (9) для вещественнозначных масок и условие (10) для ком-
плекснозначных масок обеспечивают выполнение равенств (7), (8). Докажем, что при до-
полнительных условиях на маски m(ω) масштабирующую функцию, порождающую интер-
поляционно-ортогональную систему, можно восстановить по ее преобразованию Фурье

ϕ̂I(ω) =
∞∏

j=1

mI

( ω
2j

)
. (11)

Справедлива следующая теорема.
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Теорема 1. Пусть маска m(ω) удовлетворяет условиям

1) |m(ω)|2 + |m(ω + 1/2)|2 = 1;

2) |m(ω)| ≥ C > 0 при |ω| ≤ 1/4;

3) функция |m(ω + 1/2)| ≤ Ω(ω) при |ω| < δ0, где Ω(ω) непрерывна, а ряд
∞∑
j=1

Ω
(
ω/2j

)

сходится.

Пусть, кроме того, m(0) = 1, m(ω) непрерывна в окрестности нуля и

∞∏

j=1

m(ω/2j) =: ϕ̂(ω) ∈ L(R),

функция mI(ω) определяется формулой (9) при m(ω) со значениями из R или формулой (10)
при m(ω), принимающей любые значения, в том числе и комплексные.

Тогда при целых j система функций
{
ϕI,j,k

}
k∈Z

, где ϕ̂I определена формулой (11), явля-

ется ортонормированной в пространстве L2(R), а система
{
2−j/2ϕI,j,k

}
k∈Z

— интерполяци-

онной на сетке
{
xj,l = l/2j : l ∈ Z

}
. Последовательность пространств

V I
j := span

{
ϕI,j,k

}
k∈Z

образует КМА пространства L2(R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что

|mI(ω)|2 = |m(ω)|4 + |m(ω)|2|m(ω + 1/2)|2 = |m(ω)|2(|m(ω)|2 + |m(ω + 1/2)|2) = |m(ω)|2.

Для бесконечного произведения
∞∏
j=1

mI(ω/2
j) справедливо равенство

∞∏

j=1

mI

( ω
2j

)
=

∞∏

j=1

e lnmI (ω/2
j ) = e

∞∑

j=1

lnmI (ω/2
j )

.

Ряд
∞∑
j=1

lnmI(ω/2
j) сходится, если абсолютно сходится ряд

∞∑
j=1

(mI(ω/2
j)−1). Так как для m(ω)

выполнено условие 3), то

∞∑

j=1

∣∣∣mI

( ω
2j

)
− 1

∣∣∣ =
∞∑

j=1

∣∣∣mI

( ω
2j

+
1

2

)∣∣∣ =
∞∑

j=1

∣∣∣m
( ω
2j

+
1

2

)∣∣∣ <∞.

Тогда и бесконечное произведение
∞∏
j=1

mI(ω/2
j) сходится.

Следовательно, определив в (11) функцию ϕ̂I(ω) :=
∞∏
j=1

mI(ω/2
j), получим, что ее модуль

совпадает с модулем исходной масштабирующей функции, т. е.

|mI(ω)| = |m(ω)|, |ϕ̂I(ω)| = |ϕ̂(ω)|. (12)

По условию теоремы |ϕ̂(ω)| ∈ L(R), а так как m(ω) удовлетворяет достаточному условию
ортогональности масштабирующих функций, то

∞∏

j=1

mI

( ω
2j

)
∈ L(R) ∩ L2(R) ⇔

∞∏

j=1

m
( ω
2j

)
∈ L(R) ∩ L2(R).
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Введем последовательность функций

ϕ̂nI (ω) :=
n∏

j=1

mI

( ω
2j

)
χ[

−
1

2
, 1
2

]
( ω
2n

)
.

Очевидно, ϕ̂nI →
n→∞

ϕ̂I поточечно.

Покажем, что системы {ϕnI (x− k)}k∈Z являются интерполяционно-ортогональными.

По построению mI(ω) удовлетворяет условию (8). Покажем, что {ϕnI (x− k)}k∈Z являются
интерполяционными на целочисленной сетке системы. Имеем

ϕnI (k) =

∫

R

ϕ̂nI (ω)e
2πikωdω =

2n−1∫

−2n−1

n∏

j=1

mI

( ω
2j

)
e2πikωdω.

Отрезок интегрирования в данном случае совпадает с периодом подынтегральной функции.
Сдвигая отрезок интегрирования на 2n−1 и разбивая на сумму двух интегралов, получим

ϕnI (k) =

2n∫

0

n∏

j=1

mI

( ω
2j

)
e2πikωdω =

2n−1∫

0

n∏

j=1

mI

( ω
2j

)
e2πikωdω +

2n∫

2n−1

n∏

j=1

mI

( ω
2j

)
e2πikωdω,

где после замены во втором интеграле переменной ω/2n на ω/2n + 1/2 имеем

ϕnI (k) =

2n−1∫

0

n−1∏

j=1

mI

( ω
2j

)(
mI

( ω
2n

)
+mI

( ω
2n

+
1

2

))
e2πikωdω =

2n−1∫

0

n−1∏

j=1

mI

( ω
2j

)
e2πikωdω.

Заметим, что под знаком интеграла теперь оказалась функция ̂ϕn−1
I (ω), т. е. исходное равен-

ство после n итераций примет вид

ϕnI (k) =

∫

R

̂ϕn−1
I (ω)e2πikωdω = . . . =

∫

R

̂ϕn−1
I (ω)e2πikωdω =

1∫

−1

mI

(ω
2

)
e2πikωdω

=

1∫

0

mI

(ω
2

)
e2πikωdω +

2∫

1

mI

(ω
2

)
e2πikωdω =

1∫

0

(
mI

(ω
2

)
+mI

(ω
2
+

1

2

))
e2πikωdω

=

1∫

0

e2πikωdω = δk,0.

Таким образом, интерполяционность систем {ϕnI (x− k)}k∈Z доказана.

Аналогично

〈ϕnI (x), ϕnI (x− k)〉L2(R) =

∫

R

ϕ̂nI (ω)ϕ̂
n
I (ω)e

−2πikωdω =

2n−1∫

−2n−1

n∏

j=1

∣∣∣mI

( ω
2j

)∣∣∣
2
e2πikωdω

=

2n∫

0

n∏

j=1

∣∣∣mI

( ω
2j

)∣∣∣
2
e2πikωdω =

2n−1∫

0

n∏

j=1

∣∣∣mI

( ω
2j

)∣∣∣
2
e2πikωdω +

2n∫

2n−1

n∏

j=1

∣∣∣mI

( ω
2j

)∣∣∣
2
e2πikωdω
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=

2n−1∫

0

n−1∏

j=1

∣∣∣mI

( ω
2j

)∣∣∣
2(∣∣∣mI

( ω
2n

)∣∣∣
2
+

∣∣∣mI

( ω
2n

+
1

2

)∣∣∣
2)
e2πikωdω =

2n−1∫

0

n−1∏

j=1

∣∣∣mI

( ω
2j

)∣∣∣
2
e2πikωdω

=

∫

R

|̂ϕn−1
I (ω)|2e2πikωdω = . . . =

∫

R

|̂ϕn−1
I (ω)|2e2πikωdω =

1∫

−1

∣∣∣mI

(ω
2

)∣∣∣
2
e2πikωdω

=

1∫

0

∣∣∣mI

(ω
2

)∣∣∣
2
e2πikωdω +

2∫

1

∣∣∣mI

(ω
2

)∣∣∣
2
e2πikωdω =

1∫

0

(∣∣∣m
(ω
2

)∣∣∣
2
+

∣∣∣m
(ω
2
+

1

2

)∣∣∣
2)
e2πikωdω

=

1∫

0

e2πikωdω = δk,0.

Следовательно, системы {ϕnI (x− k)}k∈Z являются также ортонормированными.

Покажем теперь, что
|ϕ̂nI (ω)| ≤ C1|ϕ̂I(ω)|.

Тогда по теореме Лебега о мажорантной сходимости можно будет перейти к пределам под
знаками интегралов. По условию (12) |m(ω/2j)| = |mI(ω/2

j)|, поэтому из условия 2) теоремы
следует, что |mI(ω/2

j)| ≥ C > 0 при |ω| ≤ 1/2, j ≥ 1. При этом |m(ω) − 1| ≤ Ω(ω) при
ω < δ0. Отсюда следует, что |m(ω)| = |mI(ω)| ≥ 1 − Ω(ω) при ω < δ0. Найдется такое j0, что
Ω(ω/2j) < 1/2, j ≥ j0. Имеем

|ϕ̂I(ω)| =
∞∏

j=1

∣∣∣mI

( ω
2j

)∣∣∣ =
j0∏

j=1

∣∣∣mI

( ω
2j

)∣∣∣
∞∏

j=j0+1

∣∣∣mI

( ω
2j

)∣∣∣.

Так как выполнены условия 2) теоремы, то

j0∏

j=1

|mI(ω/2
j)| ≥ Cj0 .

По условию 3) |m(ω+1/2)| ≤ Ω(ω), следовательно, |mI(ω+1/2)| = |1−mI(ω)| ≤ Ω(ω), поэтому
1− |mI(ω)| ≤ Ω(ω) при ω < δ0. Тогда

∞∏

j=j0+1

|mI(ω/2
j)| ≥

∞∏

j=j0+1

(
1− Ω(2−jω)

)
.

Следовательно, используя то, что при 0 ≤ y ≤ 1/2 выполнено 1− y ≥ e−2y, имеем

|ϕ̂I(ω)| ≥ Cj0
∞∏

j=j0+1

e−2Ω(2−jω) ≥ Cj0e

∞∑

j=j0+1

(−2Ω(2−jω))

≥ Cj0e
−2 max

|ω|<δ0

Ω(2−jω)
= C ′ > 0.

Это означает, что

χ[− 1

2
, 1
2
](ω) ≤

|ϕ̂I(ω)|
C ′

.

Тогда

|ϕ̂nI (ω)| =
n∏

j=1

∣∣∣mI

( ω
2j

)∣∣∣χ[ 1
2
, 1
2
]

( ω
2n

)
≤

n∏
j=1

|mI(ω/2
j)| |ϕ̂I (ω/2n)|

C ′
= C1|ϕ̂I(ω)| ∈ L(R) ∩ L2(R).

Применив теорему Лебега о мажорантной сходимости, получаем, что выполнено

ϕI(k) = δk,0; 〈ϕI(x), ϕI (x− k)〉L2(R) = δk,0. �
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3. Пространства всплесков

Пространства WI,j, которые являются ортогональными дополнениями пространств VI,j до
VI,j+1, строятся таким образом, что их базисы образованы системами {ψI,j,k(x)}k∈Z, где

ψ̂I(ω) = eiπωmI

(ω + 1

2

)
ϕ̂I

(ω
2

)
. (13)

Тогда функция ψI(x) =
∑
ν∈Z

(−1)ν−1hI,1−νϕI,1,ν(x).

Масштабирующие соотношения для функций ϕI выглядят следующим образом:

ϕI(x) =
∑

ν∈Z

hI,νϕI,1,ν(x).

Так как ϕI(k) = δ0,k, то выполняется

ϕI(k) =
∑

ν∈Z

hI,νϕI,1,ν(k) =
∑

ν∈Z

hI,ν
√
2ϕI(2k − ν) =

√
2h2k ϕ(0).

Поэтому h0 = 1/
√
2, h2k = 0. Отсюда следует, что справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть функция ψI(x) определена формулой (13). Тогда система функций{
ψI,j,k

}
j,k∈Z

— ортонормированный базис пространства L2
(
R
)
, а система

{
2−j/2ψI,j,k

}
j,k∈Z

является интерполяционной на сетке
{
(2k + 1)/2j+1 : j, k ∈ Z

}
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что система {ψI,0,k}k∈Z является интерполяционной
на сетке {l + 1/2}l∈Z. Действительно, если преобразование Фурье определено формулой (13),
то функция ψI имеет вид

ψI(x) =
∑

ν∈Z

(−1)νhI,1−νϕI,1,ν(x).

Так как все четные коэффициенты, кроме нулевого, равны нулю, а система функций {ϕI,1,k(x)}
является интерполяционной на сетке l/2, l ∈ Z, то

ψI(x) = ϕI(2x− 1) +
√
2
∑

ν∈Z

hI,1−2νϕI(2x− 2ν).

Тогда в точках вида l +
1

2
будет выполнено

ψI

(
l +

1

2

)
= ϕI

(
2
(
l +

1

2

)
− 1

)
+

√
2
∑

ν∈Z

hI,1−2νϕI

(
2
(
l +

1

2

)
− 2ν

)
= δl,0.

Следовательно, система {ψI(x − k)}k∈Z является интерполяционной на сетке {l + 1/2}l∈Z, а
тогда и система сжатий этих функций {ψI(2jx − k)}k∈Z будет интерполяционной на сетке
{(2l + 1)/2j+1}l∈Z.

Ортогональность системы {ψI,j,k}j,k∈Z следует из построения, которое аналогично постро-
ению классических ортогональных всплесков по известным ортогональным масштабирующим
функциям. �

П р и м е р ы.

1. Пусть m(ω) — маска Мейера. Тогда приведенный способ построения приведет к масшта-
бирующей функции, полученной способом (2).

2. Известно (см. [4, гл. 6]), что не существует базисов всплесков с компактным носите-
лем, которые являются одновременно ортогональными и интерполяционными. Рассмотрим в
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качестве m(ω) маски Добеши m(ω) =
N∑
k=0

hke
2πikω. Они являются тригонометрическими по-

линомами, которые удовлетворяют условиям теоремы 1, поэтому построенные с их помощью
маски

mI(ω) =
∣∣∣
N∑

k=0

hk e
2πikω

∣∣∣
2
+ i sign(sin 2πω)

∣∣∣
N∑

k=0

hk e
2πikω

N∑

l=0

hl e
2πi(l+1/2)ω

∣∣∣ (14)

позволяют получить интерполяционно-ортогональные системы масштабирующих функций.
Отметим, что полученные таким образом масштабирующие функции, в отличие от исходных,
не будут иметь компактного носителя, так как маска mI(ω) здесь не является тригонометри-
ческим полиномом. Тем не менее такие маски имеют более простой вид, чем в общем случае,
когда вместо конечных сумм в формуле (14) использовались бы бесконечные ряды.

4. Быстрые дискретные всплеск-преобразования

Так как свойство ортогональности в случае интерполяционно-ортогональных базисов со-
храняется, то для полученных базисов, как и в классическом случае, можно использовать
быстрые алгоритмы прямых и обратных дискретных всплеск-преобразований для обработки
сигналов. При этом вычисляются коэффициенты разложения функции по базисам масштаби-
рующих функций при малых j по известным коэффициентам разложения функции по базисам
масштабирующих функций при больших j.

Пусть нам известно разложение функции по базисам V I
j и W I

j :

PrV I
j
f(x) =

∑

k∈Z

cIj,kϕI,j,k(x); PrW I
j
f(x) =

∑

k∈Z

dIj,kψI,j,k(x).

Так как V I
j+1 = V I

j

⊕
W I
j , то

∑

k∈Z

cIj+1,kϕI,j+1,k(x) =
∑

k∈Z

cIj,kϕI,j,k(x) +
∑

k∈Z

dIj,kψI,j,k(x). (15)

Скалярно домножая (15) последовательно на ϕI,j+1,l(x), ϕI,j,l(x), ψI,j,l(x), получим, что

cIj+1,l =
∑

k∈Z

cIj,khI,l−2k +
∑

k∈Z

dIj,khI,ψ,l−2k;

cIj,l =
∑

k∈Z

cIj+1,khI,2l−k; dIj,l =
∑

k∈Z

cIj+1,khI,ψ,2l−k.

Схематично это можно изобразить в виде прямой и обратной пирамидальных схем:

cIj,k −→ cIj−1,k −→
ց ց · · · ,

dIj−1,k

cIj−1,k −→ cIj,k −→
ր ր · · · ·

dIj−1,k dIj,k
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