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Работа посвящена дальнейшему развитию оригинального подхода к поиску равновесных состояний
в линейных экономических моделях обмена. Концептуальной основой подхода является полиэдральная
комплементарность, обобщающая известную схему линейной комплементарности. Исходная проблема сво-
дится к отысканию неподвижных точек кусочно-постоянных многозначных отображений на симплексе
цен, порождаемых парой полиэдральных комплексов в двойственности. Для модели с фиксированными
бюджетами (модель Фишера) возникающие отображения потенциальны, что позволяет свести проблему
равновесия к паре оптимизационных задач, находящихся в двойственности подобно задачам линейного
программирования. Полученное сведение отлично от широко известного результата Гейла — Айзенберг и
позволяет предложить конечные алгоритмы отыскания равновесных цен. В статье представлена концепту-
ально завершенная версия подхода. Дана точная формулировка двойственного варианта предложенного
сведения как для модели Фишера, так и для ее обобщений. Получено сведение и для общей модели с
переменными бюджетами.
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Введение

Для решения проблемы равновесия в линейных экономических моделях обмена нами ранее
был предложен оригинальный подход (см. [1]). Проблема экономического равновесия тради-
ционно рассматривалась как проблема баланса спроса и предложения в пространстве товаров.
В предложенном подходе анализ осуществляется в пространстве цен. В основе подхода лежит
порождаемая моделью полиэдральная комплементарность [2], отражающая характер экономи-
ческого равновесия как согласования предпочтений участников с их финансовыми балансами.
Это принципиально отличается от подхода Б.С.Ивеса [3], который свел проблему равновесия
в общей модели обмена (см. [4]) к задаче линейной комплементарности. Подход полиэдральной
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комплементарности [5] позволяет выявить в моделях обмена определенное свойство монотон-
ности и получить конечные алгоритмы не только для классической линейной модели обмена,
но и для более сложных моделей (см. [6; 7]). Наиболее простыми являются алгоритмы для
модели с фиксированными бюджетами, известной как модель Фишера. Для этой модели было
известно сведение Гейла — Айзенберг (см. [8]) к задаче выпуклого программирования. Это
сведение было использовано многими авторами для разработки алгоритмов отыскания равно-
весных цен. Обзор по этой теме можно найти в [9], где рассмотрен полиномиальный алгоритм
решения проблемы. Однако на основе задачи Гейла — Айзенберг не были получены конеч-
ные алгоритмы решения проблемы. Подход полиэдральной комплементарности приводит к
иному сведению модели Фишера и позволяет получать конечные алгоритмы. Это сведение
было использовано в [10] и для разработки итеративного алгоритма. Преимущество подхода
полиэдральной комплементарности состоит в естественной экономической и геометрической
интерпретации его логической схемы, а также в особой простоте реализации полученных на
его основе алгоритмов, использующих лишь аппарат классической транспортной задачи. В
этом смысле результат является экстремальным. Едва ли он может быть улучшен.

В качестве основополагающего в [1] выступает свойство монотонности возникающих кусоч-
но-постоянных отображений симплекса цен в себя, которое можно рассматривать как аналог
свойства, присущего задачам линейной комплементарности с положительными главными ми-
норами матрицы ограничений (класс Р, см. [11]).

В настоящей статье мы не касаемся алгоритмической стороны вопроса, отсылая читателя
к списку литературы в работах [6;7]. Отметим еще результаты [12;13]. Предметом настоящих
изысканий является выявленное для модели Фишера свойство двойственности, состоящее в
том, что проблема равновесия сводится к паре оптимизационных задач на симплексе цен, ко-
торые находятся в отношении двойственности подобно задачам линейного программирования.
Эти задачи использовались для обоснования соответственно прямого и двойственного алго-
ритмов отыскания равновесия, аналогично обоснованию прямого и двойственного вариантов
симплекс-метода в линейном программировании. Но при этом двойственная задача использо-
валась в неявной формулировке через понятие сопряженной функции. В данной работе получе-
на явная формулировка двойственного варианта предложенного сведения, которая позволяет
прояснить связь подхода полиэдральной комплементарности с результатом Гейла — Айзен-
берг [8], установленную в [14; 15]. Явные формулировки двойственных задач даны также для
двух обобщений модели Фишера: для модели с дополнительными финансовыми ограничени-
ями при закупках товаров и для модели, в которой наряду с потребителями присутствуют
фирмы, производящие товары. Эти результаты объединяет общая схема получения в рамках
подхода полиэдральной комплементарности явных формулировок двойственных задач. По-
казано, что этот подход позволяет свести к оптимизационной задаче и общую модель обмена
(см. [4]), из чего следует единственность равновесия. В этом случае нет двойственности, прису-
щей модели Фишера, но в двойственности находятся возникающие полиэдральные комплексы,
и сохраняется свойство монотонности порождаемого ими отображения.

Фундаментальной основой предложенного подхода является задача о неподвижной точке
для кусочно-постоянных многозначных отображений на симплексе в Rn. В модели Фишера
отображения оказались потенциальными, что дает возможность свести задачу о неподвижной
точке к оптимизационным задачам и развить конечные алгоритмы, которые впоследствии
были обобщены на более широкий класс отображений (см. [7; 16]).

1. Линейная модель обмена

Будем рассматривать линейную модель обмена в общепринятом описании (см. [4]). В мо-
дели имеется n товаров и m участников (потребителей товаров). Пусть i ∈ I = {1, . . . ,m} —
индексация участников и j ∈ J = {1, . . . , n} — индексация товаров. Заданы векторы wi ∈ Rn

+,
характеризующие имеющиеся начальные запасы товаров у участников, и векторы ci ∈ Rn

+,
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отражающие предпочтения участников. При фиксированном векторе p цен на товары задача
участника i состоит в выборе вектора закупок xi ∈ Rn

+, при котором достигает максимума его
линейная функция предпочтения (ci, xi) при соблюдении бюджетного ограничения.

Таким образом, требуется максимизировать функцию

(ci, xi) (1.1)

при условиях

(p, xi) 6 (p,wi), (1.2)

xi > 0. (1.3)

Для простоты будем считать, что суммарные начальные запасы каждого товара равны еди-
нице:

∑

i

wi = θ, (1.4)

где θ = (1, . . . , 1) ∈ Rn.
Равновесие модели задается равновесным вектором цен p̃ и множеством решений x̃i(p̃) задач
участников, для которых выполняется условие баланса товаров

∑

i∈I

x̃i(p̃) =
∑

i∈I

wi.

Бюджетные ограничения однородны по p. Следовательно, можно считать вектор цен p при-
надлежащим единичному симплексу

σ =
{

p ∈ Rn
+

∣

∣

∑

j∈J

pj = 1
}

.

Для простоты полагаем все векторы ci положительными. При таком предположении равнове-
сие всегда существует (см. [4]).

Специальный вариант модели возникает, когда у каждого участника в наличии все товары
в одинаковых количествах: wi = λiθ. В этом случае (p,wi) = λi для любого вектора цен p ∈ σ.
Из (1.4) следует

∑

i

λi = 1.

Это — модель с фиксированными бюджетами, широко известная как модель Фишера.

2. Сведение модели Фишера к оптимизационной задаче Гейла — Айзенберг

Е.Айзенберг и Д. Гейл [8] получили очень простое сведение модели Фишера к оптимиза-
ционной задаче. Эта задача имеет вид

∑

i∈I

λi ln
∑

j∈J

cijx
i
j → max (2.1)

при условиях
∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J, (2.2)

xij ≥ 0, (i, j) ∈ I × J.

Здесь cij, x
i
j — компоненты векторов ci, xi. Равновесные цены модели задаются множите-

лями Лагранжа для уравнений (2.2).
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3. Новый подход. Сведение к задаче полиэдральной комплементарности

В подходе полиэдральной комплементарности вводится новое понятие “структура”.

О п р е д е л е н и е. Множество B ⊂ I × J называется структурой, если для каждого
i ∈ I существует (i, j) ∈ B.

Планы участников, задаваемые векторами {xi}, совместимы со структурой B, если

xij = 0 для (i, j) /∈ B.

Для каждой структуры B можно рассмотреть два множества векторов цен, которые именуются
зонами:

1) зона предпочтительности Ξ(B) — это множество векторов цен, при которых участники
предпочитают связи, задаваемые структурой, игнорируя бюджетные ограничения и условия
товарных балансов;

2) зона сбалансированности Ω(B) — это множество векторов цен, при которых выпол-
няются бюджетные ограничения и баланс товаров с соблюдением предписаний, задаваемых
структурой, но игнорируются предпочтения участников.

Из этих описаний следует, что вектор цен p является равновесным тогда и только тогда,
когда p ∈ Ω(B) ∩ Ξ(B) для некоторой структуры B, т. е. когда при данных ценах связи из
B отвечают предпочтениям участников и при этих связях возможны как финансовые, так и
товарные балансы.

Главная особенность линейной модели обмена состоит в том, что, как последует из дальней-
ших более детальных рассмотрений, множества Ω(B) и Ξ(B) задаются линейными системами
уравнений и неравенств, т. е. являются многогранниками. В результате сформулированный
критерий приводит к задаче полиэдральной комплементарности (см. [2]).

В дальнейшем используются известные результаты и общепринятая терминология линей-
ного программирования [17].

Для формального описания зон предпочтительности и сбалансированности вводится пара-

метрическая транспортная задача модели, в которой параметрами являются цены на товары.
Эта задача имеет вид

∑

i∈I

∑

j∈J

zij ln cij → max

при следующих ограничениях:
∑

j∈J
zij = (p,wi), i ∈ I,

∑

i∈I
zij = pj , j ∈ J,

zij ≥ 0, (i, j) ∈ I × J.

Уравнения этой задачи представляют собой финансовые балансы для участников и товаров.
Переменные zij вводятся равенствами zij = pjx

i
j. Для заданного p ∈ σ обозначим через Z(p)

множество допустимых решений задачи. Это — классическая транспортная задача (см. [17]).
В предположении (1.4) она разрешима при любом векторе цен p ∈ σ. Будем исходить из того,
что для этой задачи выполняется условие двойственной невырожденности и, следовательно,
решение всегда единственное.

Рассматривается совокупность B всех двойственно допустимых базисных множеств вве-
денной задачи и всех их подмножеств, являющихся структурами.

Для B ∈ B получаем следующие описания зон Ω(B) и Ξ(B):

a) Ω(B) = {p ∈ σ | ∃z ∈ Z(p), zij = 0 для (i, j) /∈ B};

b) Ξ(B) =
{

q ∈ σ◦
∣

∣max
k

cik
qk

=
cij
qj

для (i, j) ∈ B
}

, где σ◦ — относительная внутренность

симплекса σ.
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Из приведенного описания вытекает, что множество Ω(B) задается как множество реше-
ний некоторой линейной системы уравнений и неравенств, т. е. является многогранником (по
определению) на σ. Каждая грань этого многогранника также принадлежит рассматриваемой
совокупности: если Ω(B1) — грань Ω(B), то B1 ⊂ B, B1 ∈ B. Таким образом, многогранни-
ки Ω(B) при B ∈ B образуют на σ полиэдральный комплекс (см. [18]), который обозначим ω.
Следуя терминологии комбинаторной топологии, будем называть элементы полиэдрального
комплекса клетками.

Можно показать, что если B является базисным множеством, то многогранник Ω(B) имеет
на σ непустую внутренность Ω◦(B) и рассматриваемое множество B есть оптимальное базисное
множество транспортной задачи при всех p ∈ Ω◦(B). Из отмеченной единственности решения
задачи следует, что клетки Ω(B) покрывают весь симплекс σ, не пересекаясь по относительным
внутренностям.

Аналогично Ξ(B) для B ∈ B является многогранником на σ◦. Это будет одноточечное
множество, если B — базисное множество. Множество Ξ(B) расширяется, когда B сужается.
Следовательно, все множества Ξ(B) при B ∈ B непусты. Несложно убедиться, что много-
гранники Ξ(B), B ∈ B образуют на σ◦ другой полиэдральный комплекс ξ, клетки которого
покрывают все множество σ◦ и не пересекаются по относительным внутренностям.

Комплексы ξ и ω содержат одинаковое число клеток, и между клетками комплексов име-
ется взаимно-однозначное соответствие: Ω(B) и Ξ(B) образуют пару отвечающих друг другу
клеток. Кроме того,

Ω(B1) ⊂ Ω(B2) =⇒ Ξ(B1) ⊃ Ξ(B2).

Это по определению означает, что комплексы ω и ξ находятся в отношении двойственно-

сти. Таким образом, проблема равновесия в линейной модели обмена порождает новый тип
задачи — задачу полиэдральной комплементарности: для двух полиэдральных комплексов
в двойственности требуется найти пару отвечающих друг другу клеток, имеющих непустое
пересечение. В такой формулировке эта задача была предложена в [2]. Это — естественное
обобщение задач линейной комплементарности, когда (в невырожденном случае) комплексы
формируются гранями двух симплексных конусов.

4. Новое сведение модели Фишера к задаче оптимизации

Введенную задачу полиэдральной комплементарности можно переформулировать в виде
задачи о неподвижной точке кусочно-постоянного многозначного отображения G, сопоставля-
ющего всем точкам p ∈ Ω◦(B) в качестве образа G(p) клетку Ξ(B), что позволяет утверждения
о равновесных векторах формулировать как утверждения о неподвижных точках отображе-
ния G, и наоборот. В случае модели Фишера в транспортной задаче модели (p,wi) заменяется
на λi, и отображение G становится потенциальным (см. [7]) в том смысле, что оно порож-
дается субдифференциальным отображением некоторой функции. Для модели Фишера такой
функцией является функция f(p), задающая оптимальное значение введенной параметриче-
ской транспортной задачи модели. Это позволяет получить новое сведение модели Фишера,
отличное от сведения Гейла — Айзенберг.

Поясним сказанное более детально. Для общей задачи линейного программирования из-
вестна связь оптимальных решений двойственной задачи с субдифференциалом функции, за-
дающей оптимальное значение целевой функции прямой задачи (см. [17]). Ограничения двой-
ственной задачи в рассматриваемом случае имеют вид

ui + vj ≥ ln cij , (i, j) ∈ I × J. (4.1)

Образуем из ui, vj векторы u, v соответственно. Пусть V (p) — множество всех оптимальных
векторов v при данном векторе цен p.



Двойственность в моделях обмена 263

Для модели Фишера вектор p входит лишь в уравнения транспортной задачи, отвечающие
переменным vj . Вследствие этого имеем

∂f(p) = V (p).

Используя описание клеток Ξ(B) и Ω(B), несложно убедиться в справедливости следующей
леммы.

Лемма. Для p ∈ Ω◦(B) выполняется

V (p) = {v = ln(tq) | q ∈ Ξ(B), t ∈ R1}.

В результате с учетом Ξ(B) = G(p) получаем

∂f(p) = {ln(tq) | q ∈ G(p), t ∈ R1}. (4.2)

Мы говорим, что f — потенциальная функция отображения G (см. [7]).
Введем строго выпуклую функцию h, принимая h(p) = (p, ln p) для p ∈ σ◦ и доопределяя

ее значением 0 на границе симплекса. Для p /∈ σ полагаем h(p) = +∞. Для p ∈ σ◦ имеем

∂h(p) = {ln(tp) | t ∈ R1}. (4.3)

Функция f является кусочно-линейной вогнутой. Значит, функция ϕ(p) = h(p)−f(p) строго
выпуклая и, таким образом, имеет на σ единственную точку минимума, которая ввиду свойств
функции h принадлежит σ◦.

Следствием (4.2), (4.3) является

Теорема 1 [5, Theorem 7]. Вектор p̂ является равновесным вектором цен модели Фишера

тогда и только тогда, когда он задает точку минимума функции ϕ(p).

Следствие 1. Модель Фишера имеет единственный вектор равновесных цен.

5. Двойственный вариант сведения модели Фишера

Образы точек p ∈ σ при отображении G покрывают σ◦, не пересекаясь по относительным
внутренностям. Следовательно, отображение G обратимо. Мы получим иное сведение модели
Фишера к задаче оптимизации, если воспользуемся тем, что неподвижная точка обратного
отображения G−1 будет таковой и для отображения G.

Введем функцию f∗, сопряженную к функции f , корректируя определение из [19] с учетом
вогнутости функции f . Рассмотрим для q ∈ σ◦ функцию

f∗(ln q) = inf
p
{(ln q, p)− f(p)}.

Исходя из того что f(p) = −∞ при p /∈ σ, здесь можно ограничиться лишь p ∈ σ. Отметим, что
эта функция была введена нами в [1] и использовалась для обоснования алгоритма отыскания
равновесия. Приведем новое сведение для модели Фишера.

Теорема 2 [5, Theorem 8]. Равновесный вектор цен модели Фишера задается точкой мак-

симума на σ◦ функции ψ(q) = f∗(ln q).

Следствие 2. Ввиду единственности равновесного вектора цен точка минимума функ-

ции ϕ(p) является точкой максимума функции ψ(q).

Утверждение 1 [5, Proposition 2]. Для функций ϕ(p) и ψ(q) выполняется неравенство

ϕ(p) ≥ ψ(q) ∀ p, q ∈ σ◦.

Это неравенство становится равенством только при p = q.
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Это утверждение приводится в [5] без доказательства. В [16] оно формулируется и доказыва-
ется как утверждение для класса регулярных отображений на симплексе. Но в доказательстве
используется лишь факт потенциальности таких отображений, и поэтому доказательство без
изменений переносится на модель Фишера. Мы получаем полную аналогию с двойственностью
для задач линейного программирования. Доказанные теоремы дают возможность разработать
очень простые алгоритмы для отыскания равновесных цен (см. [6]).

Представляет интерес явная формула для функции ψ(q), позволяющая прояснить связь
подхода полиэдральной комплементарности с результатом Гейла — Айзенберг (см. [8]).

Утверждение 2 [5, Proposition 1]. Для функции ψ(q) верна следующая формула

ψ(q) = −
∑

i∈I

λi max
j∈J

ln
cij
qj
. (5.1)

Эта формула приведена в [5] без доказательства.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную точку q̂ ∈ σ◦. Имеем

f∗(ln q̂) = inf
p∈σ

{(p, ln q̂)− f(p)}.

Вектор v̂ = ln q̂ и соответствующий вектор û с компонентами ûi = max
j∈J

{ln cij − v̂j} удовлетво-

ряют условиям двойственной задачи (4.1). Следовательно, верно неравенство

f(p) ≤
∑

i∈I

λi ûi +
∑

j∈J

pj v̂j , p ∈ σ,

что эквивалентно

(p, ln q̂)− f(p) ≥ −
∑

i∈I

λi ûi, p ∈ σ. (5.2)

Мы имеем ûi = max
j

{ln cij − ln q̂j}. Выберем для каждого i некоторый ji, такой что ûi =

ln ciji − ln q̂ji. Для всех i ∈ I положим ẑi,ji = λi и ẑij = 0 при j 6= ji. В результате получим
допустимое решение транспортной задачи z = z(ṗ) при p = ṗ с компонентами ṗj =

∑

i

ẑij .

Более того, это решение z = z(ṗ) является оптимальным, так как для z(ṗ) и рассматриваемого
допустимого решения двойственной задачи выполняются условия дополняющей нежесткости
(ẑij > 0 ⇒ ûi + v̂ = ln cij). Следовательно, v̂, û образуют оптимальное решение двойственной
задачи. Таким образом, неравенство (5.2) для p = ṗ становится равенством:

(ṗ, ln q̂)− f(ṗ) = −
∑

i∈I

λiûi.

Это означает, что

inf
p∈σ

{(p, ln q̂)− f(p)} = −
∑

i∈I

λiûi.

С учетом ûi = max
j∈J

ln
cij
q̂j

заключаем, что для произвольного q = q̂ формула (5.1) верна.

Утверждение доказано.

З а м е ч а н и е 1. Формулу (5.1) можно записать иначе:

ψ(q) = −
∑

i∈I

max
ζi∈Di

gi(q, ζ
i); (5.3)
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здесь gi(q, ζ
i) =

∑

j∈J

ζ ij ln
cij
qj

, а множество Di задается условиями

∑

j∈J

ζ ij = λi, (5.4)

ζ ij ≥ 0, j ∈ J. (5.5)

В таком виде в формуле для ψ(q) проявляется связь с задачами участников и она проще
обобщается на другие модели.

Задаче участника (1.1)–(1.3) при p > 0 заменой переменных xij =
ζ ij
pj

также можно при-

дать вид задачи максимизации на множестве Di функции ġi(p, ζ
i) =

∑

j∈J
ζ ij
cij
pj

. Таким образом,

функцию gi(q, ζ
i) можно рассматривать как “модификацию” функции ġi(p, ζ

i).

6. Связь со сведением Гейла — Айзенберг

Связь между подходом полэдральной комплементарности и задачей Гейла — Айзенберг
(см. [8]) проясняет анализ соответствующей двойственной задачи. Эта связь была выявлена в
работах [14; 15].

Обозначим через γ(x) целевую функцию (2.1) в задаче Гейла — Айзенберг. Чтобы сформу-
лировать двойственную задачу, просуммируем условия (2.2), умноженные на некоторые мно-
жители qj ≥ 0,

∑

j

qj = 1, и рассмотрим следующую вспомогательную задачу:

γ(x) → max
x

при условиях
∑

j∈J

∑

i∈I

qix
i
j = 1,

xij ≥ 0, (i, j) ∈ I × J.

Пусть x̂ = x̂(q) является решением этой задачи. Величина γ(x̂(q)) дает оценку сверху для оп-
тимального значения исходной задачи. Двойственная задача состоит в том, чтобы, варьируя q,
получить минимальную из оценок сверху. Запишем условия оптимальности для вспомогатель-
ной задачи

λi
(ci, x̂i)

cij − qj ≤ 0, (i, j) ∈ I × J,

λi
(ci, x̂i)

cij − qj = 0, если x̂ij > 0.

Отсюда следует qj > 0 и (ci, x̂i) = λi max
j

cij
qj

. Подставляя это значение для (ci, x̂i) в функ-

цию γ(x), получаем двойственную задачу

η(q) = γ(x̂(q)) =
∑

i∈I

λi ln
(

λi max
j

cij
qj

)

→ min

или

η(q) =
∑

i∈I

λi lnλi +
∑

i∈I

λi lnmax
j

cij
qj

→ min .
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Функции η(q) можно придать иной вид, если учесть, что функция ln строго возрастающая, и
потому

lnmax
j

cij
qj

= max
j

ln
cij
qj
.

Это дает

η(q) =
∑

i∈I

λi lnλi +
∑

i∈I

λi max
j

ln
cij
qj
.

Легко видеть, что в итоге имеем

η(q) =
∑

i∈I

λi lnλi − ψ(q),

где ψ(q) — это функция, введенная ранее при рассмотрении подхода полиэдральной компле-
ментарности и задаваемая формулой (5.1).

7. Модель Фишера с дополнительными ограничениями

на затраты при закупках

В последнее время возник интерес к моделям, в которых дополнительно к бюджетному
ограничению задаются верхние границы для затрат на закупки отдельных товаров:

pjx
i
j ≤ βij — spending constraint (см. [20]).

Модель такого типа с фиксированными бюджетами (т. е. вариант модели Фишера) была рас-
смотрена нами значительно раньше (см. [6]). Было показано, что для подобных моделей пред-
ложенный подход полиэдральной комплементарности также приводит к паре двойственных
задач, как это имеет место для обычной модели Фишера. Остановимся на этом подробнее.

Для данного случая в задаче участника (1.1)–(1.3) появятся указанные дополнительные
ограничения, что в параметрической транспортной задаче модели приведет к ограничениям
сверху на переменные:

zij ≤ βij . (7.1)

Теперь уже нельзя гарантировать разрешимость задачи при всех p ∈ σ, но, как несложно
показать, в предположении

∑

j∈J

βij ≥ λi, i ∈ I, (7.2)

множество разрешимости S будет непустым, и, как и прежде, возникает кусочно-линейная
вогнутая функция f(p), для которой эффективная область dom f уже не обязательно совпа-
дает со всем симплексом σ. Для p /∈ S принимаем f(p) = −∞. В результате снова получаем
функции ϕ(p) = h(p) − f(p) и ψ(q) = f∗(ln q). Добавленные неравенства не меняют характер
вхождения вектора параметров p в ограничения транспортной задачи. Поэтому сохраняется
формула для субдифференциала ∂f(p) = V (p), где V — множество оптимальных векторов v
в задаче, двойственной к транспортной задаче модели при данном p. В результате остаются
справедливыми теоремы 1 и 2, следствие 2, утверждение 1. Таким образом, как и в обыч-
ной модели Фишера, отыскание равновесного вектора цен сводится к задачам минимизации
функции ϕ(p) или максимизации функции ψ(q).

Получим для этой модели явное представление функции ψ(q).

Утверждение 3. В модели Фишера с дополнительными ограничениями на затраты при

закупках для функции ψ(q) верна следующая формула

ψ(q) = −
∑

i∈I

max
ζi∈D̃i

gi(q, ζ
i), (7.3)
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где функция gi(q, ζ
i) та же, что в (5.3), множество D̃i задается условиями (5.4) и

0 ≤ ζ ij ≤ βij . (7.4)

З а м е ч а н и е 2. Таким образом, в формуле (5.3) введено множество D̃i вместо Di,
описание которого отличается от описания Di заменой условия (5.5) на (7.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем следовать логике рассмотрений утверждения 2 для обыч-
ной модели, внося необходимые изменения. Задача, двойственная к транспортной задаче мо-
дели, в данном случае будет иметь следующий вид:

∑

i∈I

λi ui +
∑

j∈J

pj vj +
∑

(ij)∈I×J

βij wij → min, (7.5)

ui + vj + wij ≥ ln cij, (i, j) ∈ I × J, (7.6)

wij ≥ 0, (i, j) ∈ I × J, (7.7)

где wij — двойственные переменные, отвечающие неравенствам (7.1).
Зафиксируем переменные vj, полагая v̂j = ln qj при некотором q ∈ σ◦. При любом вы-

боре других двойственных переменных с соблюдением условий (7.6), (7.7) для любого p из
множества разрешимости S будет выполняться

f(p) ≤
∑

i∈I

λi ui +
∑

j∈J

pj ln qj +
∑

(ij)∈I×J

βij wij,

что эквивалентно

(p, ln q)− f(p) ≥ −
∑

i∈I

λi ui −
∑

(ij)∈I×J

βij wij , p ∈ S. (7.8)

Распорядимся выбором точки p и значений для ui, wij, чтобы получить здесь равенство.
После фиксации vj = ln qj двойственная задача (7.5)–(7.7) переходит в задачу A.

З а д а ч а А:
∑

i∈I

λi ui +
∑

(ij)∈I×J

βij wij → min

при условиях неотрицательности переменных wij и

ui + wij ≥ ln
cij
qj
, (i, j) ∈ I × J.

При условии (7.2) эта задача разрешима, что вытекает из рассмотрения системы условий
двойственной задачи B.

З а д а ч а B:
∑

(ij)∈I×J

zij ln
cij
qj

→ max,

∑

j∈J

zij = λi, i ∈ I,

0 ≤ zij ≤ βij , (i, j) ∈ I × J.

Из условий задачи следует, что множество ее допустимых решений ограничено, а при усло-
вии (7.2) очевидным образом и непусто. Значит, задача А и двойственная к ней задача B разре-
шимы. Пусть {ûi, ŵij} и {ẑij} задают соответствующие решения. Принимая теперь p̂ =

∑

i ẑij ,
получаем, что ẑij образуют допустимое решение транспортной задачи модели при p = p̂, а
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ûi, v̂j , ŵij — допустимое решение двойственной к ней задачи. Более того, это — оптимальные
решения, так как для них выполняются условия дополняющей нежесткости.

В результате (7.8) дает формулу для ψ(q):

ψ(q) = −
∑

i∈I

λi ûi −
∑

(ij)∈I×J

βij ŵij.

В правой части стоит с минусом оптимальное значение задачи А, которое можно заменить
оптимальным значением двойственной к ней задачи B. Получим

ψ(q) = −
∑

ij∈I×J

ẑij ln
cij
qj
.

Остается заметить, что задача B распадается на независимые подзадачи Bi следующего вида.

З а д а ч а Bi.
∑

j∈J

zij ln
cij
qj

→ max,

∑

j∈J

zij = λi,

0 ≤ zij ≤ βij , j ∈ J.

В итоге максимум суммы в целевой функции задачи B можно заменить суммой максимумов
целевых функций задач Bi. В свою очередь, задача Bi с точностью до обозначения неизвест-
ных совпадает с задачей максимизации функции gi на множестве D̃i, фигурирующих в (7.3).
Это завершает доказательство требуемой формулы (7.3) для функции ψ(q).

Утверждение доказано.

8. Обобщенная модель Фишера

Двойственность, характеризующая подход полиэдральной комплементарности, прослежи-
вается и при изучении более сложных моделей, в которых наряду с потребителями присутству-
ют и фирмы, поставляющие на рынок дополнительные объемы товаров (см. [6; 7]). Опишем
модель такого типа в предположении фиксированных бюджетов потребителей и доходов фирм.

Рассматривается модель, в которой n продуктов, m участников-потребителей и l участни-
ков-фирм. Пусть J = {1, . . . , n}, I = {1, . . . ,m} и K = {m+1, . . . ,m+ l} — множества номеров
товаров, потребителей и фирм соответственно. Отметим, что нумерация для потребителей и
фирм общая. Таким образом, S = I ∪ K представляет собой множество номеров всех участ-
ников модели. Потребитель i ∈ I описывается, как и прежде, вектором ci ∈ Rn

+ и запасом
денег λi.

Для фирмы k ∈ K установлен вмененный доход: она должна поставить на рынок това-
ров на сумму не менее λk. План выпуска товаров задается вектором xk = (xk1 , . . . , x

k
n). Задан

положительный вектор ck = (ck1 , . . . , c
k
n), компоненты которого определяют сравнительную

шкалу неудовлетворенности от производства различных товаров (например, стоимость произ-
водства). Фирма стремится минимизировать значение линейной функции (ck, xk).

Таким образом, при заданном векторе цен p фирма делает свой выбор в соответствии с
решением следующий оптимизационной задачи: (ck, xk) → min при условиях

(p, xk) ≥ λk, (8.1)

xk ≥ 0.
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Предполагается, что на рынке уже имеется ровно одна единица каждого товара. Состояние

равновесия задается вектором цен p̃ и совокупностью векторов x̃i, i ∈ I и x̃k, k ∈ K, являю-
щихся решениями соответствующих задач участников модели при p = p̃ и удовлетворяющих
условиям баланса товаров, которые в данном случае имеют вид

∑

i∈I

x̃ij =
∑

k∈K

x̃kj + 1, j ∈ J. (8.2)

Ясно, что бюджетные ограничения потребителей и ограничения на вмененные доходы фирм (8.1)
выполняются как равенства на оптимальных решениях задач участников. Принимая, как и ра-
нее, что p ∈ σ, из (8.2) получаем

∑

i∈I

λi =
∑

k∈K

λk + 1.

Ранее мы показали, что для такой модели основные результаты подхода полиэдральной
комплементарности остаются в силе и pазвитые для модели Фишера конечные алгоритмы
требуют незначительных модификаций при переходе к приведенному обобщенному варианту
модели.

Остановимся кратко на некоторых особенностях.
Параметрическая задача модели в этом случае становится сетевой и принимает следующий

вид:
∑

i∈I

∑

j∈J

zij ln cij −
∑

k∈K

∑

j∈J

zkj ln ckj → max,

∑

j∈J

zij = λi, i ∈ I,

∑

i∈I

zij −
∑

k∈K

zkj = pj, j ∈ J,

∑

j∈J

zkj = λk, k ∈ K,

zij ≥ 0, zkj ≥ 0, i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K.

Несложно показать, что множество Ω тех векторов p, при которых эта задача разрешима,
описывается системой условий:

∑

j∈J

pj = 1,

∑

j∈Q

pj ≥ −
∑

k∈K

λk, Q $ J.

Как легко видеть, Ω ⊇ σ и Ω = σ только в случае K = ∅, т. е. когда модель является обычной
моделью Фишера. В этом — особенность схемы полиэдральной комплементарности для дан-
ного случая: клетки комплекса ω, покрывающие множество Ω, могут содержать векторы p с
отрицательными компонентами.

На Ω определена вогнутая кусочно-линейная функция f̃(p), задающая оптимальное значе-
ние транспортной задачи. Полагая f̃(p) = −∞ для p /∈ Ω, имеем вогнутую функцию в Rn.

Аналогично модели Фишера для p, q ∈ σ◦ вводятся функции ϕ̃(p) = (p, ln p) − f̃(p) и
ψ̃(q) = f̃∗(ln q). Для этих функций справедливы аналоги утверждений для обычной модели
Фишера: теорема 1, теорема 2, следствие 2 и утверждение 1.

Получим явную формулу для функции ψ̃(q).

Утверждение 4. Для функции ψ̃(q) верна следующая формула

ψ̃(q) = −
∑

i∈I

λimax
j∈J

ln
cij
qj

+
∑

k∈K

λk min
j∈J

ln
ckj
qj
. (8.3)
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Это — аналог утверждения 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Схема проверки указанного утверждения аналогична схеме, ис-

пользованной в доказательстве формулы (7.3). Остановимся на деталях реализации этой схе-
мы.

Двойственная задача к транспортной задаче модели в данном случае имеет вид

∑

i∈I

λi ui +
∑

j∈J

pj vj +
∑

k∈K

λk uk → min, (8.4)

ui + vj ≥ ln cij , (i, j) ∈ I × J, (8.5)

uk − vj ≥ − ln ckj , (k, j) ∈ K × J. (8.6)

Возьмем произвольно q ∈ σ◦ и зафиксируем vj = ˆ̂vj = ln qj. При любом p ∈ Ω и любых ui, uk
из (8.5), (8.6) получаем неравенство

f̃(p) ≤
∑

i∈I

λi ui +
∑

j∈J

pj ln qj +
∑

k∈K

λk uk.

Отсюда
∑

j∈J

pj ln qj − f̃(p) ≥ −
∑

i∈I

λi ui −
∑

k∈K

λk uk. (8.7)

Теперь нужно показать, что можно выбрать ui, uk с соблюдением (8.5), (8.6) и p ∈ Ω так,
чтобы это неравенство обращалось в равенство. Значение правой части при таких ui, uk будет
равно минимуму левой части по p ∈ Ω, что по определению задает значение f̃∗(ln q), т. е. ψ̃(q).

При v = ln q задача (8.4)–(8.6) переходит в следующую задачу.

З а д а ч а Ā:
∑

i∈I

λi ui +
∑

k∈K

λk uk → min

при условиях

ui ≥ ln
cij
qj
, (i, j) ∈ I × J, uk ≥ − ln

ckj
qj
, (k, j) ∈ K × J.

Решением этой задачи очевидным образом будут

ûi = max
j

ln
cij
qj
, i ∈ I, ûk = max

j

{

− ln
ckj
qj

}

, k ∈ K.

Двойственная к задаче Ā задача имеет следующий вид.

З а д а ч а B̄:
∑

(ij)∈I×J

zij ln
cij
qj

+
∑

(kj)∈K×J

zkj

(

− ln
ckj
qj

)

→ max,

∑

j∈J

zij = λi, i ∈ I,

∑

j∈J

zkj = λk, k ∈ K,

zij ≥ 0, zkj ≥ 0, i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K.

Пусть {ẑij}, {ẑkj} задают оптимальное решение этой задачи. Заметим, что оно связано с
решением {ûi}, {ûk} условиями дополняющей нежесткости. Положим

p̂j =
∑

i∈I

ẑij −
∑

k∈K

ẑkj, j ∈ J.
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Отметим, что среди компонент p̂j могут быть и отрицательные. Справедливо равенство

∑

j∈J

p̂j =
∑

i∈I

∑

j∈J

ẑij −
∑

k∈K

∑

j∈J

ẑkj =
∑

i∈I

λi −
∑

k∈K

λk = 1.

Как легко видеть, {ẑij}, {ẑkj} определяют допустимое решение транспортной задачи моде-
ли при p = p̂. Более того, это — оптимальное решение, так как оно связано условиями допол-
няющей нежесткости с допустимым решением двойственной задачи, задаваемым {ûi}, {ûk}
и v̂ = ln q. Таким образом, для p̂ и {ûi}, {ûk} неравенство (8.7) обращается в равенство. Из
этого уже следует справедливость представления (8.3). Нужно лишь заметить, что

−
∑

k∈K

λk ûk = −
∑

k∈K

λk max
j∈J

{

− ln
ckj
qj

}

=
∑

k∈K

λk min
j∈J

ln
ckj
qj
.

Утверждение 4 доказано.

З а м е ч а н и е 2. Можно придать формуле (8.3) иной вид, используя для участников —
функции gi(q, ζ

i) и для фирм — функции gk(q, ζ
k) по аналогии с преобразованиями форму-

лы (5.1), о чем шла речь в замечании 1.

9. Сведение проблемы равновесия для общей линейной модели обмена

Общая линейная модель обмена, в которой бюджеты участников не фиксированы, более
сложная, чем модель Фишера. В этом случае двойственность проявляется лишь в наличии
двух двойственных друг другу полиэдральных комплексов и свойстве монотонности возника-
ющего кусочно-постоянного отображения, которое уже не являются потенциальным и принад-
лежат более широкому классу квазирегулярных отображений (Шмырев В.И. Полиэдральная
комплементарность на симплексе. Метод встречных путей для убывающих квазирегулярных
отображений // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2019. Т. 25, № 2. C. 273–286).
Тем не менее подход полиэдральной комплементарности позволяет и в этом случае получить
сведение к оптимизационной задаче (см. теорему 6 из [1]).

Теорема 3. Точка минимума функции

η(p) = (p, ln p)− f(p) +
∑

i∈I

(p,wi) max
j∈J

ln
cij
pj

задает равновесный вектор цен в модели с переменными бюджетами. Оптимальное значение

равно нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть p — произвольная точка в σ◦. Рассмотрим v = ln p и соот-
ветствующий вектор u = u(v) с компонентами ui = max

j∈J
{ln cij − vj}. Мы получаем допустимые

двойственные переменные vj, ui. Для них и оптимального значения транспортной задачи f(p)
выполняется неравенство

f(p) ≤
∑

i∈I

(p,wi)ui +
∑

j∈J

pjvj .

Подставляя в него значения переменных ui и vj , имеем

(p, ln p)− f(p) +
∑

i∈I

(p,wi) max
j∈J

ln
cij
pj

≥ 0. (9.1)

Таким образом, η(p) ≥ 0 для всех p ∈ σ◦. Но для равновесного вектора p = p̂ значения двой-
ственных переменных v̂j = ln p̂j и ûi = max

j
{ln cij − ln p̂l} являются оптимальными. Поэтому,
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неравенство (9.1) выполняется как равенство, и мы получаем η(p̂) = 0. Ясно, что p̂ — точка
минимума функции η.

Рассмотрим обратное утверждение. Пусть η(p̂) = 0. Это означает, что неравенство (9.1) вы-
полняется как равенство для p = p̂. Поэтому, v̂ = ln p̂ и соответствующий û = u(v̂) образуют
оптимальное решение двойственной задачи. Точка p̂ принадлежит относительной внутренно-
сти одной из клеток комплекса ω: p ∈ Ω◦(B). Используя лемму, получаем v̂ = ln q, q ∈ Ξ(B).
Но v̂ = ln p̂. Следовательно, p ∈ Ξ(B). Таким образом, p̂ ∈ Ω(B) ∩ Ξ(B), т. е. p̂ — равновесный
вектор цен.

Теорема доказана.

Полученный результат имеет теоретическое значение. Он характеризует связанную с моде-
лью задачу полиэдральной комплементарности: возникающее кусочно-постоянное многознач-
ное отображение является убывающим (см. [16]). К настоящему моменту нет алгоритмов, ко-
торые бы использовали эту оптимизационную задачу.

В случае модели Фишера η(p) = ϕ(p)−ψ(p). Это — выпуклая функция, но ее минимизиро-
вать более сложно, чем минимизировать функцию ϕ(p) или максимизировать функцию ψ(p)
разработанными специальными алгоритмами (см. [6]).

Заключение

Представлено дальнейшее развитие не имеющего аналогов подхода полиэдральной ком-
плементарности к проблеме равновесия в линейной модели обмена и ее вариациях. Подход
позволил разработать конечные алгоритмы отыскания равновесных цен. Для модели обмена с
фиксированными бюджетами (модель Фишера) возникающая задача о неподвижной точке сво-
дится к паре оптимизационных задач на симплексе цен. Эти задачи находятся в отношении
двойственности аналогично двойственным задачам линейного программирования. В работе
предложены явные формулировки двойственных оптимизационных задач для модели Фише-
ра и двух ее обощений: модель с ограничениями на затраты при закупках (spending constraints)
и модель с вмененными доходами фирм. Для модели Фишера это позволяет прояснить связь
подхода полиэдральной комплементарности с известной редукцией Гейла — Айзенберг. Сведе-
ние к оптимизационной задаче получено также для модели обмена с переменными бюджетами.
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