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В работе рассматривается специфическая версия авторского подхода к синтезу базисов дискретных ор-
тогональных преобразований (ДОП), учитывающего связь структуры базисных функций преобразования
и существованием той или иной системы счисления на (многомерном) множестве индексов входного сигна-
ла. В отличие от случая прототипной работы В.М.Чернова “Дискретные ортогональные преобразования с
базисами, порожденными самоподобными последовательностями” (2018), в которой рассматривались ДО,
ассоциированные с безизбыточными системами счисления (т. е. с такими системами счисления, в которых
каждый индекс входного сигнала имел бы единственное представление в избранной системе счисления),
в данной работе рассматривается случай так называемых полных систем счисления. Для них уже нет
биективного соответствия между множеством входных индексов ДОП и множеством их цифровых пред-
ставлений. Потенциально такие постановки прикладных задач естественно возникают в распознавании
изображений, искусственном интеллекте, теории формальных языков, математическом программирова-
нии и в других областях, где анализируемые объекты характеризуются многими разнородными призна-
ками, которые могут быть и количественными, и качественными, и смешанными. При этом сами объекты
могут существовать в нескольких экземплярах, имеющих, в частности и противоречивые описания, ко-
торые должны рассматриваться и анализироваться как единое целое. Такие многопризнаковые объекты
можно представить как мультимножества (“множества с повторениями”). В силу того, что дискретный
спектральный анализ является одним из основных инструментов перечисленных задач в классической
“множественной” интерпретации объектов исследования, в настоящей работе предпринимается попытка
экстраполяции некоторых идей и методов дискретного спектрального анализа на случай анализа муль-
тимножественных объектов.

Ключевые слова: мультимножества, дискретные ортогональные преобразования, полные последова-
тельности.

V. M.Chernov, M.A. Chicheva. Discrete orthogonal transforms on multisets associated with

complete sequences.

We consider a specific version of the authors’ approach to the synthesis of bases of discrete orthogonal
transforms (DOTs). The approach takes into account the relation between the structure of basis functions of a
transform and the existence of a certain numeral system on the (multidimensional) index set of the input signal.
In contrast to Chernov’s prototype paper “Discrete orthogonal transforms with bases generated by self-similar
sequences” (2018), which was concerned with DOTs associated with irredundant numeral systems (where each
index of the input signal has a unique representation in a chosen numeral system), in the present paper we
study the case of the so-called complete numeral systems. In this case, there is no bijection between the set
of input indices of DOTs and the set of their digital representations. Potentially, such statements of applied
problems naturally appear in image recognition, artificial intelligence, theory of formal languages, mathematical
programming, and other areas where the analyzed objects are characterized by many heterogeneous attributes,
which can be quantitative, qualitative, and mixed. There may be several copies of each objects, and the copies
may have inconsistent descriptions, which must be considered and analyzed as a whole. Such objects with many
attributes can be represented as multisets (“sets with repetitions”). Since discrete spectral analysis is a basic
tool for solving the described problems in the classical "multiple” interpretation of objects, we try to extend
some ideas and methods of spectral analysis to the case of multiset objects.
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Введение

Побудительным мотивом к написанию этой работы явилось знакомство с работами [1; 2]
А.Б.Петровского — одного из немногочисленных исследователей в области теории мультимно-
жеств, которое убедило авторов и в нетривиальности теории, и в ее востребованности. Теоре-
тическим аспектам теории мультимножеств посвящено незаслуженно мало работ. Хотя множе-
ства с повторениями традиционно изучались в комбинаторной математике (см. [3;4]), Д.Кнут
был, по-видимому, первым, кто обратил внимание на необходимость рассмотрения мульти-
множеств как самостоятельных математических объектов. Как отмечается в [2], теоретико-
мультимножественные постановки прикладных задач естественно возникают в “распознава-
нии изображений, искусственном интеллекте, теории формальных языков, математическом
программировании и других областях, где анализируемые объекты характеризуются многими
разнородными признаками, которые могут быть и количественными, и качественными, и сме-
шанными. При этом сами объекты могут существовать в нескольких экземплярах, имеющих, в
частности, и противоречивые описания, которые должны рассматриваться и анализироваться
как единое целое. Примерами подобных задач служат классификация и упорядочение объек-
тов, оцененных несколькими экспертами по многим качественным критериям, распознавание
графических символов, обработка текстовых документов. Такие многопризнаковые объекты
можно представить как мультимножества”.

Еще одной причиной рассмотрения авторами дискретных ортогональных преобразований
(ДОП), определенных на мультимножествах, явился многолетний интерес к различным аспек-
там теории дискретного спектрального анализа и, в частности, желание продолжить исследо-
вания, начатые в [5], где вводится в рассмотрение новый класс ДОП — дискретные ортого-

нальные преобразования с самоподобными базисами. В [5] приведено описание методов синтеза
базисов новых ДОП, явным образом использующих интерпретацию целочисленных индексов
преобразуемых сигналов как векторов “цифр” (n0, . . . , nd−1) целочисленных входных индексов,
представленных в некоторой традиционной g-ичной системе счисления:

n =

d(n)−1
∑

j=0

njg
j , nj ∈ {0, 1, . . . , g − 1}.

В работах [6;7] анонсированы приложения таких ДОП и к прикладным задачам анализа циф-
ровых изображений, и к классическим “аппаратным” проблемам аналитической теории чи-
сел — проблемам продолжения рядов Дирихле.

Существенно, что традиционные g-ичные системы счисления являются безызбыточными:

тогда равенство n =
∑d(n)−1

j=0 njg
j , nj ∈ {0, 1, . . . , g−1}, устанавливает биективное соответствие

между множеством Z
+ неотрицательных целых чисел и множеством

Z
<∞

g =
⋃

d∈Z+

{

(n0, . . . , nd−1, 0, 0, . . .), nj ∈ {0, 1, . . . , g − 1}
}

.

Если система счисления с базисом F (j) избыточная, т. е. если некоторые числа допускают
несколько различных представлений в форме

n =

d(n)−1
∑

j=0

njF (j), nj ∈ Ω ⊂ Z,

можно считать, что последнее равенство устанавливает биекцию между множеством

Z
<∞

F =
{

(n0, . . . , nd(n)−1, 0, 0, . . .), nj ∈ Ω ⊂ Z
}

и некоторым мультимножеством, состоящим из целых чисел.
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Так как результаты исследований [1;2] позволяют сделать вывод об отсутствие каких-либо
непреодолимых идейных трудностей при экстраполяции классических конструкций меры и
метрики на случай мультимножеств, то одной из целей данной статьи является попытка пере-
несения идей и методов работы [5] на случаи некоторых мультимножеств, или “множеств

с повторениями”.

1. Полные последовательности

Использование термина “система счисления” в традиционном смысле не является прин-
ципиальным в контексте рассматриваемых в настоящей работе вопросов. Принципиальным
является то, что целые числа можно представить (может быть, и неединственным образом)
линейными комбинациями значений некоторой базовой последовательности с коэффициента-
ми из некоторого конечного подмножества — цифрового алфавита, целых или целых алгебраи-
ческих чисел. Наиболее изученным классом таких последовательностей является класс полных
последовательностей [8].

О п р е д е л е н и е. Целочисленная последовательность φ(k) называется полной последо-

вательностью, если любое положительное целое число может быть выражено в виде суммы
значений членов последовательности, при этом каждое значение можно использовать только
один раз.

Утверждение 1 [8, критерий Brown]. Пусть целочисленная последовательность φ(m)

неубывающая и Φ(µ) =
µ
∑

m=0
φ(m). Тогда условия φ(0) = 1, Φ(µ−1) ≥ φ(µ)−1 ∀µ ≥ 1 являются

необходимыми и достаточными для последовательности φ(m), чтобы она была полной.

Последнее утверждение позволяет в случае полноты последовательности φ(m) находить
представление элементов z ∈ Z в форме

z =

d(z)
∑

k=0

ξkφ(k), ξk ∈ {0, 1},

с помощью так называемого жадного алгоритма: от числа z последовательно, шаг за шагом,
отщепляются слагаемые, равные наибольшему члену последовательности zt, не превосходяще-
му

z : zt =

t
∑

k=0

ξkφ(k).

Следствие. Из утверждения 1 легко выводим, что условия

φ(0) = 1, ∀m > 1 2φ(m) > φ(m+ 1)

являются достаточными для того, чтобы последовательность φ(m) была полной.

Однако эти условия не являются необходимыми: существуют полные последовательности,
которые не удовлетворяют условиям данного следствия. Например, последовательность, со-
стоящая из 1 и первого простого числа после каждой степени двойки.

В данной статье мы развиваем дальше идею работы [5], использующей индексацию вход-
ных аргументов линейными комбинациями значений некоторой базовой последовательности,
но вместо естественно возникающих в [5] представлений целочисленных индексов в g-ичных
системах счисления, т. е. линейными комбинациями степеней целого числа g, будем рассматри-
вать индексацию входных аргументов линейными комбинациями элементов некоторой полной

последовательности φ(k).
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П р и м е р ы полных последовательностей. Ниже приведен далеко не полный список наи-
более известных полных последовательностей.

1. Последовательность простых чисел P (k)
∆
= φ(k), начинающаяся с φ(0) = 1 (несмотря

на “каноничность” проблем, связанных с простыми числами, относительно новый взгляд на
эту последовательность “в целом” содержится в работе С.С.Пиллаи (см. [9]). Для последова-

тельности (простых) чисел P (k)
∆
= φ(k) из постулата Бертрана P (k − 1) < P (k) < 2P (k − 1)

следует выполнимость критерия Бруна (считая, что {P (k)} = {1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, . . .}).
2. Последовательность обычных чисел Фибоначчи Φ(k) : Φ(k+2) = Φ(k+1)+Φ(k); Φ(0) =

Φ(1) = 1.
Справедливость неравенства утверждения 1 для этой последовательности легко следует из

того, что (формула Бине)

Φ(k) =
ϕk − (1− ϕ)k√

5
, {Φ(k)} = {1, 2, 3, 5, 8, . . .},

где ϕ = 1, 618034 . . . — “золотое сечение”.

3. Все последовательности “обобщенных n-шаговых” чисел Фибоначчи (n-step Fibonacci
numbers; n-bonacci numbers (см. [10–12])): φn(k + n) = φn(k + (n− 1)) + . . .+ φn(k).

Терминология, используемая в англоязычной литературе, приведена в табл. 1.
Справедливость неравенства (выполнимость критерия Бруна) следует из того факта, что

для комплексного корня ν характеристического полинома χ(t) = tn − tn−1 − . . . − t1 − t0 с
максимальным модулем выполняется неравенство 1 < max |ν| < 2 (см. [12]).

4. Центральные многоугольные числа L(k) — максимальное число частей плоскости, ко-
торое можно получить ее разбиением с помощью k прямых; в англоязычной литературе для
этой последовательности встречается название Lazy caterer’s sequence — “последовательность
ленивого поставщика” (см. [13; 14]). Известно, что

L(k) = 1 +
k(k + 1)

2
, L(k) = {1, 2, 4, 7, 11, 22, . . .}, k ≥ 0.

Поэтому выполнимость критерия Бруна выводим из полиномиального порядка роста L(k).
В табл. 2 приводятся численные примеры представления чисел суммами небольшой длины

d ≤ 5 относительно базисов, порожденных полными последовательностями P (k),Φ(k), L(k).

2. Синтез ДОП на мультимножествах, ассоциированных

с полными последовательностями

2.1. Синтез области определения ДОП

Пусть φ(k) — полная последовательность,

M = Md =
d−1
∑

j=0

1 · φ(j).

Рассмотрим множество W
d битовых d-мерных векторов:

W
d = {w = (w0, w1, . . . , wd−1) : wj ∈ {0, 1}}

и отображение

τ : Wd → Z : w = (w0, w1, . . . , wd−1) 7→ w0φ(0) + . . .+ wd−1φ(d − 1) = τ(w)

= Φw(w0, . . . , wd−1) = Φw.
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Т а б л и ц а 1

n Название последовательности n Название последовательности

2 fibonacci 5 pentanacci

3 tribonacci 6 hexanacci

4 tetranacci 7 heptanacci

Т а б л и ц а 2

Натуральные числа, представимые суммой

первых пяти членов полных последовательностей

“Цифры” (коды) φ(0), . . . , φ(4) . . . натуральных чисел
Полные последо-
вательности
P (k) Φ(k) L(k)

0,0,0,0,0,. . . 0 0 0

1,0,0,0.0,. . . 1 1 1

0,1,0,0.0,. . . 2 2 2

1,1,0,0.0,. . . 3 3 3

0,0,1,0.0,. . . 3 3 4

1,0,1,0.0,. . . 4 4 5

0,1,1,0.0,. . . 5 5 6

1,1,1,0.0,. . . 6 6 7

0,0,0,1,0,. . . 5 5 7

1,0,0,1.0,. . . 6 6 8

0,1,0,1.0,. . . 7 7 9

1,1,0,1.0,. . . 8 8 10

0,0,1,1.0,. . . 8 8 11

1,0,1,1.0,. . . 9 9 12

1,1,1,1.0,. . . 10 10 13

1,1,1,1.0,. . . 11 11 14

0,0,0,0,1,. . . 7 8 11

1,0,0,0.1,. . . 8 9 12

0,1,0,0.1,. . . 9 10 13

1,1,0,0.1,. . . 10 11 14

0,0,1,0,1,. . . 10 11 15

1,0,1,0.1,. . . 11 12 16

0,1,1,0.1,. . . 12 13 17

1,1,1,0.1,. . . 13 14 18

0,0,0,1,1,. . . 12 13 18

1,0,0,1.1,. . . 13 14 19

0,1,0,1.1,. . . 14 15 20

1,1,0,1.1,. . . 15 16 21

0,0,1,1.1,. . . 15 16 22

1,0,1,1.1,. . . 16 17 23

0,1,1,1.1,. . . 17 18 24

1,1,1,1.1,. . . 18 19 25
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В силу свойств полных последовательностей числа τ(w) = Φw(w0, w1, . . . , wd−1) образуют под-
множество ZM = {0, 1, . . . ,M} ⊂ Z, причем отображение τ не является инъективным: разные
векторы w могут отображаться в одинаковые элементы Φw = τ(w). Поэтому совокупность чи-
сел {Φw : w ∈ W

d} = {τ(w) : w ∈ W
d} = ZM ⊂ Z является “множеством с повторениями”,

т. е. мультимножеством.
На множестве W

d введем отношение эквивалентности (∼)

w = (w0, w1, . . . , wd−1) ∼ v

= (v0, v1, . . . , vd−1) ↔ w = w0φ(0) + . . .+ wd−1φ(d− 1) = v0φ(0) + . . .+ vd−1φ(d− 1) = v,

которое индуцирует и отношение эквивалентности на ZM , определяя, таким образом, на мно-
жестве τ(Wd) структуру фактор-множества, состоящего из классов эквивалентных элементов,
т. е. классов чисел, равных, но имеющих различное представление в форме

z =

d(z)
∑

k=0

ξkφ(k), ξk ∈ {0, 1}.

Далее класс эквивалентных элементов из τ(Wd), содержащий элемент z, будем обозначать
как 〈z〉, т. е. τ(Wd) =

⋃

w∈Wd

〈Φw〉. Таким образом, фактор-множество τ(Wd) может пониматься

как объектное множество — объединение непересекающихся классов эквивалентных чисел,
каждый из которых в свою очередь ассоциируется с множеством бинарных векторов из W

d,
а именно, с множеством τ -прообразов элементов τ(Wd).

2.2. Синтез базисных функций ДОП

Пусть {φ(n)} — полная последовательность. Рассмотрим

Fd(z) =

d−1
∏

k=0

(

1 + zφ(k) exp
{πi2k

2t

})

=
∑

n∈∆

a(n)zn, ∆ = {n : φ(1) ≤ n ≤ φ(1) + . . .+ φ(d− 1)}.

Если n = ν1φ(1) + . . .+ νdφ(d), νj ∈ {0, 1}, то

a(n)
.
= a(ν1, . . . , νd) = exp

d
∑

k=1

νk

{πi2k

2t

}

.

Равенство для Fd(z) можно также записать в виде, явно подчеркивающем его “мультимноже-
ственный” характер:

Fd(z) =
d−1
∏

k=0

(

1 + zφ(k) exp
{πi2k

2t

})

=
∑

n∈∆

a(n)zn =
∑

n∈∆

zn
(

∑

Υ(n)

exp
d

∑

k=1

νk

{πi2k

2t

})

,

и суммирование в средней сумме распространяется на {0, 1}-множество “цифр”

Υ(n) =
{

(ν1, . . . , νd) : n = ν1φ(1) + . . .+ νdφ(d), νj ∈ {0, 1}
}

.

Положим далее
t−1
∏

k=0

(

1 + zφ(k) exp
{πi2km

2t

})

=
∑

n∈∆

a(m)(n)zn,

т. е.

a(m)(n) = exp

d
∑

k=1

νk

{πi2km

2t

}

.
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Утверждение 2. Для функций Ψm(n) = a(m)(n) выполняется соотношение ортогональ-

ности в форме 〈Ψm,Ψµ〉 =
2t−1
∑

n=0
Ψm(n)Ψµ(n) = δm,µ2

t, где δm,µ — дельта функция Кронекера.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, формально имеем при нечетном ρ и некотором
τ, (0 ≤ τ < t) соотношение делимости для m,µ : (m− µ) = 2τρ:

〈Ψm,Ψµ〉 =
2e−1
∑

n=0

Ψm(n)Ψµ(n) =
2e−1
∑

n=0

a(m)(n) a(µ)(n)

=

2e−1
∑

n

exp
{πi(m− µ)

2t−1

(

∑

k∈∆n

2k
)}

=

2e
∑

n

exp
{πi(m− µ)

2t−1

(

∑

k∈∆n

2k
)}

zn
∣

∣

∣

z=1

=

t−1
∏

k=0

(

1 + zφ(k) exp
{πi2k(m− µ)

2t−1

})

zn
∣

∣

∣

z=1
=

t−1
∏

k=0

(

1 + exp
{πi2k(m− µ)

2t−1

})

;

и, по крайней мере, один из сомножителей в последнем произведении при (m − µ) 6= 0 обра-
щается в нуль.

Заключение

Необходимо, наверное, все же признать, что первым толчком к написанию этой работы
явилось осознание авторами простого (житейского) тезиса: “Эквивалентные объекты далеко
не всегда тождественные объекты”. И, как следствие, осознание того факта, что множества,
рассматриваемые в математике, практически всегда являются фактор-множествами, т. е. ре-
дукциями относительно некоторого отношения эквивалентности, факт наличия которого за-
частую оправдывается невнятными рассуждениями об абстрактности Науки (= “если что-то
не абстрактно, то это что-то уж точно НЕ Наука”).

Глобальная программа Н.Бурбаки построения всей современной математики на единой
методологической основе — теории множеств на практике привела к дилемме:

(а) следует либо довести до всеобщего сведения, что математика если и изучает в некоторой
степени явления окружающего мира, то только с точностью до . . . , например, чувственного
восприятия субъектами явлений окружающего мира, отправляя эти чувственные, непосред-
ственные восприятия субъектов (и авторов, и читателей, в частности) в ядро гомоморфизма,
порожденного вышеупомянутым отношением эквивалентности;

(б) либо, если уж и признать познавательную роль математики как развитой теории ис-
ключительно фактор-множеств, одновременно следует передать мировоззренческую функцию
науки (псевдо)формализованным описаниям отношений эквивалентности объектов окружаю-
щего мира, т. е. в частности, метаматематическим теориям или вообще естественнонаучным
и экспериментальным исследованиям.

Возможность многократного вхождения элементов в мультимножество, а вернее, интер-
претация исследуемого объекта и модели его наблюдения именно в виде “эквивалентных, но
нетождественных”, создает новое качество, которое отличает мультимножество от обычного
“ординарного” множества и порождает существенно большее, чем у множеств, разнообразие
видов и особенностей мультимножеств, и оставляет простор для дальнейших исследований в
этой области.
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