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В работе изучаются свойства неприводимых представлений специальной линейной и симплектической
групп, небольших относительно характеристики поля и регулярных унипотентных элементов непростого
порядка из подсистемных подгрупп типов Al и Cl соответственно с определенными условиями на l. Пусть
K — алгебраически замкнутое поле характеристики p > 2, G = Ar(K) или Cr(K), l < r − 1 при G =
Ar(K) и l < r при G = Cr(K), H ⊂ G — подсистемная подгруппа с двумя простыми компонентами
H1 и H2 типов Al и Al−r−1 или Cl и Cr−l соответственно, x — регулярный унипотентный элемент из
H1. Предположим, что l + 1 = aps + b при G = Ar(K) и 2l = aps + b при G = Cr(K), где a < p,
p ≤ b ≤ ps, s > 1. Назовем неприводимое представление ϕ группы G (p, x)-специальным, если все веса
ограничения представления ϕ на хорошую A1-подгруппу, содержащую xp

s

, меньше p (здесь множество
весов группы типа A1 канонически отождествляется с множеством целых чисел). Обозначим символом
dρ(z) минимальный многочлен образа элемента z в представлении ρ и назовем композиционный фактор ψ
ограничения представления ϕ на H большим относительно элемента z ∈ H, если dψ(z) = dϕ(z). Основные
результаты статьи — теоремы 1 и 2.

Теорема 1. Пусть ϕ — (p, x)-специальное представление группы G. Тогда ограничение ϕ на H не имеет
композиционных факторов, больших относительно x и нетривиальных для H2.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 число блоков Жордана максимальной размерности у элемента ϕ(x)
не превосходит некоторого числа, которое зависит только от p, b и коэффициентов старшего веса и не
зависит от ранга группы.

В статье показано, почему изучаемый здесь случай целесообразно рассматривать отдельно. Так, для
p-ограниченных представлений соответствующих групп с большими относительно характеристики стар-
шими весами справедливы утверждения, противоположные теоремам 1 и 2. Результаты о блочной струк-
туре образов унипотентных элементов в представлениях алгебраических групп могут быть использованы
для решения задач распознавания представлений и линейных групп по наличию матриц определенного
вида.

Ключевые слова: унипотентные элементы, размерности блоков Жордана, специальная линейная груп-
па, симплектическая группа.

T. S.Busel, I. D. Suprunenko. On the properties of irreducible representations of special linear

and symplectic groups that are not large with respect to the field characteristic and regular

unipotent elements from subsystem subgroups.

We study the properties of irreducible representations of special linear and symplectic groups that are not
large with respect to the ground field characteristic and regular unipotent elements of nonprime order from
subsystem subgroups of types Al and Cl, respectively, with certain conditions on l. Assume that K is an
algebraically closed field of characteristic p > 2, G = Ar(K) or Cr(K), l < r − 1 for G = Ar(K) and l < r for
G = Cr(K), H ⊂ G is a subsystem subgroup with two simple components H1 and H2 of types Al and Al−r−1

or Cl and Cr−l, respectively, and x is a regular unipotent element from H1. Suppose that l + 1 = aps + b for
G = Ar(K) and 2l = aps+b for G = Cr(K) where a < p, p ≤ b ≤ ps, and s > 1. An irreducible representation ϕ
of G is said to be (p, x)-special if all the weights of the restriction of ϕ to a nice A1-subgroup containing xp

s

are
less than p (here the set of weights of a group of type A1 is canonically identified with the set of integers). Denote
by dρ(z) the minimal polynomial of the image of an element z in a representation ρ and call the composition
factor ψ of the restriction of ϕ to H large for z ∈ H if dψ(z) = dϕ(z). The main results of the paper are
Theorems 1 and 2.

Theorem 1. Let ϕ be a (p, x)-special representation of G. Then the restriction of ϕ to H has no composition
factors that are large for x and nontrivial for H2.

Theorem 2. Under the assumptions of Theorem 1, the number of maximum size Jordan blocks of the
element ϕ(x) does not exceed a certain integer which depends only upon p, b, and the coefficients at the highest
weight and does not depend on the group rank.
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We explain why the case studied here should be considered separately. For instance, for p-restricted repre-
sentations of the corresponding groups with large highest weights with respect to the characteristic, assertions
opposite to Theorems 1 and 2 are valid. The results on the block structure of the images of unipotent elements
in representations of algebraic groups can be used for solving recognition problems for representations and linear
groups based of the presence of certain special matrices.
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1. Введение

Пусть x — элемент порядка ps+1 из простой алгебраической группы G классического типа
над алгебраически замкнутым полем K характеристики p > 2, s ≥ 0. Положим y = xp

s
.

Пусть A — хорошая A1-подгруппа (см. [10, теорема 1]), содержащая y. Назовем неприводимое
представление ϕ группы G (p, x)-специальным, если все веса ограничения ϕ|A меньше p (здесь
множество весов группы типа A1 канонически отождествляется с множеством целых чисел).

В работе изучаются свойства неприводимых представлений специальной линейной и сим-
плектической групп, являющихся (p, x)-специальными для регулярных унипотентных элемен-
тов x непростого порядка из подсистемных подгрупп типов Al и Cl соответственно с опреде-
ленными условиями на l. Всюду в дальнейшем p > 2, G = Ar(K) или Cr(K), |z| — порядок
элемента z, l < r−1 при G = Ar(K) и l < r при G = Cr(K), H ⊂ G — подсистемная подгруппа
с двумя простыми компонентами H1 и H2 типов Al и Al−r−1 или Cl и Cr−l соответственно.

Положим n = l + 1 при G = Ar(K) и n = 2l при G = Cr(K). Предположим, что n =
aps + b, где 0 < a < p, p ≤ b ≤ ps, s > 1. Из доказанной в разд. 2 леммы 3 следует, что
неприводимое представление группы G является (p, x)-специальным тогда и только тогда,
когда выполняются следующие условия:

1) старший вес представления имеет вид

{

a1ω1 + . . .+ ap−1ωp−1 + ar−p+2ωr−p+2 + . . .+ arωr при G = Ar(K),

a1ω1 + . . .+ ap−1ωp−1 при G = Cr(K);

2) a(a1 + 2a2 + . . .+ (p− 1)ap−1 + (p− 1)ar−p+2 + . . .+ ar) < p при G = Ar(K),

a(a1 + 2a2 + . . .+ (p− 1)ap−1) < p при G = Cr(K).

Обозначим символом dρ(u) минимальный многочлен образа элемента u в представлении ρ. На-
зовем композиционный фактор ψ ограничения представления ϕ на H большим относительно

элемента u ∈ H, если dψ(u) = dϕ(u). Основные результаты статьи — теоремы 1 и 2.

Теорема 1. Пусть x — регулярный унипотентный элемент группы H1, ϕ — (p, x)-спе-

циальное представление группы G. Тогда ограничение ϕ на H не имеет композиционных

факторов, больших относительно x и нетривиальных для H2.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 число блоков Жордана максимальной размерности у

элемента ϕ(x) не превосходит некоторого числа, которое зависит только от p, b и коэффи-

циентов старшего веса и не зависит от ранга группы.

Результаты о блочной структуре образов унипотентных элементов в представлениях алгеб-
раических групп могут быть использованы для решения задач распознавания представлений
и линейных групп по наличию матриц определенного вида. В положительной характеристике
получить такую информацию значительно труднее, чем в нулевой, особенно для унипотент-
ных элементов непростого порядка. Авторам известна лишь одна работа, где определена нор-
мальная форма Жордана для образов таких элементов произвольного порядка и семейства
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неприводимых представлений, размерности которых не ограничены в совокупности. Это ста-
тья М. Корхонена [9], содержащая решение этой задачи для образов унипотентных элементов
в неприводимых модулях для классических алгебраических групп в нечетной характеристике,
являющихся композиционными факторами тензорного произведения стандартного модуля и
дуального к нему либо внешнего или симметрического квадрата стандартного модуля. В общем
случае, когда размерности рассматриваемых представлений неизвестны, можно стремиться
выделить классы “редких” элементов, наличие которых в образе представления может быть
эффективно использовано для его распознавания. Так, А.Е. Залесский и Д. Тестерман [15]
классифицировали неприводимые представления исключительных алгебраических групп, об-
разы которых содержат унипотентные элементы с одним нетривиальным блоком Жордана,
что завершает классификацию таких представлений для всех простых алгебраических групп
в нечетной характеристике. Для поиска таких “редких” элементов важно систематическое изу-
чение свойств образов различных унипотентных элементов в неприводимых представлениях
простых алгебраических групп. При этом оказывается полезным анализ композиционных фак-
торов ограничений этих представлений на подсистемные подгруппы.

Когда-то А.Е. Залесский привлек внимание второго автора к изучению ограничений пред-
ставлений простых алгебраических групп на непростые подсистемные подгруппы. В [14] дока-
зано, что ограничения нетривиальных представлений простой алгебраической группы на под-
системные подгруппы с двумя простыми компонентами почти всегда имеют композиционные
факторы, нетривиальные для обеих компонент; все исключения указаны явно. Эти результаты
были усилены в [13]. Изучение ограничений неприводимых представлений простых алгебраи-
ческих групп на подсистемные подгруппы с двумя простыми компонентами часто позволяет
получить информацию, которую было бы затруднительно иметь, рассматривая лишь ограни-
чения на простые подсистемные подгруппы. При некоторых ограничениях на l в [13, теоремы
1.3 и 1.6] доказано, что если ϕ — p-ограниченное представление группы G со старшим весом

ω =
r∑

i=1

aiωi,

r∑

i=1

ai ≥ p,

ω 6= a1ω1 + arωr с a1 + ar = p, (p− 1)ω1 + ω2 или ωr−1 + (p− 1)ωr при G = Ar(K)

и ω 6= (p − 1)ω1 + ω2 при G = Cr(K),

то ограничение ϕ|H имеет композиционный фактор, большой для всех унипотентных элемен-
тов из H1 и нетривиальный относительно H2. В силу [12, теорема 1.1] для таких представлений
dϕ(z) = |z| для любого унипотентного элемента z. В качестве следствия из упомянутых выше
результатов получены нижние оценки числа блоков Жордана размерности |z| для всех элемен-
тов z, порядок которых равен порядку регулярного унипотентного элемента из подгруппы H1

для подходящего l [13, следствия 1.8 и 1.9]. Эти оценки зависят от ранга r исходной груп-
пы и порядка элемента. Там же указаны обширные классы неприводимых представлений ϕ

групп Ar(K) и Cr(K), у которых сумма коэффициентов старшего веса меньше p и ϕ|H имеет
композиционный фактор, большой для всех элементов порядка p из H1 и нетривиальный для
H2 [13, теоремы 1.5 и 1.7].

Есть основания полагать, что при G = Ar(K) ограничение ϕ|H имеет композиционный
фактор, большой для регулярного унипотентного элемента x из H1 и нетривиальный для H2,
если aps ≤ l < (a+1)ps, 1 < a < p, и максимальный вес ограничения ϕ|A не меньше p+a, и что
такой фактор существует для обширного класса представлений ϕ, небольших относительно x,
если ps ≤ l ≤ ps + p − 2, s > 1. Если такой фактор существует, то ϕ(x) имеет не менее r − l

блоков Жордана максимальной размерности. Поиску указанных факторов будет посвящена
последующая работа второго автора.

Таким образом, поведение элемента x в случае, когда ϕ — (p, x)-специальное представ-
ление, а ранг l не слишком мал, отличается от других ситуаций. Этот случай естественно
рассматривать отдельно.
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2. Предварительные сведения

Далее ωi и αi, 1 ≤ i ≤ r, — фундаментальные веса и простые корни группы G, εi с
1 ≤ i ≤ r + 1 при G = Ar(K) и 1 ≤ i ≤ r при G = Cr(K) — веса стандартного G-модуля,
определенные в [2, §13]. Символы ωi и αi используются не только для группы G, но и для
других полупростых алгебраических групп; из контекста всегда ясно, о какой группе идет речь.
Нумерация простых корней соответствует [1]. Напомним, что неприводимое представление
полупростой алгебраической группы в характеристике p называется p-ограниченным, если все
коэффициенты его старшего веса меньше p.

Ниже Λ(Γ) — множество весов полупростой алгебраической группы Γ, ω(ϕ) — старший вес
представления ϕ, Xβ и xβ(t) — корневая подгруппа и корневой элемент в G, ассоциированные с
корнем β и элементом t ∈ K, G(β1, . . . , βk) ⊂ G — подгруппа в G, порожденная корневыми под-
группами X±β1 , . . . ,X±βk . Положим X±i = X±αi , G(i1, . . . , ik) = G(αi1 , . . . , αik). Используется
также обозначение G(i1, . . . , ik, β) для группы G(αi1 , . . . , αik , β). Подгруппу, порожденную все-
ми корневыми подгруппами, ассоциированными с корнями из некоторой подсистемы системы
корней группы G, будем называть подсистемной подгруппой.

Далее dimM (dimϕ) — размерность G-модуля M (представления ϕ), Λ(M) (Λ(ϕ)) — мно-
жества весов модуля M (представления ϕ), Mλ — весовое подпространство веса λ в модуле M .
Символ 〈g1, g2, . . . , gk〉 или 〈V1, V2, . . . Vk〉 обозначает подгруппу, порожденную элементами g1,
g2,. . . , gk, или линейную оболочку подпространств V1, V2,. . . , Vk фиксированного векторного
пространства.

Всюду ниже x ∈ H1 — регулярный унипотентный элемент, y = xp
s
.

Предполагается, что корни и веса группы G рассматриваются относительно фиксирован-
ного максимального тора T . Если S ⊂ G — такая подгруппа, что T ∩ S — максимальный тор
в S, то λ|S — это ограничение веса λ ∈ Λ(G) с T на T ∩ S. Ясно, что можно рассматривать
ограничения λ|S для подсистемных подгрупп S.

Предложение 1 ( [7, предложение 2.11(b)]; см. также [6, теорема I; 11, предложение] ).
Пусть S = G(i1, . . . , ik) ⊆ G, M — неприводимый G-модуль со старшим весом ω, v ∈ M —

ненулевой вектор старшего веса. Тогда подпространство KSv ⊆M является неприводимым

S-модулем со старшим весом ω|S и прямым слагаемым S-модуля M .

О п р е д е л е н и е. Связная замкнутая подгруппа A типа A1 в простой алгебраической
группе Γ над K называется хорошей A1-подгруппой, если образы всех корней при гомоморфиз-
ме σ : Λ(Γ) → Λ(A), индуцированном ограничением весов с максимального тора T группы Γ
на максимальный тор TA = T ∩A в A, меньше 2p− 1.

Предложение 2 [10, предложение 2.2]. Если Γ — простая алгебраическая группа клас-

сического типа над K, то для любого элемента z ∈ Γ порядка p существует хорошая A1-

подгруппа A, содержащая z, и все такие подгруппы сопряжены; при этом можно выбрать

систему простых корней так, что σ(αi) ∈ {0, 1, 2} и совпадает с i-й меткой на помеченной

диаграмме Дынкина элемента z (здесь σ — гомоморфизм из определения).

Лемма 1. 1) В стандартном G-модуле элемент y имеет b блоков Жордана размерности

a+ 1 и ps − b блоков размерности a, а остальные блоки тривиальны.

2) Пусть ρ — неприводимое представление полупростой алгебраической группы Γ над

полем K, h ∈ Γ — элемент порядка ps+1, h1 = hp
s
. Тогда

ps (dρ(h1)− 1) < dρ(h) ≤ psdρ(h1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Известно, что в стандартном G-модуле элемент x имеет один
блок размерности n = aps + b и блоки размерности 1. Далее используем предложение 2.5.b из
работы [12].



92 Т.С.Бусел, И.Д.Супруненко

2) Эта часть предложения 2.5.a из [12]. �

Используя [8, следствие 3.6], легко видеть, что группаH1 содержит элементы z и u, которые
в стандартном G-модуле и в стандартном H1-модуле имеют p и p − 1 блоков Жордана раз-
мерности 2 соответственно, а остальные блоки тривиальны. Если f ∈ {y, z, u}, то далее Af —
хорошая A1-подгруппа в G, содержащая f , σf : Λ(G) → Λ(Af ) — гомоморфизм, удовлетворя-
ющий условиям предложения 2. Так как все такие подгруппы для фиксированного элемента
сопряжены, можно считать, что Af ⊂ H1. Ясно, что Af является хорошей A1-подгруппой для
f и в H1.

Лемма 2.

При G = Ar(K) σy(ε1) = . . . = σy(εb) = −σy(εr−b+2) = . . . = −σy(εr+1) = a,

|σy(εj)| < a при b+ 1 ≤ j ≤ r − b+ 1;

σz(ε1) = . . . = σz(εp) = −σz(εr−p+2) = . . . = −σz(εr+1) = 1,

σz(εj) = 0 при p+ 1 ≤ j ≤ r − p+ 1;

σu(ε1) = . . . = σu(εp−1) = −σu(εr−p+3) = . . . = −σu(εr+1) = 1,

σu(εj) = 0 при p ≤ j ≤ r − p+ 2.

При G = Cr(K) σy(ε1) = . . . = σy(εb) = a,

0 ≤ σy(εj) < a при j ≥ b+ 1;

σz(ε1) = . . . = σz(εp) = 1,

σz(εj) = 0 при j ≥ p+ 1;

σu(ε1) = . . . = σu(εp−1) = 1,

σu(εj) = 0 при j ≥ p.

Для неприводимого представления ϕ группы G

σf (ω(ϕ)) = max
µ∈Λ(ϕ)

{σf (µ)} при f ∈ {y, z, u}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ {y, z, u}. Обозначим символом N(f) набор из всех
весов ограничения стандартного G-модуля на Af с учетом кратностей. Таким образом, набор
N(f) состоит из r+1 чисел при G = Ar(K) и 2r чисел при G = Cr(K). В наборе N(y) каждое
из чисел a, a− 2,. . . , 2− a, −a встречается b раз, каждое из чисел a− 1, a− 3,. . . , 3− a, 1− a

— ps − b раз, остальные числа — нули. Набор

N(z) ={1, 1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

p раз

, 0, 0, . . . , 0,−1,−1, . . . ,−1
︸ ︷︷ ︸

p раз

},

N(u) ={1, 1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

p− 1 раз

, 0, 0, . . . , 0,−1,−1, . . . ,−1
︸ ︷︷ ︸

p− 1 раз

}.

В силу [4, предложение 2.12] набор (σf (ε1), σf (ε2), . . . , σf (εr), σf (εr+1)) совпадает с N(f) при
G = Ar(K), а набор (σf (ε1), σf (−ε1), . . . , σf (εr), σf (−εr)) — при G = Cr(K) (в обоих случаях
с учетом кратностей). Так как σf (αi) ≥ 0, то σf (εi) ≥ σf (εi+1) при G = Ar(K), 1 ≤ i ≤ r, и
σf (ε1) ≥ σf (ε2) ≥ . . . ≥ σf (εr) ≥ 0 при G = Cr(K). Отсюда следует утверждение леммы. �

Для элемента g порядка p из группы G, H1 или H2 и неприводимого представления ρ

соответствующей группы обозначим символом mg(ρ) максимальный вес ограничения пред-
ставления ρ на хорошую A1-подгруппу, содержащую g. В силу предложения 2 mg(ρ) не зави-
сит от выбора такой подгруппы. Далее предполагаем, что ϕ — p-ограниченное представление
группы G и my(ϕ) < p.
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Лемма 3. Вес

ω(ϕ) =

{

a1ω1 + . . .+ ap−1ωp−1 + ar−p+2ωr−p+2 + . . . + arωr при G = Ar(K),

a1ω1 + . . .+ ap−1ωp−1 при G = Cr(K);

my(ϕ) =

{

a(a1 + 2a2 + . . .+ (p− 1)ap−1 + (p− 1)ar−p+2 + . . .+ ar) при G = Ar(K),

a(a1 + 2a2 + . . .+ (p− 1)ap−1) при G = Cr(K);

mz(ϕ) =mu(ϕ) =

{

a1 + 2a2 + . . . + (p − 1)ap−1 + (p − 1)ar−p+2 + . . .+ ar при G = Ar(K),

a1 + 2a2 + . . . + (p − 1)ap−1 при G = Cr(K).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как b ≥ p, то из леммы 2 следует, что σy(ωj) ≥ p при
p ≤ j ≤ r − p+ 1 для G = Ar(K) и j ≥ p для G = Cr(K). Поэтому

ω(ϕ) =

{

a1ω1 + . . . + ap−1ωp−1 + ar−p+2ωr−p+2 + . . .+ arωr при G = Ar(K),

a1ω1 + . . . + ap−1ωp−1 при G = Cr(K).

Применяя эту лемму еще раз, получаем искомые формулы для mf (ϕ) при f ∈ {y, z, u}. �

Лемма 4. Пусть ρ — неприводимое представление группы H1 и my(ρ) < p. Тогда

ω(ρ) =

{

c1ω1 + . . . + cp−1ωp−1 + cl−p+2ωl−p+2 + . . .+ clωl при G = Al(K),

c1ω1 + . . . + cp−1ωp−1 при G = Cl(K);

my(ρ) =

{

a(c1 + 2c2 + . . .+ (p− 1)cp−1 + (p − 1)cl−p+2 + . . . + cl) при G = Al(K),

a(c1 + 2c2 . . .+ (p− 1)cp−1) при G = Cl(K);

mz(ρ) = mu(ρ) =

{

c1 + 2c2 + . . .+ (p− 1)cp−1 + (p − 1)cl−p+2 + . . . + cl при G = Al(K),

c1 + 2c2 + . . .+ (p− 1)cp−1 при G = Cl(K).

Д о к а з а т е л ь с т в о полностью аналогично доказательству леммы 3, только набо-
ры N(f) в этом случае содержат меньше нулей. �

3. Доказательства теорем 1 и 2

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Известно, что все подгруппы H, удовлетворяющие
условиям теоремы, сопряжены, поэтому достаточно доказать ее для какой-либо одной такой
подгруппы.

Выберем подгруппы H1 и H2 следующим образом.
Пусть G = Ar(K). Положим

I =

{

{1, 2, . . . , k, r − k + 2, r − k + 3, . . . , r + 1} при n = 2k,

{1, 2, . . . , k, k + 1, r − k + 2, r − k + 3, . . . , r + 1} при n = 2k + 1;

J ={1, 2, . . . , r + 1} \ I;

R1 ={εi − εj |i, j ∈ I, i 6= j},

R2 ={εi − εj |i, j ∈ J, i 6= j}.

Обозначим символами H1 и H2 подгруппы, порожденные всеми подгруппами Xβ при β ∈ R1

и R2 соответственно. При G = Cr(K) положим H1 = G(1, 2, . . . , l− 1, 2εl), H2 = G(l+1, . . . , r).
Легко видеть, что H1 и H2 — подсистемные подгруппы; H1

∼= Al(K), H2
∼= Ar−l−1(K) при

G = Ar(K) и H1
∼= Cl(K), H2

∼= Cr−l(K) при G = Cr(K).
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Известно, что каждое неприводимое представление ρ группы H записывается в виде ρ1⊗ρ2,
где ρi — неприводимое представление группы Hi.

Пусть ψ = ψ1⊗ψ2 — композиционный фактор ограничения ϕ|H и ω(ψ2) 6= 0. Покажем, что
my(ψ1) < my(ϕ). Предположим противное. Так как множество Λ(ψ1) состоит из ограничений
весов из некоторого подмножества в Λ(ϕ) с максимального тора группы G на максимальный
тор группы H1, то число my(ψ1) не может превосходить my(ϕ). Поэтому my(ψ1) = my(ϕ).

Так как my(ψ1) < p, то в силу леммы 4

ω(ψ1) =

{

c1ω1 + . . . + cp−1ωp−1 + cl−p+2ωl−p+2 + . . .+ clωl при G = Ar(K);

c1ω1 + . . . + cp−1ωp−1 при G = Cr(K).

Из лемм 3 и 4 вытекает, что

a1 + 2a2+ . . . + (p− 1)ap−1 + (p− 1)ar−p+2 + . . . + ar

= c1 + 2c2 + . . .+ (p− 1)cp−1 + (p− 1)cl−p+2 + . . .+ cl при G = Ar(K),

a1 + 2a2 + . . .+ (p− 1)ap−1 = c1 + 2c2 + . . . + (p− 1)cp−1 при G = Cr(K).

Еще раз используя лемму 4, получаем, что

mz(ϕ) = mz(ψ1) = mu(ψ1). (3.1)

Построим элемент w ∈ H, сопряженный с z. Положим

f =







k + 1 при G = Ar(K), n = 2k;
k + 2 при G = Ar(K), n = 2k + 1;
l + 1 при G = Cr(K).

Пусть t ∈ K. Положим при G = Ar(K)

w1(t) = x1(t) . . . xp−1(t), w2(t) = xf (t), w−
1 (t) = x−1(t) . . . x−(p−1)(t), w−

2 (t) = x−f (t)

и при G = Cr(K)

w1(t) = x2ε1(t) . . . x2εp−1
(t), w2(t) = x2εf (t), w−

1 (t) = x−2ε1(t) . . . x−2εp−1
(t), w−

2 (t) = x−2εf (t).

В обоих случаях пусть

w(t) = w1(t)w2(t), w−(t) = w−
1 (t)w

−
2 (t),

S1 = 〈w1(t), w
−
1 (t)|t ∈ K〉, S2 = 〈w2(t), w

−
2 (t)|t ∈ K〉, S = 〈w(t), w−(t)|t ∈ K〉.

Из наших условий для n следует, что k > p при n = 2k или n = 2k+1. Теперь ясно, что S1 ⊂ H1,
S2 ⊂ H2 и S ⊂ H. Нетрудно заметить, что при t 6= 0 элемент w1(t) можно рассматривать в
качестве элемента u, а элемент w(t) сопряжен с элементом z; при этом подгруппы S1 и S

являются хорошими A1-подгруппами для w1(t) и w(t) соответственно.
Из построения подгрупп S, S1 и S2 следует, что существуют максимальные торы T1 ⊂

S1, T2 ⊂ S2, TS ⊂ S такие, что каждый элемент тора h ∈ TS однозначно представляется в
виде произведения h1h2, где hi ∈ Ti. Так как ψ = ψ1 ⊗ ψ2, то каждое собственное значение
элемента ψ(h) есть произведение некоторых собственных значений элементов ψ1(h) и ψ2(h).

Определим параметр mw(ψ) так же, как my(ϕ). Легко видеть, что mw(ψ) = mw1
(ψ1) +

mw2
(ψ2). Так как представление ψ2 нетривиально, то mw(ψ) > mw1

(ψ1). В силу леммы 4
mw1

(ψ1) = mz(ψ1). Но тогда ввиду формулы (3.1)mw1
(ψ1) = mz(ϕ). Так как ψ — композицион-

ный фактор ограничения ϕ|H, число mw(ϕ) ≥ mw(ψ). Поскольку элементы w и z сопряжены,
приходим к противоречию. Следовательно, my(ψ1) < my(ϕ).
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В силу результатов о минимальных многочленах образов элементов порядка p в непри-
водимых представлениях простых алгебраических групп в характеристике p [4, теорема 1.1,
предложение 1.3 и алгоритм 1.4]

dϕ(y) = min{p,my(ϕ) + 1}, dψ1
(y) = min{p,my(ψ1) + 1}. (3.2)

Так как my(ϕ) < p, отсюда вытекает, что dψ1
(y) < dϕ(y). Ввиду п. 2) леммы 1 dϕ(x) >

ps (dϕ(y)− 1) и dψ1
(x) ≤ psdψ1

(y) ≤ ps (dϕ(y)− 1). Значит, dϕ(x) > dψ1
(x) для любого ком-

позиционного фактора ψ = ψ1 ⊗ ψ2 ограничения ϕ|H с ω(ψ2) 6= 0.

Теорема доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Так как my(ϕ) < p, то в силу формулы (3.2) dϕ(y) =
my(ϕ)+1. Из [5] следует полная приводимость ограничения ϕ|Ay. Положим ω = ω(ϕ), σ = σy.
Пусть M — G-модуль, в котором реализуется ϕ, и v ∈ M — ненулевой вектор старшего
веса. Из известного описания p-ограниченных неприводимых модулей группы A1(K) (см.,
например, [3, §12]) легко следует, что в таком модуле со старшим весом a нетривиальный
унипотентный элемент этой группы действует как блок Жордана размерности a + 1. От-
сюда и из полной приводимости ограничения M |Ay вытекает, что число блоков Жордана
максимальной размерности у элемента ϕ(y) равно размерности весового подпространства ве-
са my(ϕ) в модуле M |Ay. Обозначим это подпространство символом U . Легко видеть, что
U = 〈Mλ|σ(λ) = my(ϕ), λ ∈ Λ(M)〉. Из леммы 2 следует, что

σ(αj) = 0 при 1 ≤ j ≤ b−1 и при r+2−b ≤ j ≤ r σ(αb) > 0, σ(αr+1−b) > 0 при G = Ar(K)

и

σ(αj) = 0 при 1 ≤ j ≤ b− 1, σ(αb) > 0 при G = Cr(K).

Теперь ясно, что σ(λ) < my(ϕ) при λ = ω−
∑r

i=1 siαi, если sb 6= 0 или G = Ar(K) и sr+1−b 6= 0.
Из предложения 1 и леммы 3 вытекает, что µ 6∈ Λ(M), если

µ =







ω −
b−1∑

i=1
siαi −

r−b∑

i=b+1

siαi −
r∑

i=r+2−b

siαi,
r−b∑

i=b+1

si 6= 0 при G = Ar(K),

ω −
b−1∑

i=1
siαi −

r∑

i=b+1

siαi,
r∑

i=b+1

si 6= 0 при G = Cr(K).

Отсюда следует, что при λ ∈ Λ(M) число σ(λ) = my(ϕ) тогда и только тогда, когда

λ = ω −
b−1∑

i=1

siαi −
r∑

i=r+2−b

siαi при G = Ar(K)

и

λ = ω −

b−1∑

i=1

siαi при G = Cr(K).

Положим Γ = G(1, 2, . . . , b − 1, r + 2− b, . . . , r) при G = Ar(K) и Γ = G(1, 2, . . . , b − 1) при
G = Cr(K). Тогда Γ ∼= Ab−1(K) × Ab−1(K) при G = Ar(K) и Γ = Ab−1(K) при G = Cr(K).
Ясно, что U = KΓv. В силу предложения 1 KΓv — неприводимый Γ-модуль со старшим весом
ω|Γ. Его размерность D зависит только от b, p и ненулевых коэффициентов веса ω и не зависит
от r. Итак, установлено, что ϕ(y) имеет D блоков максимальной размерности. Рассматривая
блоки Жордана максимальной размерности элемента ϕ(x) как элементы группы SLf (K) при
подходящем f и применяя п. 2) леммы 1, получаем, что ϕ(x) имеет не более D блоков Жордана
максимальной размерности.

Теорема доказана.
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З а м е ч а н и е. Известно, что размерность нетривиального H2-модуля не меньше r − l

при G = Ar(K) и не меньше 2(r − l) при G = Cr(K). Поэтому из теоремы 2 следует, что для
некоторого веса ω, удовлетворяющего условиям теоремы 1, при достаточно большом r огра-
ничение ϕ|H не имеет композиционных факторов, больших относительно x и нетривиальных
для H2. Однако теорема 2 не позволяет оценить, насколько должен быть велик ранг, чтобы
гарантировать отсутствие таких факторов. Поэтому она не может заменить теорему 1.
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