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Статья посвящена исследованию корректности уравнений для вероятностных характеристик процессов
типа Леви, определяемых стохастическими дифференциальными уравнениями (СДУ). На основе форму-
лы Ито и аппарата теории обобщенных функций доказаны следующие результаты. Прямое уравнение для
переходной вероятности процесса является корректным на пространстве финитных дважды непрерывно
дифференцируемых функций при выполнении условий теоремы существования и единственности решения
СДУ. Обратное уравнение для вероятностной характеристики специального вида является корректным
на том же пространстве при дополнительных условиях на гладкость коэффициентов СДУ.
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We study the correctness of equations for the probability characteristics of Levy type processes defined by
stochastic differential equations. Using the Ito formula and techniques of the theory of generalized functions, we
prove the following results. The forward equation for the transition probability of the process is correct on the
space of compactly supported twice continuously differentiable functions under the assumptions of the theorem
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Введение

Изучение многочисленных явлений с учетом случайных возмущений, возникающих в раз-
личных областях фундаментальных и прикладных исследований, приводит к математическим
моделям в форме стохастических дифференциальных уравнений (СДУ). Наиболее подробно
и полно исследованы СДУ для процессов диффузионного типа — уравнения, содержащие
“непрерывные”, случайные возмущения в форме интеграла Ито по винеровскому процессу.
В настоящее время большой интерес вызывает исследование СДУ, содержащих наряду с непре-
рывными и разрывные случайные возмущения в форме стохастических интегралов по пуас-
соновской и компенсированной пуассоновской случайным мерам (см., например, [1–3]). Про-
цессы, определяемые СДУ с интегралами указанного вида, в литературе называют процес-
сами типа Леви. В качестве примеров процессов, моделируемых СДУ с различными типами
случайных возмущений, укажем цены различных типов опционов [4] и векторный процесс,
описывающий динамику развития эпидемии в условиях случайной внешней среды [5].

Важным направлением в теории СДУ является исследование связи этих уравнений с детер-
минированными прямым и обратным уравнениями для вероятностных характеристик процес-
сов, определяемых СДУ. Одним из принципиальных отличий уравнений для вероятностных
характеристик процессов типа Леви от соответствующих уравнений для процессов диффузи-
онного типа является наличие интегральных слагаемых, отвечающих разрывным случайным
возмущениям.
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Основным инструментом стохастического анализа, который позволяет установить связь
между СДУ и уравнениями для вероятностных характеристик, как в случае диффузионных
процессов, так и в случае процессов типа Леви, является формула Ито. Применение этой фор-
мулы для вывода прямого уравнения относительно переходной вероятности процесса приводит
к появлению дважды непрерывно дифференцируемой функции f . Как показывают дальней-
шие преобразования перехода от стохастического уравнения к детерминированному, функ-
ция f в этом случае становится основной функцией из некоторого основного пространства1 Φ,
и прямое уравнение допускает формализацию в пространстве обобщенных функций Φ′.

В отличие от прямого уравнения вывод на основе формулы Ито обратного уравнения
относительно важной, например, в экономических задачах, вероятностной характеристики
g(t, x) := E

t,x[h(X(T ))] для процесса типа Леви X = {X(t), t ∈ [0;T ]} приводит к значи-
тельным техническим трудностям. Необходимым условием применения формулы Ито в этом
случае является принадлежность функции g пространству C1,2(R+,R). Как следует из кон-
струкции, свойства функции g определяются свойствами функции h, которая фиксируется
на этапе экономического моделирования, и свойствами процесса X. Основные исследования в
этом направлении сосредоточены на поиске достаточных условий на функцию h и процесс X,
при которых функция g обладает необходимой степенью гладкости и удовлетворяет обратному
уравнению в классическом смысле (см., например, [2; 6]). В общем случае, без существенных
условий гладкости на функцию h, которые в приложениях зачастую не выполняются, ниотку-
да не следует, что функция g будет принадлежать пространству C1,2(R+,R). В этой ситуации
обратное уравнение следует рассматривать в пространстве обобщенных функций.

В настоящей работе показано, во-первых, что прямое уравнение относительно переход-
ной вероятности процессов типа Леви допускает формализацию на пространстве Φ финитных
дважды непрерывно дифференцируемых функций f при условиях теоремы существования
и единственности решения СДУ. Во-вторых, обратное уравнение для функции g корректно
на том же пространстве Φ при дополнительных к теореме существования и единственности
условиях на гладкость коэффициентов СДУ.

1. Постановка задачи

Пусть задано вероятностное пространство (Ω,F , (Ft)t≥0,P). Рассмотрим случайный про-
цесс X = {X(t), t ≥ 0}, определяемый суммой непрерывных и разрывных случайных возму-
щений:

X(t)− ξ =

t∫

0

a(s)ds +

t∫

0

b(s)dW (s) +

t∫

0

∫

|q|≥1

K(s, q)N(ds, dq)

+

t∫

0

∫

|q|<1

F (s, q)Ñ(ds, dq), t ∈ [0;T ], (1.1)

где

{W (t), t ≥ 0} — стандартный винеровский процесс;

N(t, A) для любых t ≥ 0 и ограниченного снизу множества A (т. е. A ∈ B(R \ {0}) и 0 /∈ A)
является пуассоновской случайной мерой на пространстве (R+× (R\{0}),B(R+)⊗B(R\{0}));

Ñ(t, A) — мартингально-значная (компенсированная) пуассоновская случайная мера на
этом пространстве.

1Основным пространством называется линейное пространство функций с заданными свойствами, а
линейные непрерывные функционалы над основным пространством называются обобщенными функ-
циями.
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Согласно определению пуассоновской случайной меры величина N(t, ·)(ω) при любых ω ∈ Ω и
t ≥ 0 является считающей мерой на B(R \ {0}), а процесс {N(t, A), t ≥ 0} является пуассонов-
ским процессом с интенсивностью λ = ν(A) := E[N(1, A)]. Мартингальная мера определяется
следующим образом: Ñ(t, A) := N(t, A) − tν(A). Слагаемые в правой части равенства (1.1),
содержащие пуассоновскую и компенсированную пуассоновскую случайные меры, отвечают
разрывным случайным возмущениям, а величина dq характеризует приращение этих возму-
щений. В частности, для скачкообразных случайных возмущений dq характеризует величины
скачков.

В равенстве (1.1) предполагается, что отображения a, b : [0;T ] × Ω → R удовлетворяют
условиям

P

( T∫

0

a
2(t)dt < ∞

)
= 1, P

( T∫

0

b
2(t)dt < ∞

)
= 1,

F : [0;T ]× R× Ω → R — предсказуемое отображение, удовлетворяющее условию

P

( T∫

0

∫

R\{0}

|F (t, q)|2ν(dq)dt < ∞

)
= 1,

K : [0;T ]×R×Ω → R — предсказуемое отображение и ξ — F0-измеримая случайная величина.

Как сказано во введении, в настоящей работе будут исследованы уравнения для вероят-
ностных характеристик случайного процесса типа Леви. В общем случае процесс типа Леви
определяется стохастическим уравнением вида

X(t)− ξ =

t∫

0

a(X(s−))ds +

t∫

0

b(X(s−))dW (s)

+

t∫

0

∫

|q|≥1

K(X(s−), q)N(ds, dq) +

t∫

0

∫

|q|<1

F (X(s−), q)Ñ (ds, dq), t ∈ [0;T ]. (1.2)

Известно, что если отображение K(·, q) является непрерывным для любого q ≥ 1, а отоб-
ражения a, b, F удовлетворяют условиям Липшица и подлинейного роста

∃C1 > 0: ∀y, z ∈ R =⇒ |a(y)− a(z)|+ |b(y)− b(z)| +

∫

|q|<1

|F (y, q)− F (z, q)|ν(dq) ≤ C1|y − z|,

∃C2 > 0: ∀y ∈ R =⇒ a2(y) + b2(y) +

∫

|q|<1

F 2(y, q)ν(dq) ≤ C2(1 + y2),

то существует единственное сильное2 решение задачи (1.2), которое является однородным мар-
ковским процессом (см., например, [7, c. 374, 388]). Исследование корректности постановки
в пространствах обобщенных функций прямого и обратного уравнений для вероятностных
характеристик процессов типа Леви X в настоящей работе опирается на применение общей
формулы Ито для процессов указанного типа. А именно, для процесса {X(t), t ≥ 0}, опреде-
ляемого равенством (1.1), и произвольной функции f ∈ C1,2(R+,R) с вероятностью единица

2В рамках теории СДУ сильным решением называется процесс, удовлетворяющий п.н. равенству
(1.2) и согласованный с фильтрацией (Ft)t≥0, порожденной случайными возмущениями, входящими в
уравнение. Далее в работе под решением СДУ всегда будет подразумеваться сильное решение.
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имеет место равенство (формула Ито) [2, c. 68]

f(t,X(t))− f(0,X(0)) =

t∫

0

f ′
s(s,X(s−))ds +

t∫

0

a(s)f ′
x(s,X(s−))ds

+

t∫

0

a(s)f ′
x(s,X(s−))dW (s) +

1

2

t∫

0

b
2(s)f ′′

xx(s,X(s−))ds

+

t∫

0

∫

|q|≥1

[
f(s,X(s−) +K(s, q))− f(s,X(s−))

]
N(ds, dq)

+

t∫

0

∫

|q|<1

[
f(s,X(s−) + F (s, q))− f(s,X(s−))

]
Ñ(ds, dq)

+

t∫

0

∫

|q|<1

[
f(s,X(s−) + F (s, q))− f(s,X(s−))− F (s, q)f ′

x(s,X(s−))
]
ν(dq)ds. (1.3)

2. Основные результаты

Пусть {X(t), t ≥ 0} — решение уравнения (1.2) с начальным условием x ∈ R, а P (s, z; t, B) —
вероятность перехода процесса X из положения z ∈ R в момент времени s ≥ 0 в одно из состо-
яний множества B ∈ B(R) в момент времени t ≥ s. Рассмотрим линейное пространство Φ —
совокупность всех финитных дважды непрерывно дифференцируемых функций f : R → R и
пространство Φ′ — совокупность всех линейных непрерывных функционалов на Φ. Посколь-

ку конечное значение интеграла

∫

R

f(y)P (0, x; t, dy) существует для любой f ∈ Cb(R) в си-

лу свойств переходной вероятности, то на пространстве Cc(R) (совокупность всех финитных
непрерывных функций на R) корректно определен функционал p(0, x; t, ·) такой, что для лю-
бой f ∈ Cc(R) имеет место равенство

∫

R

f(y)P (0, x; t, dy) = 〈f(·), p(0, x; t, ·)〉, t > 0, x ∈ R. (2.1)

Функционал p(0, x; t, ·) назовем обобщенной плотностью переходной вероятности процесса
{X(t), t ≥ 0}. В случае, если переходная вероятность имеет классическую плотность (производ-
ную в смысле Радона — Никодима), то p(0, x; t, ·) является регулярной обобщенной функцией

и справедливо равенство

∫

R

f(y)P (0, x; t, dy) =

∫

R

f(y)p(0, x; t, y)dy, t > 0, x ∈ R. Отме-

тим, что в силу вложения Φ ⊂ Cc(R) равенство (2.1) корректно определяет функционал на
пространстве Φ. Покажем, что функционал p удовлетворяет прямому уравнению в простран-
стве Φ′. А именно, имеет место следующий результат.

Теорема 1. Пусть в уравнении (1.2) начальное условие ξ = x ∈ R и коэффициен-

ты a, b, F,K удовлетворяют условиям теоремы существования и единственности реше-

ния СДУ. Тогда обобщенная плотность переходной вероятности p, определяемая равен-

ством (2.1), на f ∈ Φ удовлетворяет уравнению

〈
f(y),

∂p(0, x; t, y)

∂t

〉
=

〈
f(y),−

∂ (a(y)p(0, x; t, y))

∂y
+

1

2

∂
(
b2(y)p(0, x; t, y)

)

∂y

〉
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+

〈
f(y),

∫

|q|≥1

(p(0, x; t, y −K(y, q))− p(0, x; t, y)) ν(dq)

〉

+ 〈f(y),

∫

|q|<1

(
p(0, x; t, y − F (y, q))− p(0, x; t, y) +

∂ (F (y, q)p(0, x; t, y))

∂y

)
ν(dq)〉, t > 0. (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию f ∈ C2(R) и с помощью формулы (1.3) за-
пишем уравнение для процесса {f(X(t)), t ≥ 0}, где X — решение уравнения (1.2) с начальным
условием x ∈ R:

f(X(t))− f(x) =

t∫

0

a(X(s−))f ′(X(s−))ds +

t∫

0

a(X(s−))f ′(X(s−))dW (s)

+
1

2

t∫

0

b2(X(s−))f ′′(X(s−))ds

+

t∫

0

∫

|q|≥1

[
f(X(s−) +K(X(s−), q)) − f(X(s−))

]
N(ds, dq)

+

t∫

0

∫

|q|<1

[
f(X(s−) + F (X(s−), q)) − f(X(s−))

]
Ñ(ds, dq)

+

t∫

0

∫

|q|<1

[
f(X(s−) + F (X(s−), q)) − f(X(s−))− F (X(s−), q)f ′(X(s−))

]
ν(dq)ds. (2.3)

Далее будет показано, что функции f в прямом уравнении играют роль основных функций
для функционалов, определяемых переходной вероятностью процесса типа Леви.

К обеим частям равенства (2.3) применим математическое ожидание. Поскольку интегралы
по винеровскому процессу и компенсированному пуассоновскому процессу являются мартин-
галами, получаем, что математическое ожидание от второго и пятого слагаемых правой части
равенства равны нулю. Теперь для интеграла по мере N в силу независимости подынтеграль-
ного выражения от N имеем

E

{ t∫

0

∫

|q|≥1

[
f(X(s−) +K(X(s−), q)) − f(X(s−))

]
N(ds, dq)

}

=

t∫

0

∫

|q|≥1

E
[
f(X(s−) +K(X(s−), q))− f(X(s−))

]
ν(dq)ds.

В оставшихся слагаемых правой части в силу стохастической теоремы Фубини изменим поря-
док интегрирования и получим

E
[
f(X(t))

]
− f(x) =

t∫

0

E
[
a(X(s−))f ′(X(s−)) +

1

2
b2(X(s−))f ′′(X(s−))

]
ds

+

t∫

0

∫

|q|≥1

E
[
f(X(s−) +K(X(s−), q)) − f(X(s−))

]
ν(dq)ds
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+

t∫

0

∫

|q|<1

E
[
f(X(s−) + F (X(s−), q)) − f(X(s−))− F (X(s−), q)f ′(X(s−))

]
ν(dq)ds.

Далее, поскольку процессы типа Леви обладают свойством P (X(s−) = X(s)) = 1 при любом
s ≥ 0, выводим

∫

R

f(y)P (0, x; t, dy) − f(x) =

t∫

0

∫

R

[
a(z)f ′(z) +

1

2
b2(z)f ′′(z)

]
P (0, x; s, dz)ds

+

t∫

0

∫

|q|≥1

∫

R

[
f(z +K(z, q))− f(z)

]
P (0, x; s, dz)ν(dq)ds

+

t∫

0

∫

|q|<1

∫

R

[
f(z + F (z, q)) − f(z)− F (z, q)f ′(z)

]
P (0, x; s, dz)ν(dq)ds.

Правая часть полученного равенства представляет собой интеграл с переменным верхним пре-
делом, отсюда после дифференцирования обеих частей этого равенства по параметру t полу-
чаем прямое уравнение для переходной вероятности:

∂

∂t

∫

R

f(y)P (0, x; t, dy) =

∫

R

[
a(y)f ′(y) +

1

2
b2(y)f ′′(y)

]
P (0, x; t, dy)

+

∫

|q|≥1

∫

R

[
f(y +K(y, q))− f(y)

]
P (0, x; t, dy)ν(dq)

+

∫

R

∫

|q|<1

[
f(y + F (y, q)) − f(y)− F (y, q)f ′(y)

]
ν(dq)P (0, x; t, dy). (2.4)

Теперь переходим к формализации этого уравнения в пространстве обобщенных функций Φ′.
Для этого рассмотрим функционал p(0, x; t, ·), определяемый равенством (2.1), на простран-
стве Φ. Поскольку для любой функции f ∈ Φ существует производная по параметру t величи-

ны

∫

R

f(y)P (0, x; t, dy), то в силу необходимого и достаточного условия дифференцируемости

обобщенной функции по параметру (см., например, [8, c. 190]) существует производная плот-
ности p(0, x; t, ·) по t:

∂

∂t

∫

R

f(y)P (0, x; t, dy) =
∂

∂t
〈f(y), p(0, x; t, y)〉 =

〈
f(y),

∂

∂t
p(0, x; t, y)

〉
, f ∈ Φ.

Рассмотрим “дифференциальные” слагаемые в равенстве (2.4):
∫

R

[
a(y)f ′(y) +

1

2
b2(y)f ′′(y)

]
P (0, x; t, dy), f ∈ Φ.

Поскольку условия теоремы существования и единственности решения стохастического урав-
нения (1.2) считаются выполненными, функции a, b удовлетворяют условию Липшица. Отсюда
следует, что a и b2 являются мультипликаторами в Cc(R), т. е. произведения af ′ и b2f ′′ опре-
деляют функции из пространства Cc(R). Таким образом, получаем

∫

R

[
a(y)f ′(y) +

1

2
b2(y)f ′′(y)

]
P (0, x; t, dy) =

〈
a(y)f ′(y) +

1

2
b2(y)f ′′(y), p(0, x; t, y)

〉

=
〈
f(y),−

∂

∂y
(a(y)p(0, x; t, y)) +

1

2

∂

∂y

(
b2(y)p(0, x; t, y)

) 〉
, f ∈ Φ.
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Переходим к формализации “интегральных” слагаемых, входящих в уравнение (2.4). Рассмот-
рим интеграл ∫

|q|≥1

∫

R

[
f(y +K(y, q)) − f(y)

]
P (0, x; t, dy)ν(dq), f ∈ Φ. (2.5)

Поскольку условия теоремы существования и единственности считаются выполненными,
функция K(·, q) при любом |q| ≥ 1 является непрерывной на R, следовательно, при любом
|q| ≥ 1 имеет место включение f(· + K(·, q)) ∈ Cc(R). Тогда для интеграла (2.5) выводим
представление
∫

|q|≥1

∫

R

[
f(y +K(y, q))− f(y)

]
P (0, x; t, dy)ν(dq) =

∫

|q|≥1

〈
f(y +K(y, q))− f(y), p(0, x; t, y)

〉
ν(dq)

=

∫

|q|≥1

〈
f(y), p(0, x; t, y −K(y, q))− p(0, x; t, y)

〉
ν(dq)

=

〈
f(y),

∫

|q|≥1

(p(0, x; t, y −K(y, q))− p(0, x; t, y)) ν(dq)

〉
, f ∈ Φ.

Наконец, рассмотрим последний интеграл правой части уравнения (2.4):
∫

R

∫

|q|<1

[
f(y + F (y, q)) − f(y)− F (y, q)f ′(y)

]
ν(dq)P (0, x; t, dy), f ∈ Φ.

Поскольку условия теоремы существования и единственности считаются выполненными, для
внутреннего интеграла имеет место включение

∫

|q|<1

[
f(y + F (y, q))− f(y)− F (y, q)f ′(y)

]
ν(dq) ∈ Cc(R).

Тогда справедливы равенства
∫

|q|<1

∫

R

[
f(y + F (y, q))− f(y)− F (y, q)f ′(y)

]
ν(dq)P (0, x; t, dy)

=

〈 ∫

|q|<1

[
f(y + F (y, q)) − f(y)− F (y, q)f ′(y)

]
ν(dq), p(0, x; t, y)

〉

=

〈
f(y),

∫

|q|<1

(
p(0, x; t, y − F (y, q))− p(0, x; t, y) +

∂

∂y
(F (y, q)p(0, x; t, y))

)
ν(dq)

〉
, f ∈ Φ.

Таким образом, объединяя вместе полученные равенства, получаем, что обобщенная плотность
переходной вероятности p процесса {X(t), t ≥ 0} удовлетворяет прямому уравнению (2.2). �

З а м е ч а н и е. В силу равенства (2.1) корректность прямого уравнения для обобщен-
ной плотности на пространстве Φ приводит к тому, что и уравнение (2.4) для переходной
вероятности корректно на этом пространстве.

Далее покажем, что обратное уравнение для вероятностной характеристики g процесса
типа Леви

g(t, x) := E
t,x[h(X(T ))] =

∫

R

h(y)P (t, x;T, dy), t ∈ [0;T ], h ∈ Cb(R, ) (2.6)

при дополнительных условиях на коэффициенты a, b,K, F корректно на том же простран-
стве Φ. А именно, имеет место следующий результат.
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Теорема 2. Пусть процесс {X(t), t ≥ 0} — решение уравнения (1.2). Пусть коэффициен-

ты a, b, коэффициент F (·, q) при любом q ∈ (−1; 1), коэффициент K(·, q) при любом |q| ≥ 1
являются дважды непрерывно дифференцируемыми на R функциями. Тогда функция g, опре-

деляемая равенством (2.6), на f ∈ Φ удовлетворяет уравнению

−〈f(x), g′t(t, x)〉 =
〈
f(x), a(x)g′x(t, x) +

1

2
b2(x)g′′xx(t, x)

〉

+

〈
f(x),

∫

|q|≥1

[
g(t, x+K(x, q))− g(t, x)

]
ν(dq)

〉

+

〈
f(x),

∫

|q|<1

[
g(t, x+ F (x, q)) − g(t, x)− F (x, q)g′x(t, x)

]
ν(dq)

〉
, t ∈ (0;T ). (2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем в два этапа. На первом этапе предположим существо-
вание непрерывных частных производных g′t, g

′
x, g

′′
xx и запишем с помощью формулы Ито урав-

нение для процесса {g(t,X(t)), t ∈ [0;T ]}

g(t,X(t)) − g(0,X(0))

=

t∫

0

(
g′s(s,X(s−)) + a(X(s−))g′x(s,X(s−)) +

1

2
b2(X(s−))g′′xx(s,X(s−))

)
ds

+

t∫

0

∫

|q|≥1

[
g(s,X(s−) +K(X(s−), q)) − g(s,X(s−))

]
N(ds, dq)

+

t∫

0

b(X(s−))g′x(s,X(s−))dW (s)

+

t∫

0

∫

|q|<1

[
g(s,X(s−) + F (X(s−), q)) − g(s,X(s−))

]
Ñ(ds, dq)

+

t∫

0

∫

|q|<1

[
g(s,X(s−) + F (X(s−), q)) − g(s,X(s−)) − F (X(s−), q)g′x(s,X(s−))

]
ν(dq)ds. (2.8)

В силу определения функции g и марковского свойства процесса X имеем

E[g(t,X(t))] = E[Et,X(t)[h(X(T ))]]

=

∫

R

∫

R

h(y)P (t, x;T, dy)P (0, ξ; t, dx) =

∫

R

h(y)P (0, ξ;T, dy) = E[g(0,X(0))].

Следовательно, математическое ожидание правой части (2.8) равно нулю. Тогда по стохасти-
ческой теореме Фубини изменим порядок интегрирования в первом и последнем слагаемых
правой части равенства:

t∫

0

E

[
g′s(s,X(s−)) + a(X(s−))g′x(s,X(s−)) +

1

2
b2(X(s−))g′′xx(s,X(s−))

]
ds

+E

{ t∫

0

∫

|q|≥1

[
g(s,X(s−) +K(X(s−), q)) − g(s,X(s−))

]
N(ds, dq)

}
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+E

[ t∫

0

b(X(s−))g′x(s,X(s−))dW (s)

]

+E

{ t∫

0

∫

|q|<1

[
g(s,X(s−) + F (X(s−), q)) − g(s,X(s−))

]
Ñ(ds, dq)

}

+

t∫

0

E

[ ∫

|q|<1

[
g(s,X(s−) + F (X(s−), q)) − g(s,X(s−)) − F (X(s−), q)g′x(s,X(s−))

]
ν(dq)

]
ds = 0.

В силу мартингальности винеровского процесса и меры Ñ третье и четвертое слагаемые равны
нулю. Учитывая для второго слагаемого независимость подынтегрального выражения от меры
N , получаем равенство

t∫

0

E

{
g′s(s,X(s−)) + a(X(s−))g′x(s,X(s−)) +

1

2
b2(X(s−))g′′xx(s,X(s−))

+

∫

|q|≥1

[
g(s,X(s−) +K(X(s−), q))− g(s,X(s−))

]
ν(dq)

+

∫

|q|<1

[
g(s,X(s−) + F (X(s−), q)) − g(s,X(s−)) − F (X(s−), q)g′x(s,X(s−))

]
ν(dq)

}
ds = 0.

В силу произвольности t ∈ [0;T ] отсюда следует, что подынтегральная функция равна нулю
при любом 0 < s ≤ t < T :

E

{
g′s(s,X(s−)) + a(X(s−))g′x(s,X(s−)) +

1

2
b2(X(s−))g′′xx(s,X(s−))

+

∫

|q|≥1

[
g(s,X(s−) +K(X(s−), q))− g(s,X(s−))

]
ν(dq)

+

∫

|q|<1

[
g(s,X(s−) + F (X(s−), q)) − g(s,X(s−)) − F (X(s−), q)g′x(s,X(s−))

]
ν(dq)

}
= 0.

Если эволюция процесса началась в момент времени t ∈ [0;T ] из точки X(t) = x ∈ R, то
полученное равенство приводит к обратному уравнению для функции g:

−g′t(t, x) = a(x)g′x(t, x) +
1

2
b2(x)g′′xx(t, x) +

∫

|q|≥1

[
g(t, x+K(x, q))− g(t, x)

]
ν(dq)

+

∫

|q|<1

[
g(t, x+ F (x, q)) − g(t, x)− F (x, q)g′x(t, x)

]
ν(dq), t ∈ (0;T ). (2.9)

Теперь переходим ко второму этапу — исследованию корректности полученного уравне-
ния в пространстве обобщенных функций. Отметим важный факт: уравнение (2.9) получено
при условиях существования непрерывных частных производных g′t, g

′
x, g

′′
xx. Один из основ-

ных результатов, полученных Х. Кунитой (см., например, [6]), обеспечивает существование
указанных производных функции g при следующих условиях: коэффициенты a, b, F,K два-
жды непрерывно дифференцируемы (по переменной x), и их производные до второго порядка
включительно удовлетворяют условиям Липшица и подлинейного роста; функция h является
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дважды непрерывно дифференцируемой и имеет ограниченные производные. При исследо-
вании общего случая, когда h ∈ Cb(R), условий дважды непрерывной дифференцируемости
коэффициентов a, b, F,K уравнения (1.2) оказывается недостаточно для того, чтобы функция
g обладала достаточной степенью гладкости. В этой ситуации следует рассматривать обратное
уравнение для функции g в пространстве обобщенных функций Φ′.

Для начала отметим, что для произвольной h ∈ Cb(R) имеет место принадлежность
g(·, t) ∈ Cb(R) при любом t ∈ [0;T ] (см., например, [7, c. 402]). Тогда на пространстве Cc,
а следовательно, и на пространстве Φ, при любом t ∈ [0;T ] корректно определен функционал
g(·, t). Более того, для любого t ∈ (0;T ) определена производная g′t этого функционала по
параметру. Далее, пусть коэффициенты a, b, коэффициент F (·, q) при любом q ∈ (−1; 1), коэф-
фициент K(·, q) при любом |q| ≥ 1 являются дважды непрерывно дифференцируемыми на R

функциями. При указанных предположениях для произвольной f ∈ Φ произведения af, b2f
и F (·, q)f(·) при любом q ∈ (−1; 1) определяют функции из пространства Φ. В этом случае
равенства

〈f(x), a(x)g′x(t, x)〉 = −〈(a(x)f(x))′, g(t, x)〉, t ∈ (0;T ),

〈f(x), b2(x)g′′xx(t, x)〉 = 〈(b2(x)f(x))′′, g(t, x)〉, t ∈ (0;T ),

〈f(x), F (x, q)g′x(t, x)〉 = −〈(F (x, q)f(x))′, g(t, x)〉, q ∈ (−1; 1), t ∈ (0;T ),

корректно определяют частные производные g′x, g
′′
xx на Φ. Далее, для произвольной f ∈ Φ при

любом |q| ≥ 1 имеет место включение f(· −K(·, q)) ∈ Φ, а при любом q ∈ (−1; 1) — включение
f(· − F (·, q)) ∈ Φ, тогда на Φ корректны равенства

〈f(x), g(t, x +K(x, q))〉 = 〈f(x−K(x, q)), g(t, x)〉, |q| ≥ 1, t ∈ (0;T ),

〈f(x), g(t, x + F (x, q))〉 = 〈f(x− F (x, q)), g(t, x)〉, q ∈ (−1; 1), t ∈ (0;T ).

С помощью полученных соотношений определим в пространстве Φ интегральные слагаемые
уравнения (2.9):

∫

|q|≥1

[ 〈
f(x−K(x, q)), g(t, x)

〉
−

〈
f(x), g(t, x)

〉 ]
ν(dq)

=

∫

|q|≥1

〈
f(x), g(t, x +K(x, q))− g(t, x)

〉
ν(dq) =

〈
f(x),

∫

|q|≥1

[
g(t, x+K(x, q))− g(t, x)

]
ν(dq)

〉
,

∫

|q|<1

〈
f(x− F (x, q)), g(t, x)

〉
−
〈
f(x), g(t, x)

〉
+

〈
(F (x, q)f(x))′, g(t, x)

〉
ν(dq)

=

∫

|q|<1

〈
f(x), g(t, x + F (x, q))− g(t, x) − F (x, q)g′x(t, x)

〉
ν(dq)

=

〈
f(x),

∫

|q|<1

[
g(t, x+ F (x, q)) − g(t, x)− F (x, q)g′x(t, x)

]
ν(dq)

〉
.

Собрав вместе полученные равенства, получаем, что обратное уравнение (2.7) для функции g
корректно на пространстве Φ. �
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