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В статье рассматриваются пространства периодических функций многих переменных, а именно про-

странство Лоренца Lp,τ (Tm), пространство Никольского –Бесова Sr̄
p,τ,θ

B, а также изучается наилучшее

приближение функции f ∈ Lp,τ (Tm) тригонометрическими полиномами с номерами гармоник из сту-

пенчатого гиперболического креста. Установлены достаточные условия принадлежности функции f ∈
Lp,τ1(T

m) в пространство f ∈ Lq,τ2 (T
m) в случаях 1 < p < q < ∞, 1 < τ1, τ2 < ∞ и p = q, 1 < τ2 < τ1 < ∞.

Получены оценки наилучших приближений функций класса Никольского –Бесова Sr̄
p,τ1,θ

B по норме про-

странства Lq,τ2 (T
m) при различных соотношениях между параметрами p, q, τ1, τ2, θ. При некоторых со-

отношениях между числами p, q, τ1, τ2, θ показана точность этих оценок.
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Введение

Пусть R
m — m-мерное евклидово пространство точек x = (x1, . . . , xm) с вещественными

координатами; Im = {x ∈ R
m; 0 6 xj 6 1; j = 1, . . . ,m} — m-мерный куб. В дальнейшем для

m-мерного куба наряду с I
m будем использовать обозначение [0, 1]m.

Через Lp,τ (T
m) обозначим пространство Лоренца всех вещественнозначных измеримых по

Лебегу функций f(x), которые имеют 2π-период по каждой переменной и для которых вели-
чина

‖f‖p,τ =

(

τ

p

1
∫

0

(

f∗(t)
)τ
t
τ
p
−1

dt

)1/τ

, 1 6 p < ∞, 1 6 τ < ∞,

конечна, где f∗(y) — невозрастающая перестановка функции |f(2πx)|, x ∈ I
m (см. [1, гл. 1,

разд. 3, с. 213–216; 2, с. 63]).

1Работа выполнена при финансовой поддержке Программы повышения конкурентоспособности
Уральского федерального университета, постановление № 211 Правительства Российской Федерации,
контракт № 02.A03.21.0006.
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Известно, что Lp,τ (T
m) является банаховым пространством с нормой

‖f‖∗p,τ =

[

τ

p

1
∫

0

(

t
∫

0

f∗(y)dy
)τ

t
τ( 1

p
−1)−1

dt

]1/τ

< +∞, 1 < p < ∞, 1 6 τ < ∞

и эта норма эквивалентна величине ‖f‖p,τ (см. [1, гл. 1, разд. 3, с. 229, теорема 3.21; 3, гл. 3,
разд. 3.4, лемма 3.4.6, с. 94]), т. е.

‖f‖∗p,τ ≍ ‖f‖p,τ . (0.1)

Здесь и далее для неотрицательных величин A(f), B(f) запись A(f) ≍ B(f) означает, что
существуют положительные числа C1, C2, значения которых могут зависеть от заданных в
условии утверждения параметров (в данном случае p, τ) и не зависеть от функции f , такие
что C1A(f) 6 B(f) 6 C2A(f). В порядковом равенстве (0.1) роль A(f) и B(f) играют ‖f‖∗p,τ и
‖f‖p,τ соответственно. Ниже встречаются порядковые равенства для величин, зависящих не от
функционального параметра f, а от числового или векторного; например, в (2.1) таким число-
вым параметром служит n, а в (2.10) — вектор s = (s1, . . . , sm). В идейном плане определения
таких порядковых равенств аналогичны предыдущему.

В случае τ = p пространство Лоренца Lp,τ (T
m) совпадает с пространством Лебега Lp(T

m) с
нормой ‖f‖p = ‖f‖p,p (см. [4, гл. 1, разд. 1.1, с. 11; 1, гл. 5, разд. 3, с. 216] и [3, гл. 3, разд. 3.4.1,
с. 91].

Функции f ∈ L1 (T
m) = L (Tm) сопоставим ее ряд Фурье

∑

n∈Zm

an (f) e
i〈n,2πx〉,

где an(f) — коэффициенты Фурье функции f ∈ L1 (T
m) по кратной тригонометрической си-

стеме {ei〈n,2πx〉}n∈Zm и Z
m — целочисленная решетка в R

m, 〈y, x〉 =
∑m

j=1 yjxj .
Положим

δs (f, x) =
∑

n∈ρ(s)

an (f) e
i〈n,2πx〉.

Здесь ρ(s) =
{

k = (k1, . . . , km) ∈ Z
m : [2sj−1] 6 |kj| < 2sj , j = 1, . . . ,m

}

; [a] — целая часть числа
a; s = (s1, . . . , sm), sj = 0, 1, 2, . . ..

Напомним, что для заданного p ∈ [1,∞) числовая последовательность {an}n∈Zm принад-

лежит lp, если
∥

∥{an}n∈Zm

∥

∥

lp
=

(
∑

n̄∈Zm |an|
p )1/p < ∞.

Далее для вектора r = (r1, . . . , rm) и нулевого вектора 0 = (0, . . . , 0) неравенство r > 0̄
означает, что rj > 0 при всех j = 1, 2, . . . ,m. Пусть 1 6 θ 6 ∞. Рассмотрим пространство всех
функций f ∈ L̊p,τ (T

m), для которых

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ||δs(f)||
θ
p,τ < ∞,

где Z
m
+ — множество элементов s = (s1, . . . , sm) ∈ Z

m с неотрицательными координатами и

L̊p,τ (T
m) — множество всех функций f ∈ Lp,τ (T

m) таких, что
∫ 2π

0
f (x) dxj = 0, j = 1, . . . ,m.

Это пространство обозначается символом S r̄
p,τ,θB и называется пространством Никольского—

Бесова. В этом пространстве рассмотрим единичный шар

S
r
p,τ,θB =

{

f ∈ L̊p,τ

(

T
m
)

:
∥

∥

{

2〈s,r〉
∥

∥δs(f)
∥

∥

p,τ

}

s̄∈Zm
+

∥

∥

lθ
6 1

}

.

В случае τ = p пространство Sr
p,τ,θB совпадает с пространством Sr

p,θB, которое изучали
П.И.Лизоркин и С.М. Никольский [5], а также Т.И.Аманов [6].
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Для данного вектора r = (r1, . . . , rm) > 0 положим γ =
r

r1
и

Q(γ)
n =

⋃

〈s,γ〉<n

ρ(s), T (Q(γ)
n ) =

(

T (x) =
∑

k∈Q
(γ)
n

bke
i〈k,x〉

)

.

Обозначим через E
(γ)
n (f)p,τ наилучшее приближение функции f ∈ Lp,τ (T

m) полиномами из

множества T (Q
(γ)
n ), а через S

(γ)
n (f, x) =

∑

k∈Q
(γ)
n

ak(f)e
i〈k,2πx〉 — частичную сумму ряда Фурье

функции f .
К.И.Бабенко [7] впервые предложил способ приближения функций многих переменных

тригонометрическими полиномами с гармониками из гиперболических крестов. Впоследствии
приближение этим методом функций широко известных классов Соболева, Никольского—
Бесова исследовали С.А.Теляковский [8], Б.С.Митягин [9], Я. С.Бугров [10], Э.М. Галеев [11;
12], В.Н.Темляков [13;14] , А.С.Романюк [15;16], Г-Ю. Шмайсер, В. Зикель [17] и К.А.Бек-
маганбетов, Е.Толеугазы [18]. Обзор результатов по этой теме дан в [19–21].

Известно, что для пространств Лоренца имеем включения Lq,τ2(T
m) ⊂ Lp,τ1(T

m) в случае
1 < p < q < ∞, 1 6 τ1, τ2 < ∞, и Lp,τ2(T

m) ⊂ Lp,τ1(T
m), если 1 6 τ2 < τ1 < ∞.

Основная цель статьи — найти точный порядок величины

E(γ)
n (Srp,τ1,θB)q,τ2 = sup

f∈Sr
p,τ1,θ

B

E(γ)
n (f)q,τ2

в различных соотношениях между параметрами p, q, τ1, τ2, θ.
Статья состоит из трех разделов. В первом доказаны несколько вспомогательных утвер-

ждений, необходимых для доказательства основных результатов. Во втором разделе установ-
лены оценки величины E

(γ)
n (Srp,τ1,θB)p,τ2 в случае τ1 = τ2 . Его основным результатом являются

теоремы 2.1 и 2.2.
В третьем разделе установлены оценки величины E

(γ)
n (Sr̄p,τ1,θB)q,τ2 в случае p < q. Основные

результаты этого раздела — теоремы 3.1, 3.3.
Все постоянные C, встречающиеся в формулах, не зависят от порядков тригонометриче-

ских полиномов и наилучших приближений.

1. Вспомогательные утверждения

Теорема 1.1. Пусть 1 < p, τ < ∞. Тогда для любой функции f ∈ Lp,τ (T
m) выполняется

соотношение

‖f‖p,τ ≍
∥

∥

∥

(

∑

s∈Zm
+

|δs(f)|
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Эта теорема доказывается аналогично теореме 1.1 из статьи
автора 2017 г. (Оценки наилучших приближений функций класса логарифмической гладкости
в пространстве Лоренца // Тр. Ин-та математики и механиуи УрО РАН. 2017. Т. 23, № 3.
С. 3–21) с применением известного соотношения

‖f‖p ≍
∥

∥

∥

(

∑

s∈Zm
+

|δs(f)|
2
)1/2∥

∥

∥

p

для любой функции f ∈ Lp(T
m), 1 < p < ∞ (см. [4, гл. 1, разд. 1.5, (13), с. 55]). �

Лемма 1.1. Пусть 1 < p < ∞ и 1 < τ 6 2, τ < p. Тогда для произвольной системы

функций {ϕj}
n
j=1

⊂ Lp,τ (T
m) имеет место неравенство

∥

∥

∥

(

n1
∑

j1=1

. . .
nm
∑

jm=1

|ϕj |
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
6 C

(

n1
∑

j1=1

. . .
nm
∑

jm=1

‖ϕj‖
τ
p,τ

)1/τ
,
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где константа C не зависит от ϕj и nj, 1 = (1, . . . , 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно, что (f∗)θ = (|f |θ)∗ для числа θ > 0. Поэтому

I =
∥

∥

∥

(

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

|ϕj |
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
=

[

1
∫

0

((

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

|ϕj |
2
)1/2)∗τ

(t)tτ/p−1dt
]1/τ

=
[

1
∫

0

((

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

|ϕj |
2
)τ/2)∗

(t)tτ/p−1dt
]1/τ

. (1.1)

Теперь, пользуясь неравенством Йенсена (см. [4, гл. 3, разд. 3, с. 125], так как τ 6 2 ) и
учитывая, что функция f∗ ↓ из (1.1), получим

I 6

[

1
∫

0

(

n1
∑

j1=1

. . .
nm
∑

jm=1

|ϕj̄ |
τ
)∗

(t)tτ/p−1dt
]1/τ

6

{

1
∫

0

[1

t

t
∫

0

(

n1
∑

j1=1

. . .
nm
∑

jm=1

|ϕj |
τ
)∗

(u)du
]

tτ/p−1dt
}1/τ

.

(1.2)
В силу известной формулы (см., например, [2, с. 64; 23, гл. 2, разд. 2, с. 89])

t
∫

0

f∗(u)du = sup
E⊂Im,µE=t

∫

E

|f(x̄)|dx, (1.3)

где µE — мера Лебега множества E, и свойства интеграла имеем

t
∫

0

(

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

|ϕj |
τ
)∗

(u)du = sup
E⊂Im,µE=t

∫

E

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

|ϕj(x)|
τdx

= sup
E⊂Im,µE=t

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

∫

E

|ϕj(x)|
τdx =

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

sup
E⊂Im,µE=t

∫

E

|ϕj(x)|
τdx

=

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

t
∫

0

(

|ϕj |
τ
)∗
(u)du. (1.4)

Теперь из неравенств (1.2) и (1.4) следует, что

I 6

{

1
∫

0

[

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

1

t

t
∫

0

(

|ϕj |
τ
)∗
(u)du

]

tτ/p−1dt
}1/τ

=
{

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

1
∫

0

[1

t

t
∫

0

(

|ϕj |
τ
)∗
(u)du

]

tτ/p−1dt
}1/τ

. (1.5)

Меняя порядок интегрирования, имеем

1
∫

0

(1

t

t
∫

0

(

|ϕj |
τ
)∗
(u)du

)

tτ/p−1dt =

1
∫

0

(

|ϕj |
τ
)∗
(u)

1
∫

u

tτ/p−2dtdu

=
p

p− τ

1
∫

0

(

|ϕj |
τ
)∗
(u)uτ/p−1du (1.6)
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для τ < p. Из неравенств (1.5) и (1.6) следует, что

I 6

[

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

1
∫

0

(

|ϕj |
τ
)∗
(u)uτ/p−1du

]1/τ

=
[

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

1
∫

0

(

ϕ∗
j
(u)

)τ
uτ/p−1du

]1/τ
6 C

(

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

‖ϕj‖
τ
p,τ

)1/τ
.

Лемма 1.2. Пусть 2 < p < ∞, 2 < τ < ∞. Тогда для произвольной системы функций

{ϕj}
n
j=1̄

⊂ Lp,τ (T
m) имеет место неравенство

∥

∥

∥

(

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

|ϕj |
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
6 C

(

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

‖ϕj‖
2
p,τ

)1/2
,

где константа C не зависит от ϕj и nj.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По свойству невозрастающей перестановки функции (см. (1.1))

I =
∥

∥

∥

(

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

|ϕj |
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
=

[

1
∫

0

((

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

|ϕj |
2
)1/2)∗τ

(t)tτ/p−1dt
]1/τ

[

1
∫

0

((

n1
∑

j1=1

. . .
nm
∑

jm=1

|ϕj |
2
)∗)τ/2

(t)tτ/p−1dt
]1/τ

6

[

1
∫

0

[1

t

t
∫

0

(

n1
∑

j1=1

. . .
nm
∑

jm=1

|ϕj |
2
)∗

(u)du
]

τ
2
t
τ
p
−1dt

]1/τ
.

(1.7)

Так как по условию леммы p/2 > 1 и τ/2 > 1, то пространство Lp/2,τ/2(T
m) будет норми-

рованным. Поэтому в силу неравенства треугольника и соотношения (0.1) имеем

{

1
∫

0

[1

t

t
∫

0

(

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

|ϕj |
2
)∗

(u)du
]τ/2

tτ/p−1dt
}1/τ

=
{

1
∫

0

[1

t

t
∫

0

(

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

|ϕj |
2
)∗

(u)du
]τ/2

t
τ
2

2
p
−1dt

}
2
τ

1
2

6

{

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

[

1
∫

0

[1

t

t
∫

0

(

|ϕj |
2
)∗
(u)du

]τ/2
t
τ
2

2
p
−1

dt
]2/τ}1/2

6 C
{

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

[

1
∫

0

[

(

|ϕj |
2
)∗
(t)

}τ/2
t
τ
2

2
p
−1

dt
]

2
τ
}1/2

=
{

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

[

1
∫

0

(

ϕ∗
j
(t)

)2τ/2
tτ/p−1dt

]2/τ}1/2

6 C
{

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

[

1
∫

0

(

ϕ∗
j
(t)

)τ
tτ/p−1dt

]2/τ}1/2
= C

{

n1
∑

j1=1

. . .

nm
∑

jm=1

‖ϕj‖
2
p,τ

}1/2
. (1.8)

Теперь из неравенств (1.7), (1.8) следует утверждение леммы 1.2. �

З а м е ч а н и е. Эти леммы в одномерном случае в весовом пространстве Лоренца дока-
зали В. Кокилашвили, Е. Йылдирир [22].
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Лемма 1.3. Пусть 2 < p < ∞ и 2 < τ < ∞. Тогда для произвольной системы функций

{ϕj}
n
j=1

⊂ Lp,τ (T
m) имеет место неравенство

(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

‖ϕs‖
τ
p,τ

)1/τ
6 C

∥

∥

∥

(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

|ϕs|
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
,

где константа C не зависит от ϕj и nj.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно, что (f∗)θ = (|f |θ)∗ для числа θ > 0. Поэтому

∥

∥

∥

(

n1
∑

s1=0

. . .
nm
∑

sm=0

|ϕs|
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
=

[

1
∫

0

((

n1
∑

s1=0

. . .
nm
∑

sm=0

|ϕs|
2
)1/2)∗τ

(t)tτ/p−1dt
]1/τ

=
[

1
∫

0

((

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

|ϕs|
2
)∗)τ/2

(t)tτ/p−1dt
]1/τ

. (1.9)

Так как 2 < p < ∞ и 2 < τ < ∞, то в силу ограниченности оператора Харди в пространстве
Lp/2, τ

2
(Tm) (см. [1, гл. 5, разд. 3, лемма 3.14, c. 221] и соотношение (0.1)) из (1.9) выводим

∥

∥

∥

(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

|ϕj |
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ

> C
{

1
∫

0

[1

t

t
∫

0

(

n1
∑

s1=0

. . .
nm
∑

sm=0

|ϕj |
2
)∗

(u)du
]τ/2

tτ/p−1dt
}1/τ

. (1.10)

Далее, пользуясь равенством (1.4), неравенством Йенсена (так как 2/τ < 1), из (1.10) имеем

∥

∥

∥

(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

|ϕs|
2
)1/2∥

∥

∥

p,τ
> C

{

1
∫

0

[

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

1

t

t
∫

0

(

|ϕs|
2
)∗
(u)du

]τ/2
tτ/p−1dt

}1/τ

> C
{

1
∫

0

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

[1

t

t
∫

0

(

ϕ2
s(u)

)∗
du

]τ/2
tτ/p−1dt

}1/τ

> C
[

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

1
∫

0

(

ϕ∗
s(t)

)2 τ
2 tτ/p−1dt

]1/τ
> C

(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

‖ϕs‖
τ
p,τ

)1/τ
.

Лемма 1.4. Пусть 1 < p < τ 6 2. Тогда для функции f ∈ Lp,τ (T
m) имеет место

неравенство

∥

∥

∥

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

δs(f)
∥

∥

∥

p,τ
6 C

(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

‖δs(f)‖
τ
p,τ

)1/τ
, nj ∈ N, j = 1, . . . ,m.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ Lp,τ (T
m), g ∈ Lp

′
,τ

′ (Tm), 1 < p, τ < ∞, 1/p+1/p
′

= 1,

1/τ + 1/τ
′

= 1. Тогда в силу ортогональности δs(f, x̄) получим

∫

Im

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

δs(f, x)g(2πx)dx =

∫

Im

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

δs(f, x)δs(g, x)dx̄. (1.11)
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Далее, применяя неравенства Гельдера для интеграла и суммы, получим

∣

∣

∣

∣

∫

Im

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

δs(f, x)g(x)dx

∣

∣

∣

∣

6

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

‖δs̄(f)‖p,τ‖δs(f)‖p′ ,τ ′

6

(

n1
∑

s1=0

. . .
nm
∑

sm=0

‖δs(f)‖
τ
p,τ

)1/τ(
n1
∑

s1=0

. . .
nm
∑

sm=0

‖δs(g)‖
τ
′

p′ ,τ ′

)1/τ
′

(1.12)

для любой функции g ∈ Lp
′
,τ

′ (Tm).
Теперь, учитывая известное соотношение

‖f‖p,τ ≍ sup
‖g‖

p
′
,τ

′61

∣

∣

∣

∣

∫

Im

f(2πx)g(2πx)dx

∣

∣

∣

∣

, (1.13)

из неравенств (1.11), (1.12) имеем

∥

∥

∥

n1
∑

s1=0

. . .
nm
∑

sm=0

δs(f)
∥

∥

∥

p,τ
6

(

n1
∑

s1=0

. . .
nm
∑

sm=0

‖δs‖
τ
p,τ

)1/τ
sup

‖g‖
p
′
,τ

′61

(

n1
∑

s1=0

. . .
nm
∑

sm=0

‖δs(g)‖
τ
′

p′ ,τ ′

)1/τ
′

. (1.14)

Так как 1 < p < τ 6 2, то 2 6 τ
′

< p
′

< ∞. Поэтому в силу леммы 1.3 выводим

(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

‖δs(g)‖
τ
′

p′ ,τ ′

)1/τ
′

6 C‖g‖p′ ,τ ′ .

Следовательно, из неравенства (1.14) получим утверждение леммы 1.4. �

З а м е ч а н и е. Леммы 1.1 и 1.4 верны и в случае τ = p, потому что Lp,p(T
m) = Lp(T

m).

Лемма 1.5. Пусть 1 < p 6 2 и 1 < τ 6 2. Тогда для функции f ∈ Lp,τ (T
m) имеет место

неравенство

(

n1
∑

s1=0

. . .
nm
∑

sm=0

‖δs(f)‖
2
p,τ

)1/2
6

∥

∥

∥

n1
∑

s1=0

. . .
nm
∑

sm=0

δs(f)
∥

∥

∥

p,τ
, nj ∈ N, j = 1, . . . ,m.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из формул (1.11), (1.13) получим

∥

∥

∥

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

δs(f)
∥

∥

∥

p,τ
> C sup

‖g‖
p′,τ

′61

∫

Im

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

δs(f, x)δs(g, x)dx. (1.15)

Рассмотрим множество

Gp′ ,τ ′ (ε) =
{

g ∈ Lp′ ,τ ′ (T
m) : ‖δs(g)‖p′ ,τ ′ 6 εs, s̄ ∈ Z

m
0

}

,

где 1/p+ 1/p
′

= 1, 1/τ + 1/τ
′

= 1 и числовая последовательность {εs} удовлетворяет условию

(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

ε2s

)1/2
6 1.

Множество таких последовательностей {εs} обозначим через Λ2.
Если 1 < p < 2 и 1 < τ < 2, то 2 < p

′

< ∞ и 2 < τ
′

< ∞. Поэтому согласно лемме 1.2 имеем

∥

∥

∥

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

δs(g)
∥

∥

∥

p′ ,τ ′
6 C

(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

‖δs(g)‖
2
p′ ,τ ′

)1/2
6 C

(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

ε2s

)1/2
6 C.
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Если 1 < p < 2 и τ = 2, то 2 6 p
′

< ∞ и τ
′

= 2. Следовательно, в силу леммы 1.1
неравенство справедливо и при τ = 2.

Таким образом, из неравенства (1.15) получим

∥

∥

∥

n1
∑

s1=0

. . .
nm
∑

sm=0

δs(f)
∥

∥

∥

p,τ
> C sup

{εs}∈Λ2

n1
∑

s1=0

. . .
nm
∑

sm=0

sup
g∈G

p
′
,τ

′ (ε)

∫

Im

δs(f, x)δs(g, x)dx. (1.16)

Как в статье В.Н.Темлякова [14, с. 29], можно доказать, что

sup
g∈G

p
′
,τ

′ (ε)

∫

Im

δs(f, x)δs(g, x)dx = εs‖δs(f)‖p,τ , s ∈ Z
m
+ .

Поэтому из неравенства (1.16) и учитывая свойства нормы в пространстве l2, выводим

∥

∥

∥

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

δs(f)
∥

∥

∥

p,τ
> C sup

{εs̄}∈Λ2

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

εs̄‖δs(f)‖p,τ = C
(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

‖δs(f)‖
2
p,τ

)1/2
.

Лемма 1.6. Пусть 1 < p 6 2 и 2 < τ < ∞. Тогда для функции f ∈ Lp,τ (T
m) имеет место

неравенство

(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

‖δs(f)‖
τ
p,τ

)1/τ
6 C

∥

∥

∥

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

δs(f)
∥

∥

∥

p,τ
, nj ∈ N, j = 1, . . . ,m.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как в доказательстве леммы 1.5, рассмотрим множество

Gp′ ,τ ′ (ε) =
{

g ∈ Lp′ ,τ ′ (T
m) : ‖δs(g)‖p′ ,τ ′ 6 εs̄, s ∈ Z

m
0

}

,

где 1/p+ 1/p
′

= 1, 1/τ + 1/τ
′

= 1 и числовая последовательность {εs} удовлетворяет условию

(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

ετ
′

s

)1/τ
′

6 1.

Множество таких последовательностей {εs} обозначим через Λτ ′ .
Так как 1 < p 6 2 и 2 < τ < ∞, то 2 6 p

′

< ∞ и 1 < τ
′

< 2. Поэтому согласно лемме 1.1
(так как τ

′

< p
′

) имеем

∥

∥

∥

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

δs(g)
∥

∥

∥

p′ ,τ ′
6

(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

‖δs(g)‖
τ
′

p′ ,τ ′

)1/τ
′

6 C
(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

ετ
′

s

)1/τ
′

6 C.

Следовательно, из неравенства (1.15) получим

∥

∥

∥

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

δs(f)
∥

∥

∥

p,τ
> C sup

{εs̄}∈Λ
τ
′

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

sup
g∈G

p
′
,τ

′ (ε)

∫

Im

δs(f, x̄)δs(g, x)dx.

Как в статье В.Н.Темлякова [14, с. 29], можно показать, что

sup
g∈G

p
′
,τ

′ (ε)

∫

Im

δs(f, x)δs(g, x)dx = εs‖δs(f)‖p,τ , s̄ ∈ Z
m
+ .

Поэтому из предыдущего неравенства, учитывая свойства нормы пространства lτ , выводим

∥

∥

∥

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

δs(f)
∥

∥

∥

p,τ
> C sup

{εs}∈Λτ
′

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

εs‖δs(f)‖p,τ = C
(

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

‖δs(f)‖
τ
p,τ

)1/τ
.
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З а м е ч а н и е. Для одномерной суммы лемма 1.3 доказана в статье автора 2017 г. (см.
ссылку на c. 7).

Теорема 1.2. Пусть 1 < p < ∞, 1 < τ 6 2 или 2 < p < ∞, 2 < τ < ∞. Тогда для любой

функции f ∈ Lp,τ (T
m) имеет место неравенство

‖f‖p,τ 6 C
(

∑

s∈Zm
+

‖δs‖
τ0
p,τ

)1/τ0
,

где τ0 = min{τ, 2}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если 2 < p < ∞, 2 6 τ < ∞, то утверждение теоремы следует
из леммы 1.2.

Пусть 1 < p < ∞, 1 < τ 6 2. Тогда в случае τ < p, применяя лемму 1.1, а для τ > p,
пользуясь леммой 1.4, получим утверждение теоремы 1.2. �

Теорема 1.3. Пусть 1 < p < ∞, 1 < τ2 6 2. Если τ2 < τ1 и функция f ∈ Lp,τ1(T
m)

удовлетворяет условию

∑

s∈Zm
+

(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)τ2(1/τ2−1/τ1)

‖δs‖
τ2
p,τ1 < ∞, (1.17)

то f ∈ Lp,τ2(T
m) и выполняется неравенство

‖f‖p,τ2 6 C
(

∑

s∈Zm
+

(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)τ2(1/τ2−1/τ1)

‖δs‖
τ2
p,τ1

)1/τ2
. (1.18)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ Lp,τ1(T
m) и выполнено условие (1.17). Тогда в силу

неравенства разных метрик для тригонометрических полиномов (см. работу автора 2017 г. в
данном журнале) имеем

∑

s∈Zm
+

‖δs‖
τ2
p,τ2 6

∑

s∈Zm
+

(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)τ2(1/τ2−1/τ1)

‖δs‖
τ2
p,τ1 . (1.19)

Так как 1 < τ2 6 2, то из (1.19) и теоремы 1.2 получим, что функция f ∈ Lp,τ2(T
m) и

выполняется неравенство (1.18). �

2. О порядках приближений функций классов Никольского — Бесова

в пространстве Лоренца с одинаковыми сильными параметрами

Положим γ′ = (γ
′

1, . . . , γ
′

m) и будем считать, что γ
′

j = γj, j = 1, . . . , ν, ν = 1, . . . ,m и

γj−1 < γ
′

j < γj, j = ν+1, . . . ,m. При ν = m, последние неравенства превращаются в равенства.

Теорема 2.1. Пусть r = (r1, . . . , rm), 0 < r1 = . . . = rν < rν+1 6 . . . 6 rm, ν = 1, . . . ,m,

1 < p < ∞ и 1 < τ 6 2 или 2 < p < ∞ и 2 6 τ < ∞, 1 6 θ 6 ∞. Если 2 < p < ∞ и 2 6 τ < ∞,

то

E(γ′)
n (Srp,τ,θB)p,τ ≍ 2−nr1n(ν−1)(1/2−1/θ)+ , n ∈ N, (2.1)

где a+ = max{0, a}.
Если 1 < p < ∞ и 1 < τ 6 2, то

E(γ′)
n (Srp,τ,θB)p,τ ≍ 2−nr1n(ν−1)(1/τ−1/θ)+ , n ∈ N. (2.2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ S
r̄
p,τ,θB. Тогда по свойству наилучшего приближения

и теореме 1.2 имеем

E(γ′)
n (f)p,τ 6 ‖f − S(γ′)

n (f)‖p,τ =
∥

∥

∥

∑

〈s,γ′〉>n

δs(f)
∥

∥

∥

p,τ
6

(

∑

〈s,γ′〉>n

∥

∥δs(f)
∥

∥

τ0
p,τ

)1/τ0
, (2.3)

где τ0 = min{τ, 2}.
Пусть 2 < τ < ∞. Тогда оценка (2.3) имеет следующий вид:

E(γ̄′)
n (f)p,τ 6

(

∑

〈s,γ′〉>n

∥

∥δs(f)
∥

∥

2

p,τ

)1/2
. (2.4)

Если 2 < θ < ∞, то применяя неравенство Гельдера (β = θ/2, 1/β+1/β
′

= 1) и [14, лемма В]
из (2.4), получим

E(γ′)
n (f)p,τ 6

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ

)1/θ( ∑

〈s,γ′〉>n

2−〈s,r〉2β
′
)1/(2β

′

)

6

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ

)1/θ
2−nr1n(ν−1)(1/2−1/θ) (2.5)

для функции f ∈ S
r
p,τ,θB.

Если θ = ∞, то из (2.4) согласно [14, лемма В] выводим

E(γ′)
n (f)p,τ 6 C sup

s∈Zm
+

2〈s,r〉
∥

∥δs(f)
∥

∥

p,τ

(

∑

〈s,γ′〉>n

2−〈s,r〉2
)1/2

6 C2−nr1n(ν−1)/2 sup
s∈Zm

+

2〈s,r〉
∥

∥δs(f)
∥

∥

p,τ
.

Если θ 6 2, то, применяя неравенство Йенсена (см. [4, гл. 3 разд. 3, c. 125, лемма 3.3.3]) из
(2.4), имеем

E(γ′)
n (f)p,τ 6

(

∑

〈s,γ′〉>n

∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ

)1/θ

6

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ

)1/θ
sup

〈s,γ′〉>n
2−〈s,r〉

6

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ

)1/θ
2−nr1 (2.6)

для функции f ∈ S
r
p,τ,θB. Из неравенств (2.5), (2.6) следует оценка сверху в (2.1).

Пусть 1 < p < ∞ и 1 < τ 6 2. Тогда оценка (2.3) имеет следующий вид:

E(γ′)
n (f)p,τ 6

(

∑

〈s,γ̄′〉>n

∥

∥δs(f)
∥

∥

τ

p,τ

)1/τ
. (2.7)

Если τ < θ < ∞, то применяя неравенство Гельдера (β = θ/τ , 1/β + 1/β
′

= 1) и [14,
лемма В], из (2.7) получим

E(γ′)
n (f)p,τ 6

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ

)1/θ( ∑

〈s,γ′〉>n

2−〈s,r〉2β
′
)1/(2β

′

)

6

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ

)1/θ
2−nr1n(ν−1)(1/τ−1/θ). (2.8)
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Если θ 6 2, то, применяя неравенство Йенсена (см. [4, гл. 3 разд. 3, c. 125, лемма 3.3.3]),
из (2.7) получим

E(γ′)
n (f)p,τ 6

(

∑

〈s,γ′〉>n

∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ

)1/θ
6

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ

)1/θ
2−nr1 (2.9)

для функции f ∈ S
r
p,τ,θB. Из неравенств (2.8), (2.9) следует оценка сверху в (2.2).

Докажем оценку снизу величины E
(γ′)
n (Br

p,τ,θ)p,τ . Оценку достаточно доказать для ν = m.
В этом случае γ = (1, . . . , 1), и вместо γ будем писать 1.

Пусть 2 < p < ∞ , 2 6 τ < ∞ и 2 < θ < ∞. Рассмотрим функцию

f0(2πx) = n−(m−1)/θ
∑

〈s,1〉=n

2−〈s,r〉
m
∏

j=1

ei2
sj−12πxj , x ∈ I

m, n ∈ N.

Так как |
∏m

j=1 e
i2sj−12πxj | = 1 ∀x ∈ I

m, то

(

∑

s̄∈Zm
+

2〈s̄,r̄〉θ
∥

∥δs(f0)
∥

∥

θ

p,τ

)1/θ
= n−(m−1)/θ

(

∑

〈s̄,1̄〉=n

∥

∥

∥

m
∏

j=1

ei2
sj−12πxj

∥

∥

∥

θ

p,τ

)1/θ

= n−(m−1)/θ
(

∑

〈s̄,1̄〉=n

1
)1/θ

6 C0.

Следовательно, функция F0 = C−1
0 f0 ∈ S

r
p,τ,θB. Поэтому E

(γ′)
n (Srp,τ,θB)p,τ > E

(γ′)
n (F0)p,τ =

C−1
0 ‖f0‖p,τ . Так как 2 < p < ∞, то отсюда получим

E(γ′)
n (Srp,τ,θB)p,τ > C‖f0‖2 = Cn−(m−1)/θ

(

∑

〈s,1〉=n

2−〈s,r〉2
)1/2

= Cn−(m−1)/θ2−nr1
(

∑

〈s̄,1̄〉=n

1
)1/2

> C2−nr1n−(m−1)(1/2−1/θ).

Этим доказана точность оценки (2.1) в случае 2 < p < ∞ , 2 6 τ < ∞ и 2 < θ < ∞.
Если θ = ∞, то рассмотрим функцию

f01(2πx) =
∑

s̄∈Zm
+

2−〈s,r〉
m
∏

j=1

ei2
sj−12πxj , x ∈ I

m, n ∈ N.

Тогда
∥

∥δs(f01)
∥

∥

p,τ
= 2−〈s,r〉 s ∈ Z

m
+ .

Следовательно, функция f01 ∈ S
r
p,τ,∞B.

Так как 2 < p < ∞, то в силу равенства Парсеваля и [14, лемма В] имеем

E(γ′)
n (Srp,τ,∞B)p,τ > E(γ′)

n (f01)p,τ > CE(γ′)
n (f01)2 > C

(

∑

〈s,1〉=n

2−〈s,r〉2
)1/2

> C2−nr1n(ν−1)/2.

Пусть 2 < p < ∞ , 2 6 τ < ∞ и θ 6 2 или 1 < p < ∞ , 1 < τ 6 2 и θ 6 τ . Рассмотрим
функцию

f1(2πx) = 2−n(r1+1−1/p)
∑

k∈ρ(s̃)

ei〈k,2πx〉,
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где s̃ = (s̃1, . . . , s̃m) ∈ Z
m
+ — один из векторов s ∈ Z

m
+ , удовлетворяющих условию и такой что

〈s, 1〉 = n.
Тогда

∥

∥δs(f1)
∥

∥

p,τ
= 0, если s 6= s̃. Если s = s̃, то в силу известного соотношения

∥

∥

∥

∑

k∈ρ(s)

ei〈k,2πx〉
∥

∥

∥

p,τ
≍

m
∏

j=1

2sj(1−1/p), 1 < p, τ < ∞ (2.10)

имеем
∥

∥δs̃(f1)
∥

∥

p,τ
≍ 2−nr1 . Поэтому

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f1)
∥

∥

θ

p,τ

)1/θ
= 2〈s̃,r〉

∥

∥δs̃(f1)
∥

∥

p,τ
6 C1.

Следовательно, функция F1 = C−1
1 f1 ∈ S

r
p,τ,θB.

Теперь по определению наилучшего приближения функции и в силу соотношения (2.10)
получаем

E(γ′)
n (Srp,τ,θB)p,τ > E(γ′)

n (F1)p,τ = C−1
1 ‖f1‖p,τ > C2−nr1 (2.11)

в случае 2 < p < ∞ , 2 6 τ < ∞ и θ 6 2 или 1 < p < ∞ , 1 < τ 6 2 и θ 6 τ .
Пусть 1 < p < ∞ , 1 < τ 6 2 и τ < θ. Рассмотрим функцию

f2(2πx) = n−(m−1)/θ2−n(r1+1−1/p)
∑

〈s,1〉=n

∑

k∈ρ(s)

ei〈k,2πx〉.

В силу непрерывности функция f2 принадлежит Lp,τ (T
m). Далее согласно соотношению (2.10)

имеем

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f2)
∥

∥

θ

p,τ

)1/θ
= n−(m−1)/θ2−n(1−1/p)

(

∑

〈s,1〉=n

∥

∥

∥

∑

k∈ρ(s)

ei〈k,2πx〉
∥

∥

∥

θ

p,τ

)1/θ

6 n−(m−1)/θ2−n(1−1/p)
(

∑

〈s,1〉=n

m
∏

j=1

2sj(1−1/p)θ
)1/θ

6 C2.

Следовательно, функция F2 = C−1
2 f2 ∈ S

r
p,τ,θB. Теперь по определению наилучшего прибли-

жения функции выводим

E(γ′)
n (Srp,τ,θB)p,τ > E(γ′)

n (F2)p,τ = C−1
2 ‖f2‖p,τ . (2.12)

Согласно следствию 3.1 (см. разд. 3) для ядра Дирихле

Dn,γ(x) =
∑

〈s,γ〉=n

∑

k∈ρ(s)

ei〈k,2πx〉

справедливо соотношение ‖Dn,γ‖p,τ ≍ 2n(1−1/p)n(m−1)/τ , 1 < p, τ < ∞. Поэтому

‖f2‖p,τ > Cn−(m−1)/θ2−n(r1+1−1/p)‖
∑

〈s,1〉=n

∑

k∈ρ(s)

ei〈k,2πx〉‖p,τ > C2−nr1n(m−1)(1/τ−1/θ).

Следовательно из неравенства (2.12) получим

E(γ′)
n (Srp,τ,θB)p,τ > C2−nr1n(m−1)(1/τ−1/θ) > C2−nr1n(ν−1)(1/τ−1/θ)

в случае 1 < p < ∞ , 1 < τ 6 2 и τ < θ.
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Докажем оценку снизу в случае θ = ∞. Рассмотрим функцию

f21(2πx) =
∑

s∈Zm
+

m
∏

j=1

2−sj(rj+1−1/p)
∑

k∈ρ(s)

ei〈k,2πx〉.

В силу соотношения (2.10) нетрудно убедиться, что
∥

∥δs(f21)
∥

∥

p,τ
≍ 2〈s,r〉

при 1 < p < ∞ , 1 < τ < ∞. Следовательно, функция F21 = C21f21 ∈ S
r
p,τ,∞B с некоторой

постоянной C21 > 0.
Теперь по свойству наилучшего приближения функции и теореме 3.2 имеем

E(γ′)
n (Srp,τ,∞B)p,τ > E(γ′)

n (F21)p,τ > C21‖f21 − Sγ′

n (f21)‖p,τ

> C
(

∑

〈s,γ′〉>n

m
∏

l=1

2sl(1/λ−1/p)τ ‖δs(f21)‖
τ
λ

)1/τ
,

где λ ∈ (p,∞). Далее, пользуясь соотношением (2.10) и [14, лемма В], отсюда выводим

E(γ′)
n (Srp,τ,∞B)p,τ > 2−nr1n(ν−1)/τ .

З а м е ч а н и е. В случае τ = p из теоремы 2.1 следуют [14, теорема 2.3] при θ = ∞ и
[15, теорема 1] при 1 6 θ < ∞.

Теорема 2.2. Пусть r = (r1, . . . , rm), 0 < r1 = . . . = rν < rν+1 6 . . . 6 rm, ν = 1, . . . ,m,

1 < p < ∞, 1 < τ2 6 2 и τ2 < τ1 < ∞, 1 6 θ < ∞. Если τ2 < θ, то

E(γ)
n (Srp,τ1,θB)p,τ2 6 C2−nr1n(m−1)(1/τ2−1/θ)+(1/τ2−1/τ1), n ∈ N. (2.13)

Если θ 6 τ2, то

E(γ)
n (Srp,τ1,θB)p,τ2 ≍ 2−nr1n(1/τ2−1/τ1), n ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ S
r
p,τ1,θ

B. Если τ2 < θ, то положим q = θ/τ2 > 1, 1/q +

1/q
′

= 1. Применяя неравенство Гельдера, получим

(

∑

s∈Zm
+

(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)τ2(1/τ2−1/τ1)

‖δs(f)‖
τ2
p,τ1

)1/τ2

6

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ

)1/θ( ∑

s∈Zm
+

2−〈s,r〉τ2q
′
(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)τ2(1/τ2−1/τ1)q

′
)1/(τ2q

′

)
. (2.14)

Так как 1 = γ1 = . . . = γν < γν+1 6 . . . 6 γm, то

∑

s∈Zm
+

2−〈s,r〉τ2q
′
(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)τ2(1/τ2−1/τ1)q

′

6
∑

s∈Zm
+

2−〈s,γ〉r1τ2q
′
(

m
∑

j=1

(sjγj + 1)
)τ2(1/τ2−1/τ1)q

′

=

∞
∑

l=0

∑

l6〈s,γ〉<l+1

2−〈s,γ〉r1τ2q
′
(

m
∑

j=1

(sjγj + 1)
)τ2(1/τ2−1/τ1)q

′

6

∞
∑

l=0

2−lr1τ2q
′

(l +m)τ2(1/τ2−1/τ1)q
′ ∑

l6〈s,γ〉<l+1

1 6 C

∞
∑

l=0

2−lr1τ2q
′

(l +m)τ2(1/τ2−1/τ1)q
′

(l + 1)m−1.

(2.15)
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Так как ряд
∞
∑

l=0

2−lr1τ2q
′

(l +m)τ2(1/τ2−1/τ1)q
′

(l + 1)m−1

сходится, то в силу теоремы 1.3 из неравенств (2.14) и (2.15) следует, что S
r
p,τ1,θ

B ⊂ Lp,τ2(T
m)

в случае τ2 < θ.
Если θ 6 τ2, то применяя неравенство Йенсена (см. [4, гл. 3 разд. 3, c. 125, лемма 3.3.3]) и

учитывая (2.4), получим

(

∑

s∈Zm
+

(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)τ2(1/τ2−1/τ1)

‖δs(f)‖
τ2
p,τ1

)1/τ2
6

(

∑

s∈Zm
+

(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)θ(1/τ2−1/τ1)

‖δs(f)‖
θ
p,τ1

)1/θ

6

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ‖δs(f)‖
θ
p,τ1

)1/θ
sup
s∈Zm

+

2−〈s,r〉
(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)(1/τ2−1/τ1)

. (2.16)

Теперь в силу теоремы 1.3 из неравенства (2.16) следует, что S
r
p,τ1,θ

B ⊂ Lp,τ2(T
m) в случае

θ 6 τ2.
Перейдем к доказательству неравенства (2.13). Пусть f ∈ S

r
p,τ,θB. Тогда по свойству наи-

лучшего приближения и теореме 1.3 имеем

E(γ)
n (f)p,τ2 6 ‖f − S(γ)

n (f)‖p,τ2 6

(

∑

〈s,γ〉>n

(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)τ2(1/τ2−1/τ1)∥

∥δs(f)
∥

∥

τ2
p,τ1

)1/τ2
. (2.17)

Если τ2 < θ, то положим q = θ/τ2 > 1, 1/q + 1/q
′

= 1. Применяя неравенство Гельдера и
повторяя рассуждения доказательств неравенств (2.14) и (2.15), из (2.17) получим

E(γ)
n (f)p,τ2 6

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ1

)1/θ( ∑

〈s,r〉>n

2−〈s,r〉τ2q
′
(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)τ2(1/τ2−1/τ1)q

′
)1/(τ2q

′

)

6

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ1

)1/θ(
∞
∑

l=n

2−lr1τ2q
′

(l +m)τ2(1/τ2−1/τ1)q
′

(l + 1)m−1
)1/(τ1q

′

)

6 C
(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ1

)2/θ
2−nr1(n+ 1)(m−1)(1/τ2−1/τ1)(n+ 1)1/τ2−1/τ1 . (2.18)

Из неравенства (2.18) следует оценка (2.13).
Если θ 6 τ2, то, применяя неравенство Йенсена (см. [2, гл. 3 разд. 3, c. 125, лемма 3.3.3]) и

учитывая (2.4), получим

E(γ)
n (f)p,τ2 6

(

∑

s̄∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ1

)1/θ
sup

〈s,r〉>n
2−〈s,r〉

(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)(1/τ2−1/τ1)

.

Отсюда следует, что E
(γ)
n (Srp,τ1,θB)p,τ2 6 C2−nr1n(1/τ2−1/τ1), n ∈ N.

Докажем оценку снизу. Рассмотрим функцию

Gs(x) =

m
∑

j=1

∏

k∈{1,2,..,m}\{j}

ei(2
sk−1)2πxk

2sj−1
∑

νj=2sj−1

cos 2πνjxj

ν
1−1/p
j

,

где s ∈ Z
m
+ такой, что 〈s, γ〉.
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В недавней статье автора (О точности неравенства разных метрик для тригонометрических
полиномов в обобщенном пространстве Лоренца // Тр. Ин-та математики и механики УрО
РАН. 2019. Т. 25, № 2. С. 9–20) показано, что

‖Gs‖p,τ ≍
(

m
∑

j=1

sj

)1/τ
, 1 < p < ∞, 1 < τ < ∞. (2.19)

Поэтому функция f0,s(x) = C2−nr1n−1/τ1Gs(x) ∈ S
r
p,τ1,θ

B.
Далее, по свойству наилучшего приближения и учитывая (2.19), будем иметь

E(γ)
n (f0,s)p,τ2 = ‖f0,s‖p,τ2 = C2−nr1n−1/τ1‖Gs‖p,τ2 > C2−nr1n1/τ2−1/τ1 .

Следовательно, E(γ)
n (Srp,τ1,θB)p,τ2 > C2−nr1n(1/τ2−1/τ1) в случае θ 6 τ2.

3. О порядках приближений функций классов Никольского — Бесова

в пространстве Лоренца с разными сильными параметрами

Теорема 3.1. Пусть 1 < p < q < ∞, 1 < τ1, τ2 < ∞. Если функция f ∈ Lp,τ1(T
m)

удовлетворяет условию
∑

s∈Zm
+

m
∏

j=1

2sjτ2(1/p−1/q)‖δs(f)‖
τ2
p,τ1 < ∞, (3.1)

то f ∈ Lq,τ2(T
m), и выполняется неравенство

‖f‖q,τ2 6 C
(

∑

s∈Zm
+

m
∏

j=1

2sjτ2(1/p−1/q)‖δs(f)‖
τ2
p,τ1

)1/τ2
. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим M = [τ2]+1, где [a] — целая часть числа a. Рассмот-
рим частичную сумму ряда Фурье функции f ∈ Lp,τ1(T

m)

Sn̄(f, x) =

n1
∑

s1=0

. . .

nm
∑

sm=0

δs(f, x) =
∑

0̄6s̄6n̄

δs(f, x),

где для элементов a = (a1, . . . , am), b = (b1, . . . , bm) ∈ Z
m
+ , запись a 6 b означает, что

aj 6 bj, j = 1, . . . ,m. Положим I1 = ‖Sn(f)‖q,τ2 .
Согласно свойству невозрастающей перестановки функции и нормы справедливо неравен-

ство

I1 6
∥

∥

∥

1

t

t
∫

0

S∗
n(f, u)du

∥

∥

∥

q,τ2
. (3.3)

Пользуясь равенством (1.3), получим

1

t

t
∫

0

S∗
n(f, u)du =

∑

0̄6s6n

1

t

t
∫

0

δ∗s(f, u)du. (3.4)

Поэтому из неравенства (3.3) следует, что

Iτ21 6

∥

∥

∥

1

t

t
∫

0

S∗
n(f, u)du

∥

∥

∥

τ2

q,τ2
=

τ2
q

1
∫

0

(

∑

0̄6s6n

1

t

t
∫

0

δ∗s(f, u)du
)(τ2/M)M

tτ2/q−1dt. (3.5)
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Так как τ2/M < 1, то, применяя к сумме неравенство Йенсена ([4, гл. 3 разд. 3, c. 125, лем-
ма 3.3.3]), из (3.5) получим

Iτ21 6
τ2
q

1
∫

0

[

∑

0̄6s̄6n̄

(1

t

t
∫

0

δ∗s(f, u)du
)τ2/M]M

tτ2/q−1dt

=
τ2
q

∑

0̄6s̄(1)6n̄

. . .
∑

0̄6s̄(M)6n̄

1
∫

0

M
∏

j=1

(1

t

t
∫

0

δ∗s̄(j)(f, u)du
)τ2/M

tτ2/q−1dt. (3.6)

Положим

∆s̄(j)(f, t) =
(1

t

t
∫

0

δ∗s̄(j)(f, u)du
)τ2/M

.

Тогда, учитывая равенство

M
∏

j=1

aνj =
(

∏

16i<j6M

aνiaνj

)1/(M−1)
(3.7)

и применяя неравенство Гельдера с показателями θ = M(M − 1)/2, получим

I2 =

1
∫

0

M
∏

j=1

(1

t

t
∫

0

δ∗s̄(j)(f, u)du
)τ2/M

tτ2/q−1dt =

1
∫

0

M
∏

j=1

∆s̄(j)(f, t)t
τ2/q−1dt

=

1
∫

0

(

∏

16i<j6M

∆s̄(i)(f, t)∆s̄(j)(f, t)
)1/(M−1)

tτ2/q−1dt

=

1
∫

0

∏

16i<j6M

(

∆s̄(i)(f, t)∆s̄(j)(f, t)
)1/(M−1)

∏

16i<j6M

t(τ2/q−1)(1/θ)dt

6
∏

16i<j6M

(

1
∫

0

(

∆s̄(i)(f, t)∆s̄(j)(f, t)
)M/2

tτ2/q−1dt
)1/θ

.

Поэтому из неравенства (3.6) выводим

Iτ21 6
τ2
q

∑

0̄6s̄(1)6n̄

. . .
∑

0̄6s̄(M)6n̄

∏

16i<j6M

[

1
∫

0

(

∆s̄(i)(f, t)∆s̄(j)(f, t)
)M/2

tτ2/q−1dt
]1/θ

. (3.8)

Положим

ρµ̄,ν̄ =

1
∫

0

(

∆µ̄(f, t)∆ν̄(f, t)
)M/2

tτ2/q−1dt

=

1
∫

0

[(1

t

t
∫

0

δ∗µ̄(f, u)du
)τ2/M(1

t

t
∫

0

δ∗ν̄(f, u)du
)τ2/M]M/2

tτ2/q−1dt

=

1
∫

0

(1

t

t
∫

0

δ∗µ̄(f, u)du
)τ2/2(1

t

t
∫

0

δ∗ν̄(f, u)du
)τ2/2

tτ2/q−1dt.
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Теперь, применяя к интегралу в правой части этого равенства неравенство Гельдера с пока-

зателями α =
p+ q

p
, α

′

=
α

α− 1
=

p+ q

q
, получим

ρµ̄,ν̄ 6

[

1
∫

0

(1

t

t
∫

0

δ∗µ̄(f, u)du
)τ2α/2

tτ2/q−1dt
]1/α[

1
∫

0

(1

t

t
∫

0

δ∗µ̄(f, u)du
)τ2α

′

/2
tτ2/q−1dt

]1/α
′

=
[

1
∫

0

(1

t

t
∫

0

δ∗µ̄(f, u)du
)τ2α/2

t
τ2α
2

2
qα

−1dt
]

2
τ2α

τ2
2

×
[

1
∫

0

(1

t

t
∫

0

δ∗µ̄(f, u)du
)τ2α

′

/2
t
τ2α

′

2
2

qα
′
−1

dt
]

2

τ2α
′

τ2
2
. (3.9)

Так как p < q, то qα/2 > p и qα
′

/2 > p. Поэтому, применяя неравенство разных метрик для
тригонометрических полиномов в пространстве Лоренца (см. [24, лемма 6]), из (3.9) имеем

ρµ̄,ν̄ 6 ‖δµ̄(f)‖
τ2/2
qα
2
,
τ2α
2

‖δν̄(f)‖
τ2/2

qα
′

2
,
τ2α

′

2

6 C
(

m
∏

j=1

2
µj (

1
p
− 2

qα
)
‖δµ̄(f)‖p,τ1

m
∏

j=1

2
νj(

1
p
− 2

qα
′
)
‖δν̄(f)‖p,τ1

)τ2/2
.

(3.10)

Так как
1

p
−

2

qα
=

1

p
−

1

q
+

1

q

(

1−
2

α

)

,
1

p
−

2

qα′
=

1

p
−

1

q
+

1

q

( 2

α
− 1

)

,

то неравенство (3.10) можно переписать в следующем виде:

ρµ̄,ν̄ 6 C
(

m
∏

j=1

2µj (1/p−1/q)τ2‖δµ̄(f)‖
τ2
p,τ1

m
∏

j=1

2νj(1/p−1/q)τ2‖δν̄(f)‖
τ2
p,τ1

)1/2
m
∏

j=1

2−|µj−νj |(1/2−1/α)(τ2/q).

(3.11)
Из неравенств (3.8) и (3.11) получим

Iτ21 6 C
∑

0̄6s̄(1)6n̄

. . .
∑

0̄6s̄(M)6n̄

∏

16i<j6M

[(

m
∏

l=1

2sl(i)(1/p−1/q)τ2‖δs̄(i)(f)‖
τ2
p,τ1

×

m
∏

l=1

2sl(j)(1/p−1/q)τ2‖δs̄(j)(f)‖
τ2
p,τ1

)1/2
m
∏

l=1

2−|sl(i)−sl(j)|(1/2−1/α)(τ2/q)
]1/θ

. (3.12)

Теперь, пользуясь формулой (3.7), будем иметь

∏

16i<j6M

[(

m
∏

l=1

2sl(i)(1/p−1/q)τ2‖δs̄(i)(f)‖
τ2
p,τ1

m
∏

l=1

2sl(j)(1/p−1/q)τ2‖δs̄(j)(f)‖
τ2
p,τ1

)1/2

×

m
∏

l=1

2−|sl(i)−sl(j)|(1/2−1/α)(τ2/q)
]1/θ

=

M
∏

i=1

(

m
∏

l=1

2sl(i)(1/p−1/q)τ2‖δs̄(i)(f)‖
τ2
p,τ1

)1/M
M
∏

i=1

m
∏

l=1

2−|sl(i)−sl(j)|(1/2−1/α) 1
2θ .

Учитывая это равенство и пользуясь неравенством Гельдера с показателем M > 1, из (3.12)
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получим

Iτ21 6 C
∑

0̄6s̄(1)6n̄

. . .
∑

0̄6s̄(M)6n̄

M
∏

i=1

(

m
∏

l=1

2
sl(i)(

1
p
− 1

q
)τ2‖δs̄(i)(f)‖

τ2
p,τ1

)1/M
M
∏

i=1

m
∏

l=1

2−|sl(i)−sl(j)|(
1
2
− 1

α
) 1
2θ

6 C

M
∏

i=1

(

∑

0̄6s̄(1)6n̄

. . .
∑

0̄6s̄(M)6n̄

m
∏

l=1

2sl(i)(
1
p
− 1

q
)τ2‖δs̄(i)(f)‖

τ2
p,τ1

M
∏

i=1

m
∏

l=1

2−|sl(i)−sl(j)|(
1
2
− 1

α
) 1
M−1

)1/M

6 C
(

+∞
∑

k1=−∞

. . .
+∞
∑

km=−∞

m
∏

l=1

2−|kl|(
1
2
− 1

α
)
)1/(M−1) ∑

0̄6s̄6n̄

m
∏

l=1

2sl(
1
p
− 1

q
)τ2‖δs̄(f)‖

τ2
p,τ1 .

Так как 1/2 − 1/α > 0, то ряд
∑+∞

k=−∞ 2−|k|(1/2−1/α) сходится. Поэтому из предыдущего нера-
венства выводим

Iτ21 6 C
∑

0̄6s̄6n̄

m
∏

l=1

2sl(1/p−1/q)τ2‖δs̄(f)‖
τ2
p,τ1

для функции f ∈ Lp,τ1(T
m). В этом неравенстве, переходя к пределу при nj → ∞, j = 1, . . . m,

и учитывая условие (3.1), получим утверждения теоремы 3.1. �

Теорема 3.2. Пусть 1 < q < λ < ∞, 1 < τ < ∞. Если функция f ∈ Lq,τ (T
m), то

‖f‖q,τ > C
(

∑

s∈Zm
+

m
∏

l=1

2sl(1/λ−1/q)τ ‖δs(f)‖
τ
λ

)1/τ
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Эта теорема доказывается, как в [14, лемма 3.1], с использова-
нием соотношения (1.14) и теоремы 3.1. �

Следствие 3.1. Пусть 1 < q < ∞, 1 < τ < ∞, 1 = γ1 = . . . = γν < γν+1 6 . . . γm,

γ = (γ1, . . . γm). Тогда для ядра Дирихле

Dn,γ(x) =
∑

〈s,γ〉6n

∑

k∈ρ(s)

ei〈k,2πx〉

выполняется соотношение ‖Dn,γ‖q,τ ≍ 2n(1−1/q)n(m−1)/τ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем число p0 ∈ (1, q). Тогда при τ1 = p = p0 и τ2 = τ по
теореме 3.1 имеем

‖Dn,γ‖q,τ 6 C
(

∑

〈s,γ〉6n

m
∏

j=1

2sj(1/p0−1/q)τ‖δs(Dn,γ)‖
τ
p0

)1/τ
. (3.13)

Теперь в силу соотношения (2.10) и рассуждая, как в доказательстве [14, лемма Г], из (3.13)
получим

‖Dn,γ‖q,τ 6 C
(

∑

s6n

m
∏

j=1

2sj(1−1/q)τ
)1/τ

6 C2n(1−1/q)n(m−1)/τ .

Докажем противоположное неравенство. Пользуясь теоремой 3.2, соотношением (2.10) и
[14, лемма Г], имеем

‖Dn,γ‖q,τ > C
(

∑

〈s,γ〉6n

m
∏

j=1

2sj(1/λ−1/q)τ ‖δs(Dn,γ)‖
τ
λ

)1/τ

C
(

∑

〈s,γ〉6n

m
∏

j=1

2sj(1−1/q)τ
)1/τ

> C2n(1−1/q)n(m−1)/τ . �
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Теорема 3.3. Пусть 1 < p < q < ∞, r = (r1, . . . , rm), 1/p − 1/q < r1 = . . . = rν < rν+1 6

. . . 6 rm, ν = 1, . . . ,m, 1 < τ1, τ2 < ∞, 1 6 θ 6 ∞. Тогда справедливо соотношение

E(γ)
n (Srp,τ1,θB)q,τ2 ≍ 2−n(r1+1/q−1/p)n(ν−1)(1/τ2−1/θ)+ , n ∈ N, (3.14)

где a+ = max{0, a}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если τ2 < θ < ∞, то применяя неравенство Гельдера, а при
θ 6 τ2 применяя неравенство Йенсена, и учитывая, что 1/p − 1/q < rj, j = 1, . . . m, нетрудно
убедиться, что (см. доказательства неравенств (2.15) и (2.16))

(

∑

s∈Zm
+

m
∏

l=1

2sl(1/p−1/q)τ2‖δs(f)‖
τ2
p,τ1

)1/τ2
6 C

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ‖δs(f)‖
θ
p,τ1

)1/θ
.

Поэтому в силу теоремы 3.1 имеем S
r
p,τ1,θ

B ⊂ Lq,τ2(T
m).

Пусть f ∈ S
r
p,τ,θB. Тогда по свойству наилучшего приближения и неравенству (3.2) имеем

E(γ)
n (f)q,τ2 6 ‖f − S(γ)

n (f)‖q,τ2 6

(

∑

〈s,γ〉>n

m
∏

l=1

2sl(1/p−1/q)τ2
∥

∥δs(f)
∥

∥

τ2
p,τ1

)1/τ2
. (3.15)

Если τ2 < θ, то положим β = θ/τ2 > 1, 1/β + 1/β
′

= 1 и, применяя неравенство Гельдера
и пользуясь [14, леммой В], при γ ′ = (γ

′

1, . . . , γ
′

m), γ
′

j = (rj + 1/q − 1/p)/(r1 + 1/q − 1/p), j =
1, . . . ,m, получим

E(γ)
n (f)q,τ2 6

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ1

)1/θ( ∑

〈s,γ〉>n

2−〈s,r〉τ2β
′

m
∏

l=1

2sl(1/p−1/q)τ2β
′
)1/τ2β

′

6 C
(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ1

)1/θ
2−n(r1+1/q−1/p)(n+ 1)(m−1)(1/τ2−1/θ). (3.16)

Если θ 6 τ2, то, применяя к правой части неравенства (3.15)неравенство Йенсена (см.
[4, гл. 3 разд. 3, c. 125, лемма 3.3.3]), имеем

E(γ)
n (f)q,τ2 6

(

∑

s∈Zm
+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

θ

p,τ1

)1/θ
2−n(r1+1/q−1/p). (3.17)

Из неравенств (3.16) и (3.17) следует оценка

E(γ)
n (Srq,τ1,θB)q,τ2 6 C2−n(r1+1/q−1/p)n(ν−1)(1/τ2−1/θ)+

в случае 1 6 θ < ∞.
Если θ = ∞, то, пользуясь [14, лемма В], из (3.15) получим

E(γ)
n (Srq,τ1,θB)q,τ2 6 C

(

∑

〈s,γ〉>n

m
∏

l=1

2−sl(r1+1/q−1/p)τ2
)1/τ2

sup
s∈Zm

+

2〈s,r〉θ
∥

∥δs(f)
∥

∥

p,τ1

6 C2−n(r1+1/q−1/p)n(ν−1)/τ2

для функций f ∈ S
r
q,τ1,θ

B. Этим оценка сверху доказана и в случае θ = ∞.
Теперь докажем оценку снизу. Если θ 6 τ2, то рассмотрим функцию

f1(2πx) = 2−n(r1+1−1/p)
∑

k∈ρ(s̃)

ei〈k,2πx〉,
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где s̃ = (s̃1, . . . , s̃m) ∈ Z
m
+ один из векторов, удовлетворяющих условию теоремы, такой что

〈s, 1〉 = n. Тогда функция F1 = C−1
1 f1 ∈ S

r
p,τ1,θ

B (см. доказательство теоремы 2.1).
Теперь, пользуясь соотношением (2.10), нетрудно убедиться, что

E(γ)
n (Srp,τ1,θB)q,τ2 > E(γ)

n (F1)q,τ2 = C−1
1 ‖f1‖q,τ2 > C2−n(r1+1/q−1/p).

в случае θ 6 τ2.
Пусть τ2 < θ. Рассмотрим функцию

f2(2πx) = n−(m−1)/θ2−n(r1+1−1/p)
∑

〈s,1〉=n

∑

k∈ρ(s)

ei〈k,2πx〉.

Тогда функция F2 = C−1
2 f2 ∈ S

r
p,τ1,θ

B. Таким образом,

E(γ)
n (Srp,τ1,θB)q,τ2 > E(γ)

n (F2)q,τ2 = C−1
2 ‖f2‖q,τ2 . (3.18)

Далее, учитывая оценку нормы ядра Дирихле по гиперболическому кресту (см. следствие 3.1),
имеем

‖f2‖q,τ2 > Cn−(m−1)/θ2−n(r1+1−1/p)‖
∑

〈s,1〉=n

∑

k∈ρ(s)

ei〈k,2πx〉‖q,τ2 > C2−n(r1+1/q−1/p)n(m−1)(1/τ2−1/θ).

Следовательно, учитывая, что ν < m, из неравенства (3.18) получим

E(γ)
n (Srp,τ1,θB)q,τ2 > C2−n(r1+1/q−1/p)n(m−1)(1/τ2−1/θ) > C2−n(r1+1/q−1/p)n(ν−1)(1/τ2−1/θ)

в случае τ2 < θ.
Если θ = ∞, тоб рассматривая функцию f21 (см. доказательство теоремы 2.1) и пользуясь

теоремой 3.2, получим оценку снизу величины E
(γ)
n (Srp,τ1,θB)q,τ2 . �

Заключение

Сравним полученные здесь некоторые результаты (а именно, теоремы 2.1, 2.2, 3.3) с из-
вестными результатами, имеющими непосредственное отношение к теме исследований данной
работы.

1. Из теоремы 2.1 следуют теорема 2.3 из [14] при τ = p в случае θ = ∞ и теорема 1
из статьи [15] при τ = p, 1 < τ 6 2, в случае 1 6 θ < ∞; в отличие от указанных тео-

рем из работ [14; 15] в теореме 2.1 порядок величины E
(γ

′

)
n (Srp,τ,θB)p,τ зависит от параметра τ

пространства Лоренца Lp,τ (T
m).

В теореме 2.2 порядок величины E
(γ

′

)
n (Srp,τ1,θB)p,τ2 зависит от параметров τ1, τ2 простран-

ства Лоренца Lp,τ (T
m). Это еще одно отличие от оценок в пространстве Lp(T

m).

2. При τ1 = p и τ2 = q из теоремы 3.3 получим теорему 2.2 из [14] и теорему 2 из статьи [15]
в случаях θ = ∞ и 1 6 θ < ∞ соответственно.

3. Теоремы 2.1, 2.2, 3.3 могут быть полезными для нахождения порядков наилучшего
n-членного приближения тригонометрического поперечника и линейного поперечника клас-
са S

r
p,τ1,θ

B пространства Лоренца Lq,τ2(T
m).

В работе [18] изучен порядок тригонометрического поперечника класса Никольского— Бе-
сова в анизотропном пространстве Лоренца Lq,τ (T

m). Чтобы отличить анизотропное простран-
ство Lq,τ (T

m) от рассматриваемого нами пространства Лоренца Lq,τ (T
m), обозначим его через

L∗
q,τ (T

m) и в случае q1 = . . . qm = q будем писать L∗
q,τ (T

m) вместо L∗
q,τ (T

m).
Известно, что если q < τ , то Lq,τ (T

m) ⊂ L∗
q,τ (T

m) и ‖f‖L∗

q,τ
6 C‖f‖q,τ , где ‖f‖L∗

q,τ
— норма

пространства L∗
q,τ (T

m) (см. [25]).
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Поэтому из теоремы 1 статьи [18] для тригонометрического поперечника dM (Srp,τ1,θB)L∗

q,τ2

класса S
r
p,τ1,θ

B в пространстве L∗
q,τ2

(Tm) получим оценку

dM (Srp,τ1,θB)L∗

q,τ2
6 CM−(r1−1/p+1/2)(logM)(ν−1)(r1−1/p+1/2)+(ν−1)(1/2−1/θ)+

в случае 1 < p < 2 < q <
p

p− 1
= p

′

, p < τ1.

Выбирая натуральное число n такое, что M ≍ 2nnν−1, из теоремы 3.3 получим

Eγ
M (Srp,τ1,θB)q,τ2 ≍ M−(r1−1/p+1/q)(logM)(ν−1)(r1−1/p+1/q)+(ν−1)(1/τ2−1/θ)+

при 1 < p < 2 < q < ∞, 1 < τ1, τ2 < ∞.
Теперь, сравнивая последние две оценки видим, что порядок величины dM (Srp,τ1,θB)L∗

q,τ2

лучше, чем порядок Eγ
M (Srp,τ1,θB)q,τ2 .
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