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1. Введение

Рассмотрим следующий класс нелинейных интегральных уравнений типа Гаммерштейна —
Немыцкого:

f(x) = µ0(x, f(x)) + λ(x)

∞
∫

−∞

K(x− t)µ1(t, f(t))dt, x ∈ R, (1.1)

относительно искомой неотрицательной и измеримой функции f(x).

В уравнении (1.1) ядро K — определенная на всей прямой четная функция, удовлетворя-
ющая условиям

K(τ) > 0, τ ∈ R,

∞
∫

−∞

K(τ)dτ = 1, (1.2)

K ∈ L∞(R), K(τ) ↓ по τ на R
+ := [0,+∞), (1.3)

m(K) :=

∞
∫

0

tK(t)dt < +∞. (1.4)

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 19-11-00223).
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Здесь λ(x) — определенная на множестве R четная непрерывная функция, обладающая сле-
дующими свойствами:

0 < ε0 := inf
x∈R

λ(x) ≤ λ(x) ≤ 1, ε0 < 1, λ(x) ↑ по x на R
+, (1.5)

lim
x→+∞

λ(x) = 1, 1− λ ∈ L1(R
+). (1.6)

Нелинейности µ0 и µ1, определеные на множестве R×R
+, суть измеримые и вещественнознач-

ные функции, удовлетворяющие условию “критичности”

µ0(x, 0) = µ1(x, 0) = 0 ∀x ∈ R (1.7)

и некоторым другим условиям (см. ниже).
Уравнение (1.1) кроме чисто математического интереса представляет определенный инте-

рес в разных разделах современной математической физики. В частности, такие уравнения
возникают в кинетической теории газов, в теории p-адических открыто-замкнутых струн и в
теории переноса излучения в спектральных линиях (см. [1–5]).

В том случае, когда ν(K) :=

∫ ∞

−∞
xK(x)dx 6= 0, при различных ограничениях на функ-

ции µ0 и µ1 уравнение (1.1) исследовалось в [6–8]. В этих работах построены положитель-
ные нетривиальные и ограниченные решения для уравнения (1.1). Изучены также некоторые
асимптотические свойства построенных решений в ±∞. Актуальность рассматриваемой зада-
чи подчеркивают и работы [9–12] для случая µ0 ≡ 0.

В настоящей работе при определенных условиях на µ0, µ1 удается доказать существова-
ние нетривиального неотрицательного суммируемого и ограниченного на множестве R реше-
ния f(x) уравнения (1.1). Доказывается также, что lim

x→±∞
f(x) = 0. В конце работы приводятся

различные примеры функций λ,K, µ0 и µ1, имеющие и теоретический, и прикладной характер.

2. Обозначения и вспомогательные факты

Пусть y = Q(u) — определенная на множестве R нечетная и непрерывная функция, удо-
влетворяющая следующим условиям:

1) существует число η > 0 такое, что Q(u) ↑ по u на отрезке [−η, η] и Q(η) = η;

2) функция y = Q(u) выпукла (вниз) на отрезке [0, η];

3) уравнение Q(u) = ε20u (где ε0 := inf
x∈R

λ(x) ∈ (0, 1)) обладает положительным решением ξ,

причем ξ < η (см. рис. 1).

Рис. 1
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Рассмотрим характеристическое уравнение

∞
∫

0

K(t)e−ptdt =
ε0

2
(2.1)

относительно неотрицательного числа p.

Из свойства (1.3) функции K и теоремы Больцано — Коши легко следует, что уравне-
ние (2.1) имеет единственное положительное решение p = p0.

Из результатов работы [13] вытекает следующая оценка снизу:

∞
∫

0

(K(x− t)−K(x+ t))(1 − e−p0t)dt ≥ ε0(1− e−p0x), x ∈ R
+. (2.2)

Наряду с уравнением (1.1) рассмотрим нелинейное вспомогательное уравнение на полуоси с
суммарно-разностным ядром:

Q(ψ(x)) =

∞
∫

0

(K(x− t)−K(x+ t))λ(t)ψ(t)dt, x ∈ R
+, (2.3)

относительно искомой функции ψ(x).
Для уравнения (2.3) введем следующие последовательные приближения:

Q(ψn+1(x)) =

∞
∫

0

(K(x− t)−K(x+ t))λ(t)ψn(t)dt,

ψ0(x) ≡ η, n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R
+.

С учетом неравенства (2.2), выпуклости (вниз) функции Q индукцией по n аналогично рас-
суждениям в [13] можно доказать, что

ψn(x) ↓ по n, x ∈ R
+,

ψn(x) ≥ ξ(1− e−p0x), n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R
+,

ψn ∈ C(R+), n = 0, 1, 2, . . . ,

ψn(x) ↑ по x на R
+, n = 0, 1, 2, . . . .

Из этих утверждений следует, что последовательность непрерывных функций {ψn(x)}∞n=0 име-
ет поточечный предел, когда n → ∞ : lim

n→∞
ψn(x) = ψ(x); причем предельная функция ψ(x)

из себя представляет монотонно неубывающую функцию на R
+ и удовлетворяет следующему

двустороннему неравенству:

ξ(1− e−p0x) ≤ ψ(x) ≤ η, x ∈ R
+.

Согласно теореме Б. Леви (см. [14]) функция ψ(x) удовлетворяет уравнению (2.3). Используя
монотонность функций λ, ψ, свойства 1)–3) нелинейности Q и рассуждая, как в доказательстве
теоремы 1 работы [13], убеждаемся, что при ψ ∈ C(R+) существует предел

lim
x→+∞

ψ(x) = η

и имеет место интегральная асимптотика

η − ψ ∈ L1(R
+).
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Прямой проверкой показываем, что нечетное продолжение функции ψ на множестве (−∞, 0)

ϕ(x) =

{

ψ(x), если x ≥ 0,

−ψ(−x), если x < 0,

является решением нелинейного интегрального уравнения на всей прямой

Q(ϕ(x)) =

∞
∫

−∞

K(x− t)λ(t)ϕ(t)dt, x ∈ R, (2.4)

и обладает свойствами
ϕ(x) ↑ по x на R, (2.5)

η ± ϕ ∈ L1(R
∓), (2.6)

−η ≤ ϕ(x) ≤ η, x ∈ R, (2.7)

ϕ ∈ C(R). (2.8)

Приведенные утверждения в дальнейшем нам существенно понадобятся.

3. Формулировка и доказательство основной теоремы

Сначала заметим, что из свойств 1), 2) функции Q немедленно следует существование
обратной функции G к функции Q: G = Q−1.

Для краткости дальнейшего изложения введем обозначение

Φδ(x) := δ(1 − λ(x)), x ∈ R, (3.1)

где δ — положительный числовой параметр.
Относительно функций µ0 и µ1 предположим выполнение следующих условий:

a) при каждом фиксированном x ∈ R функции µ0(x, z), µ1(x, z) ↑ по z на отрезке [0, η];

b) функции µ0 и µ1 удовлетворяют условию Каратеодори по аргументу z на множестве
R × [0, η], т. е. при каждом фиксированном z ∈ [0, η] функции µ0 и µ1 измеримы по x на R и
почти при всех x ∈ R эти функции непрерывны по z на [0, η];

c) выполняются неравенства

µ0(x,Φξ(x)) ≥ Φξ(x), µ0(x, η) ≤ Φη(x), x ∈ R,

0 ≤ µ1(x, z) ≤ η −G(η − z), x ∈ R, z ∈ [0, η].

Имеет место следующая теорема существования.

Теорема. При условиях (1.2)–(1.7) и a)–c) уравнение (1.1) имеет неотрицательное огра-

ниченное и суммируемое на R решение f(x), причем lim
x→±∞

f(x) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сперва наряду с уравнением (1.1) рассмотрим вспомогательное
уравнение типа свертки на всей прямой

Q(F (x)) = λ(x)

∞
∫

−∞

K(x− t)F (t)dt, x ∈ R, (3.2)

относительно искомой непрерывной на R функции F (x), где нелинейность удовлетворяет усло-
виям 1)–3), а функции λ и K обладают свойствами (1.2)–(1.6).
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Рис. 2

Введем следующие последовательные приближения:

Q(Fn+1(x)) = λ(x)

∞
∫

−∞

K(x− t)Fn(t)dt,

F0(x) ≡ η, n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R.

(3.3)

Используя свойства (1.2)–(1.6), 1)–3) функций λ,K,Q индукцией по n легко убеждаемся в
достоверности следующих утверждений:

Fn(x) ↓ по n, (3.4)

Fn(x) ↑ по x на R, n = 0, 1, 2, . . . . (3.5)

Fn ∈ C(R), n = 0, 1, 2, . . . . (3.6)

Для последовательности функций {Fn(x)}∞n=0 ниже докажем оценку снизу

Fn(x) ≥ λ(x)|ϕ(x)|, n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R, (3.7)

где ϕ(x) — знакопеременное решение уравнения (2.4), обладающее свойствами (2.5)–(2.8). Для
доказательства неравенства (3.7) нам понадобится оценка для выпуклых (вниз) функций

uQ(v) ≥ Q(uv), (3.8)

где u ∈ [0, 1], v ∈ [0, η]. Неравенство (3.8) при u = 0, u = 1, v = 0, v = η сразу следует
из свойств 1)–3) функции Q, а при u ∈ (0, 1), v ∈ (0, η) данное неравенство получается из
монотонности функции y = tg x (см. рис. 2):

Q(v)

v
≥ Q(uv)

uv
.

Вернемся к доказательству неравенства (3.7). При n = 0 оценка (3.7) сразу вытекает из
свойств (2.7), (1.5) и из определения нулевого приближения в итерациях (3.3). Предположим,
что (3.7) имеет место при некотором натуральном n. Тогда, учитывая (2.4), (3.8), неотрица-
тельность ядра K и функции λ, а также нечетность функций Q,ϕ из (3.3) имеем

Q(Fn+1(x)) ≥ λ(x)

∞
∫

−∞

K(x− t)λ(t)|ϕ(t)|dt

≥ λ(x)

∣

∣

∣

∣

∞
∫

−∞

K(x− t)λ(t)ϕ(t)dt

∣

∣

∣

∣

= λ(x)|Q(ϕ(x))| = λ(x)Q(|ϕ(x)|) ≥ Q(λ(x)|ϕ(x)|);

откуда в силу монотонности Q следует, что Fn+1(x) ≥ λ(x)|ϕ(x)|, x ∈ R. Итак, мы полу-
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чили, что последовательность непрерывных на R функций {Fn(x)}∞n=0 обладает свойствами
(3.4)–(3.7). Таким образом, существует

lim
n→∞

Fn(x) = F (x), x ∈ R,

где предельная функция F (x) удовлетворяет двустороннему неравенству

λ(x)|ϕ(x)| ≤ F (x) ≤ η, Q(F (x)) ≤ ηλ(x), x ∈ R. (3.9)

Так как lim
x→±∞

|ϕ(x)| = η и lim
x→±∞

λ(x) = 1, то из (3.9) вытекает, что

lim
x→±∞

F (x) = η.

Из (3.5) сразу следует, что предельная функция F (x) является монотонно неубывающей на
множестве R. Применяя предельную теорему Б. Леви, убеждаемся, что F (x) — решение урав-
нения (3.2). Так как свертка ограниченных и суммируемых функций представляет из себя
непрерывную функцию на R (см. [15]), то в силу непрерывности и монотонности функций
Q, λ можно утверждать, что предельная функция F непрерывна на R.

Таким образом, из приведенных утверждений в силу теоремы Дини заключаем, что схо-
димость последовательности функций {Fn(x)}∞n=0 к функции F (x) равномерна на каждом
компакте из R. Из (3.9) немедленно следует, что

0 ≤ η − F (x) ≤ η − λ(x)|ϕ(x)| = η(1− λ(x)) + λ(x)(η − |ϕ(x)|). (3.10)

Так как 1− λ ∈ L1(R), η − |ϕ| ∈ L1(R), ε0 ≤ λ ≤ 1, то из (3.10) заключаем, что η − F ∈ L1(R).
Для основного уравнения (1.1) теперь рассмотрим следующие итерации:

fn+1(x) = µ0(x, fn(x)) + λ(x)

∞
∫

−∞

K(x− t)µ1(t, fn(t))dt,

f0(x) = η −Q(F (x)), n = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R

(3.11)

Индукцией по n убедимся, что

A) fn(x) измеримы по x на R, n = 0, 1, 2, . . . ;

B) fn(x) ↓ по n;

C) fn(x) ≥ Φξ(x), n = 0, 1, 2, . . . , где функция Φξ(x) задается согласно (3.1).

Измеримость нулевого приближения сразу следует из непрерывности функций F. Ниже
докажем, что

f1(x) ≤ f0(x), x ∈ R, (3.12)

f1(x) ≥ Φξ(x), x ∈ R.

Сначала заметим, что из (3.2) следует

f0(x) = η −Q(F (x)) = η − ηλ(x) + λ(x)

∞
∫

−∞

K(x− t)(η − F (t))dt

≥ η(1 − λ(x)) = Φη(x) ≥ Φξ(x), (3.13)

ибо 0 < ξ < η, F (x) ≤ η, x ∈ R.

Из (3.13), (3.11), (1.2), (1.5) и условия c) в силу монотонности и неотрицательности функций
µ0, µ1 имеем

f1(x) ≥ µ0(x,Φξ(x)) ≥ Φξ(x), x ∈ R.
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Докажем теперь (3.12). Используя условие c), из (3.11) получим

f1(x) ≤ µ0(x, f0(x)) + λ(x)

∞
∫

−∞

K(x− t)(η −G(η − f0(t)))dt

≤ µ0(x, η) + λ(x)

∞
∫

−∞

K(x− t)(η −G(Q(F (t))))dt

≤ Φη(x) + λ(x)

∞
∫

−∞

K(x− t)(η − F (t))dt

= Φη(x) + ηλ(x)−Q(F (x)) = η −Q(F (x)) = f0(x).

Предположим, что при некотором n ∈ N

◦ fn(x) измерима на R;

◦ fn(x) ≤ fn−1(x), x ∈ R;

◦ fn(x) ≥ Φξ(x), x ∈ R.

Тогда в силу условия Каратеодори (см. условие b)) из (3.11) получаем измеримость функ-
ции fn+1(x). Учитывая монотонность функций µ0(x, z) и µ1(x, z) по переменной z, а также
неотрицательность функций λ и K из (3.11) и условия c) будем иметь

fn+1(x) ≤ µ0(x, fn−1(x)) + λ(x)

∞
∫

−∞

K(x− t)µ1(t, fn−1(t))dt = fn(x),

fn+1(x) ≥ µ0(x,Φξ(x)) ≥ Φξ(x), x ∈ R.

Таким образом, в силу утверждений A)–C) заключаем, что последовательность измеримых
функций {fn(x)}∞n=0 имеет поточечный предел при n→ ∞ lim

n→∞
fn(x) = f(x), причем

Φξ(x) ≤ f(x) ≤ η −Q(F (x)), x ∈ R. (3.14)

Заметим, что
η −Q(F ) ∈ L1(R). (3.15)

Действительно, последнее включение сразу следует из (1.2), (1.5), (1.6) и из η − F ∈ L1(R) с
учетом соотношения

0 ≤ η −Q(F (x)) = η(1 − λ(x)) + λ(x)

∞
∫

−∞

K(x− t)(η − F (t))dt.

Из (3.14) и (3.15) получаем, что
f ∈ L1(R).

Используя теорему Б. Леви, условие Каратеодори можем утверждать, что f(x) удовлетворяет
уравнению (1.1). Для завершения доказательства нам осталось убедиться, что lim

x→±∞
f(x) = 0.

Действительно, так как

lim
x→±∞

Q(F (x)) = Q( lim
x→±∞

F (x)) = Q(η) = η,

то из (3.14) приходим к завершению доказательства. Теорема полностью доказана.
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4. Примеры функций λ,K, µ0 и µ1

Сначала приведем два примера функции Q, удовлетворяющих вышеприведенным услови-
ям:

Q(u) = up, Q(u) = aup + (1− a)u, u ∈ R,

где p > 2 — нечетное число, а a ∈ (0, 1] — произвольное число.
В приложениях (см. [3; 4]) возникают следующие конкретные ядра:

λ(x) = 1− (1− ε0)e
−δ|x|, 0 < ε0 < 1, δ > 0, x ∈ R,

K(x) =
1

2
√
πσ

e
−x

2

4σ , σ > 0, x ∈ R,

K(x) =

b
∫

a

e−|x|sB(s)ds,

где B(s) — положительная измеримая функция на [a, b) (0 < a < b ≤ +∞), причем

b
∫

a

B(s)

s
ds =

1

2
.

В качестве функций µ0 и µ1 можно выбрать следующие примеры:

◦ µ0(x, z) =
Φη(x)z

z +Φη−ξ(x)
, z ≥ 0, x ∈ R;

◦ µ0(x, z) =
Φη(x)z

z +Φη−ξ(x)
+ ε(x)z2, z ≥ 0, x ∈ R, где ε(x) — любая непрерывная на R

функция, удовлетворяющая двойному неравенству

0 ≤ ε(x) ≤ Φη(x)Φη−ξ(x)

η3 + η2Φη−ξ(x)
, x ∈ R;

◦ µ1(x, z) = η − 3
√
η − z, x ∈ R, z ∈ [0, η];

◦ µ1(x, z) = L(x)(η − p
√
η − z), x ∈ R, z ∈ [0, η], где p > 2 — нечетное число, а L(x) —

непрерывная на R функция, принимающая значения из отрезка [0, 1].
В конце отметим, что вопрос единственности построенного выше решения по-прежнему

остается открытым.
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