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В случае функций f(x), непрерывных на данном отрезке [a, b], кроме точек разрыва со скачком иссле-

довано явление Гиббса для рациональных сплайн-функций RN,1(x) = RN,1(x, f,∆, g), определяемых для

сетки узлов ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xN = b и набора полюсов gi 6∈ [xi−1, xi+1] (i = 1, 2, . . . , N − 1) равен-

ствами RN,1(x) = [Ri(x)(x − xi−1) +Ri−1(x)(xi − x)]/(xi − xi−1) при x ∈ [xi−1, xi] (i = 1, 2, . . . , N); здесь

рациональные функции Ri(x) = αi + βi(x− xi)+ γi/(x− gi) (i = 1, 2, . . . , N − 1) однозначно определяются

условиями Ri(xj) = f(xj) (j = i− 1, i, i+1); считаем R0(x) ≡ R1(x), RN (x) ≡ RN−1(x). Найдены условия

на сетки узлов ∆ для отсутствия и для наличия явления Гиббса в окрестности точки разрыва.
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rational spline functions.

In the case of functions f(x) continuous on a given closed interval [a, b] except for jump discontinuity points,

the Gibbs phenomenon is studied for rational spline functions RN,1(x) = RN,1(x, f,∆, g) defined for a knot

grid ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xN = b and a family of poles gi 6∈ [xi−1, xi+1] (i = 1, 2, . . . , N − 1) by the

equalities RN,1(x) = [Ri(x)(x− xi−1) +Ri−1(x)(xi − x)]/(xi − xi−1) for x ∈ [xi−1, xi] (i = 1, 2, . . . , N). Here

the rational functions Ri(x) = αi + βi(x − xi) + γi/(x − gi) (i = 1, 2, . . . , N − 1) are uniquely defined by the

conditions Ri(xj) = f(xj) (j = i− 1, i, i + 1); we assume that R0(x) ≡ R1(x), RN (x) ≡ RN−1(x). Conditions

on the knot grid ∆ are found under which the Gibbs phenomenon occurs or does not occur in a neighborhood

of a discontinuity point.
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Введение

Явление Гиббса (см., например, [1, с. 958–959]), обнаруженное как свойство частичных
сумм Фурье разрывных со скачком функций, исследовано также для многих других аппаратов
приближения функций (см., например, [2, гл. I, § 41; 3; 4] и цитированную в них литературу).

В последние годы продолжаются активные исследования явления Гиббса для решения ап-
проксимационных задач как в математике, так и в других областях науки, например, для
подавления эффекта Гиббса при расчетах различных физических полей с граничными усло-
виями, задаваемыми разрывными функциями. Ведется также поиск новых аппаратов прибли-
жения функций, для которых нехарактерно явление Гиббса в окрестностях особых точек (см.,
например, [5–7]).

Переходя к классическим полиномиальным сплайнам, отметим, что они (по термино-
логии Ю.Н.Субботина [8]) не обладают свойством безусловной сходимости на всем клас-
се C[a,b] непрерывных на [a, b] функций. Поэтому при изучении явления Гиббса для кусочно-
непрерывных функций, имеющих изолированные разрывы со скачком, приходится наклады-
вать различные дополнительные ограничения на функцию или на сетку узлов, метрику (см.,
например, [9, гл. V, § 4; 10; 11; 12]).

Известно также [13], что можно избежать явления Гиббса, например, для кубических
сплайнов в окрестности точки разрыва со скачком, если ввести дополнительные узлы сплай-
нов, не являющиеся узлами интерполяции. Однако это связано с некоторыми усложнениями
применения таких сплайнов.
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В данной работе для сплайнов по трехточечным рациональным интерполянтам [14;15] най-
дены условия наличия и условия отсутствия явления Гиббса для произвольных непрерывных
на отрезке функций, исключая изолированные точки разрыва первого рода со скачком.

1. Общая постановка задачи и обозначения

Пусть функция f(x) определена на некотором отрезке [a, b]. Для сетки узлов ∆ : a = x0 <
x1 < · · · < xN = b (N > 2) положим hi = xi − xi−1 (i = 1, 2, . . . , N), ∆1 = max{h1, h2}, ∆i =
max{hi−1, hi, hi+1} (i = 2, 3, . . . , N − 1), ∆N = max{hN−1, hN}, ‖∆‖ = max{hi|i = 1, 2, . . . , N}.

Для сетки ∆ и произвольного числа λ > 0 определим также набор точек g =
{g1, g2, . . . , gN−1} таких, что gi = xi+1 + λhi+1 при hi+1 6 hi и gi = xi−1 − λhi при hi < hi+1

(i = 1, 2, . . . , N − 1).
Тогда на каждом отрезке [xi−1, xi+1] (i = 1, 2, . . . , N − 1) однозначно определяется рацио-

нальная функция

Ri(x) = Ri(x, f) = αi + βi(x− xi) + γi
1

x− gi
(1.1)

по условиям Ri(xj) = f(xj) при j = i− 1, i, i+ 1. Считаем также, что R0(x) ≡ R1(x), RN (x) ≡
RN−1(x).

По рациональным интерполянтам Ri(x) определим сплайн RN,1(x, f) = RN,1(x, f,∆, g) сле-
дующей формулой:

RN,1(x, f) = Ri(x)
x− xi−1

xi − xi−1
+Ri−1(x)

xi − x

xi − xi−1
(1.2)

при x ∈ [xi−1, xi] (i = 1, 2, . . . , N). В работе [14] была доказана принадлежность такого сплайна

классу C
(1)
[a,b].

Вопросы ковыпуклой интерполяции сплайн-функциями RN,1(x, f) рассмотрены в статье
2018 г. (А.-Р.К. Рамазанов, В.Г. Магомедова. Ковыпуклая интерполяция сплайнами по трех-
точечным рациональным интерполянтам // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2018.
Т. 24, № 3. С. 164–175.)

Отметим два свойства сплайнов, определяемых равенствами (1.1) и (1.2).
Коэффициенты αi, βi, γi (i = 1, 2, . . . , N − 1) из (1.1) выражаются через разделенные раз-

ности функции f(x) равенствами

αi = f(xi)− f(xi−1, xi, xi+1)(xi−1 − gi)(xi+1 − gi),

βi = f(xi−1, xi+1) + f(xi−1, xi, xi+1)(xi − gi),

γi = f(xi−1, xi, xi+1)(xi−1 − gi)(xi − gi)(xi+1 − gi).

Поэтому при фиксированных сетке узлов ∆ и наборе точек g сплайн RN,1(x, f) представ-
ляет собой линейный оператор на классе действительнозначных функций f(x), определенных
на отрезке [a, b]. Кроме того, и операторы построения интерполянтов, и оператор RN,1(x, f)
сохраняют на месте константные функции.

Если при этом через ω(δ, F, [α, β]) обозначить равномерный модуль непрерывности функ-
ции F (x) на отрезке [α, β], то в теореме 0.1 из [15] фактически доказано, что для любого λ > 0
при x ∈ [xi−1, xi] (i = 2, 3, . . . , N − 1) выполняется неравенство

|F (x)−RN,1(x, F )| 6 (2 + max{1, λ})ω(∆i, F, [xi−2, xi+1]), (1.3)

а при x ∈ [x0, x1] и x ∈ [xN−1, xN ] в правой части (1.3) вместо модуля непрерывности на
[xi−2, xi+1] берутся соответственно значения ω(∆1, F, [x0, x2]) и ω(∆N , F, [xN−2, xN ]).

В частности, для любой функции F ∈ C[a,b] и произвольной сетки узлов ∆ для λ = 1 при
всех x ∈ [a, b] выполняется неравенство

|F (x)−RN,1(x, F )| 6 3ω(‖∆‖, F, [a, b]). (1.4)
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Отсюда получим, что для любой последовательности сеток узлов ∆(n) с ‖∆(n)‖ → 0 соот-
ветствующая последовательность сплайнов RNn,1(x, F,∆

(n), g(n)) сходится к функции F ∈ C[a,b]

равномерно на [a, b].

Эти свойства сплайнов по рациональным интерполянтам позволяют изучить вопрос о яв-
лении Гиббса для них в случае функций, непрерывных на отрезке, исключая изолированные
точки разрыва первого рода со скачком.

Действительно, пусть функция f(x) непрерывна на некотором отрезке [a, b], кроме точек
разрыва первого рода τ1, τ2, . . . , τm ∈ (a, b) со скачками di = f(τi+0)−f(τi−0) (i = 1, 2, . . . ,m),
причем будем считать, что для всех x ∈ (a, b) выполняется равенство

f(x) =
1

2
(f(x+ 0) + f(x− 0)).

Обозначим ψi(x) = sign(x− τi) (i = 1, 2, . . . ,m) и рассмотрим, как обычно (см., например,
[2, гл. I, § 41]), разность

F (x) = f(x)−
m
∑

i=1

di
2
ψi(x),

которая является непрерывной функцией на [a, b].

Чтобы исследовать теперь явление Гиббса в окрестности, скажем, точки τ1, возьмем внутри
отрезка [a, b] окрестность (τ1−δ, τ1+δ) этой точки, которая не содержит других точек разрыва
и воспользуемся равенством, справедливым в силу линейности оператора RNn,1:

RNn,1(x, f) =
d1
2
RNn,1(x, ψ1) +

m
∑

i=2

di
2
RNn,1(x, ψi) +RNn,1(x, F ).

Для функции F ∈ C[a,b] в силу (1.4) имеет место равномерная сходимость RNn,1(x, F ) к

F (x) на [a, b] при ‖∆(n)‖ → 0. Оператор RNn,1 точен на константах, поэтому при i = 2, 3, . . . ,m
имеем RNn,1(x, ψi) ≡ ψi(x) в окрестности (τ1 − δ, τ1 + δ) для всех n, начиная с некоторого n1.

Если x̄ ∈ [a, b] и x̄ 6= τi (i = 1, 2, . . . ,m), то возьмем δ > 0 такое, что Eδ = (x̄− δ, x̄+ δ)∩ [a, b]
не содержит точек разрыва τi (i = 1, 2, . . . ,m). Тогда для всех n, начиная с некоторого n0, и
всех x ∈ Eδ имеем

RNn,1(x, f)− f(x) = RNn,1(x, F )− F (x),

откуда (в силу равномерной сходимости RNn,1(x, F ) к F (x) на [a, b]) следует сходимость
RNn,1(x, f) к f(x) в точке x̄.

Значит, явление Гиббса для функции f(x) в окрестности точки τ1 определяется функцией
ψ1(x).

Поэтому ниже на данном отрезке [a, b] при некоторой фиксированной точке t0 ∈ (a, b)
исследуется явление Гиббса для функции ψ(x) = sign (x− t0).

Сплайны последовательности RNn,1(x, ψ) = RNn,1(x, ψ,∆
(n), g(n)) определяются в полной

аналогии с равенствами (1.1) и (1.2) по последовательностям сеток узлов ∆(n) : a = x
(n)
0 <

x
(n)
1 < · · · < x

(n)
Nn

= b (Nn > 2) вместо сетки ∆ и наборов точек g(n) = {g(n)1 , g
(n)
2 , . . . , g

(n)
Nn−1}

вместо g.

Как основной результат (теорема 1 из разд. 3) работы для сплайн-функций
RNn,1(x, ψ,∆

(n),g(n)) с ‖∆(n)‖ → 0 получены условия на сетки узлов ∆(n), при которых яв-
ление Гиббса отсутствует в окрестности точки t0 ∈ (a, b).

Показано также (теорема 2 из разд. 3), что найденные условия существенны для отсутствия
явления Гиббса в окрестности такой точки t0.

Для доказательства этих утверждений используются приводимые далее некоторые аппрок-
симационные свойства сплайн-функций по рациональным интерполянтам в случае сигнум-
функции.
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2. Приближение сигнум-сдвига сплайнами

по рациональным интерполнятам

Речь идет о приближении функции ψ(x) = sign (x − t0) на отрезке [a, b] при некоторой
фиксированной точке t0 ∈ (a, b) сплайнами RN,1(x, ψ) = RN,1(x, ψ,∆, g) вида (1.2) по заданной
сетке узлов ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xN = b (N > 2) и по соответствующему набору точек
g = {g1, g2, . . . , gN−1}.

Всюду ниже для краткости обозначим

Mr(t0) = sup{RN,1(x, ψ) − ψ(x) | x ∈ (t0, b]}, Mℓ(t0) = sup{ψ(x) −RN,1(x, ψ) | x ∈ [a, t0)}.

Рассмотрим сначала случай, когда точка разрыва отлична от узлов сетки, например, t0 ∈
(xi−1, xi) при некотором i, 1 6 i 6 N .

Лемма 1. Если t0 ∈ (xi−1, xi) для некоторого i, 1 6 i 6 N , то при x ∈ [xi−1, xi] выполня-

ется неравенство −1 6 RNn,1(x, ψ) 6 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При i = 1, 2, . . . , N − 1 имеем Ri(xi−1) = ψ(xi−1) = −1, Ri(xi) =
ψ(xi) = 1, Ri(xi+1) = ψ(xi+1) = 1. Тогда

ψ(xi−1, xi, xi+1) = − 2

(xi − xi−1)(xi+1 − xi−1)
< 0,

и имеем

R′′
i (x) = 2γi

1

(x− gi)3
= 2ψ(xi−1, xi, xi+1)

(xi−1 − gi)(xi − gi)(xi+1 − gi)

(x− gi)3
< 0.

Поэтому функция y = Ri(x) является выпуклой вверх на отрезке [xi−1, xi+1], а значит, ее
график на отрезке [xi−1, xi] не может проходить выше прямой y = 1 или ниже прямой y = −1.

Учтем, что RN,1(x, ψ) = R1(x, ψ) при x ∈ [x0, x1] (i = 1), а при i = 2, 3, . . . , N для другого
интерполянта Ri−1(x), образующего сплайн RN,1(x, ψ), имеем Ri−1(xi−2) = Ri−1(xi−1) = −1,
Ri−1(xi) = 1. Поэтому функция y = Ri−1(x) является выпуклой вниз на отрезке [xi−2, xi], а ее
график на отрезке [xi−1, xi] расположен между прямыми y = 1 и y = −1.

Остается при i = N учесть равенство RN,1(x, ψ) = RN−1(x, ψ), а при i = 2, 3, . . . , N − 1
воспользоваться равенством (1.2).

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть сплайн RN,1(x, ψ) определяется равенствами (1.1) и (1.2) с 0 < λ 6 1
и пусть t0 ∈ (xi−1, xi) для некоторого i, 1 6 i 6 N − 1.

Тогда при hi+1 6 hi выполняется неравенство

1

6

hi+1

hi
< Mr(t0) <

1

2

hi+1

hi
, (2.1)

а при hi < hi+1 (когда мы по определению имеем λ = (xi−1 − gi)/hi) справедливо неравенство

4

81
λ < Mr(t0) < 2λ. (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что Rj(x) ≡ 1 при j = i+1, i+2, . . . , N , поэтому в силу
точности оператора интерполяции на константах получаем RN,1(x, ψ) ≡ 1 при x ∈ [xi+1, b]. По
лемме 1 при x ∈ [xi−1, xi] имеем −1 6 RN,1(x, ψ) 6 1.

Значит, Mr(t0) достигается на отрезке [xi, xi+1]:

Mr(t0) = max{RN,1(x, ψ) − ψ(x) ‖ x ∈ [xi, xi+1]}.
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При x ∈ [xi, xi+1] из (1.2), взяв i+ 1 вместо i, получим

RN,1(x, ψ) − ψ(x) = (Ri(x)− 1)
xi+1 − x

xi+1 − xi
.

Представим Ri(x) в виде

Ri(x) = ai + bi(x− xi) +Ai
(x− xi)(x− xi+1)

x− gi

с коэффициентами ai = ψ(xi) = 1, bi = ψ(xi, xi+1) = 0,

Ai = ψ(xi−1, xi, xi+1)(xi−1 − gi) =
2(gi − xi−1)

(xi − xi−1)(xi+1 − xi−1)
.

Действительно, такое представление возможно, так как оно равносильно равенству

Ri(x) = ai +Ai(gi − xi+1) + (bi +Ai)(x− xi) +Ai(gi − xi)(gi − xi+1)
1

x− gi
.

Сравнивая последнее с представлением (1.1), получим равенства

ai +Ai(gi − xi+1) = αi, bi +Ai = βi, Ai(gi − xi)(gi − xi+1) = γi.

Отсюда и из равенств для коэффициентов αi, βi, γi в случае функции ψ(x) получим ука-
занные выражения для новых коэффициентов ai, bi, Ai.

Тогда при x ∈ [xi, xi+1] имеем

RN,1(x, ψ)− ψ(x) =
2(gi − xi−1)

(xi − xi−1)(xi+1 − xi)(xi+1 − xi−1)

(x− xi)(x− xi+1)
2

gi − x
. (2.3)

Если продифференцировать правую часть (2.3) и приравнять числитель полученной дроби
к нулю, то (с учетом деления на x− xi+1) придем к равенству

(x− xi+1)(x− xi) + 2(x− xi)(gi − x) + (x− xi+1)(gi − x) = 0.

Преобразуем x− xi+1 = (x − xi)− (xi+1 − xi), gi − x = −(x− xi) + (gi − xi) и запишем левую
часть в виде трехчлена относительно x− xi. Имеем

−2(x− xi)
2 + 3(gi − xi)(x− xi)− (gi − xi)(xi+1 − xi) = 0.

Отсюда получим, что максимальное свое значение на [xi, xi+1] правая часть равенства (2.3)
принимает в точке t1 ∈ (xi, xi+1), для которой

2(t1 − xi)
2 − 3(gi − xi)(t1 − xi) + (gi − xi)(xi+1 − xi) = 0. (2.4)

В случае hi+1 6 hi и gi = xi+1 + λhi+1 отсюда получим t1 = xi + Ahi+1, где обозначено

A =
3

4
(1 + λ)− 1

4

√

(1 + λ)(1 + 9λ).

Легко проверить, что A ∈
[3−

√
5

2
,
1

2

)

при 0 < λ 6 1, а поэтому имеем t1 ∈ (xi, xi+1)

(другой корень уравнения (2.4) выходит за пределы [xi, xi+1]).

Подставляя полученное в (2.3), находим

RN,1(t1, ψ)− ψ(t1) =
xi+1 − xi
xi − xi−1

· 2
(

1 + λ
xi+1 − xi
xi+1 − xi−1

)A(1−A)2

λ+ 1−A
. (2.5)
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Отсюда, используя убывание правой части относительно λ ∈ (0, 1], а также убывание A(1−

A)2(2−A)−1 при A ∈
[3−

√
5

2
,
1

2

)

, получим

RN,1(t1, ψ) − ψ(t1) < 2
hi+1

hi
A(1−A) <

1

2

hi+1

hi
,

RN,1(t1, ψ) − ψ(t1) > 2
hi+1

hi

A(1−A)2

2−A
>

1

6

hi+1

hi
,

а значит, неравенство (2.1) доказано.
Пусть теперь hi < hi+1 и gi = xi−1 − λhi. Тогда из уравнения (2.4) находим t1 = xi + B1,

где

B1 =
1

4

√

9(xi − gi)2 + 8(xi − gi)(xi+1 − xi)−
3

4
(xi − gi).

Покажем, что в этом случае имеем

1

4
(xi − xi−1) <

√
17− 3

4
(xi − xi−1) < t1 − xi <

1

3
(xi+1 − xi). (2.6)

Действительно, правое неравенство равносильно

√

9(xi − gi)2 + 8(xi − gi)(xi+1 − xi) < 3(xi − gi) +
4

3
(xi+1 − xi),

что вытекает из xi+1 − xi > 0.
Далее, так как xi − xi−1 < xi+1 − xi, имеем

4(t1 − xi) = 4B1 > [
√

9(1 + λ)2 + 8(1 + λ)− 3(1 + λ)](xi − xi−1)

= (xi − xi−1)
8

√

9 +
8

1 + λ
+ 3

> (xi − xi−1)(
√
17− 3).

Применив (2.6) и xi−1 − gi = λhi, из равенства (2.3) при x = t1 и 0 < λ 6 1 получим

RN,1(t1, ψ) − ψ(t1) =
2λ

(xi+1 − xi)(xi+1 − xi−1)

t1 − xi
t1 − xi + xi − gi

[(xi+1 − xi)− (t1 − xi)]
2

>
2λ

(xi+1 − xi)(xi+1 − xi−1)

1

4
(xi − xi−1)

1

4
(xi − xi−1) + (1 + λ)(xi − xi−1)

· 4
9
(xi+1 − xi)

2

=
8

9
· λ

5 + 4λ

xi+1 − xi
xi+1 − xi−1

>
4

81
λ;

RN,1(t1, ψ) − ψ(t1) <
2λ(xi+1 − xi)

xi+1 − xi−1
< 2λ.

Неравенство (2.2) также доказано.
Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть сплайн RN,1(x, ψ) определяется равенствами (1.1) и (1.2) с 0 < λ 6 1
и пусть t0 ∈ (xi−1, xi) для некоторого i, 2 6 i 6 N .

Тогда при hi−1 < hi выполняется неравенство

1

6

hi−1

hi
< Mℓ(t0) <

1

2

hi−1

hi
, (2.7)

а при hi 6 hi−1 и λ = (gi−1 − xi)/hi — неравенство

4

81
λ < Mℓ(t0) < 2λ. (2.8)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В данном случае Rj(x) ≡ −1 при j = 0, 1, . . . , i − 2, а поэтому
RN,1(x, ψ) ≡ −1 при x ∈ [a, xi−2]. Учитывая еще лемму 1, получим Mℓ(t0) = sup{ψ(x) −
RN,1(x, ψ)|x ∈ [xi−2, xi−1]}.

Оценки Mℓ(t0) получаются по аналогии с оценками (2.1) и (2.2) для Mr(t0), поэтому укажем
лишь, как выражается значение Mℓ(t0) через узлы.

При x ∈ [xi−2, xi−1] имеем Ri−2(x, ψ) ≡ −1, поэтому

ψ(x) −RN,1(x, ψ) = (−1−Ri−1(x))
x− xi−2

xi−1 − xi−2
.

Учитывая ψ(xi) = 1, ψ(xi−2) = ψ(xi−1) = −1, по аналогии с (2.3) отсюда получим

ψ(x) −RN,1(x, ψ) =
−2(gi−1 − xi)

(xi − xi−1)(xi−1 − xi−2)(xi − xi−2)

(x− xi−1)(x− xi−2)
2

gi−1 − x
. (2.9)

На отрезке [xi−2, xi−1] свое максимальное значение разность ψ(x) − RN,1(x, ψ) принимает
в точке t2 ∈ (xi−2, xi−1), для которой

2(t2 − xi−1)
2 − 3(gi−1 − xi−1)(t2 − xi−1)− (gi−1 − xi−1)(xi−1 − xi−2) = 0. (2.10)

Отсюда в случае hi−1 < hi и gi−1 = xi−2 − λhi−1 получим t2 = xi−1 − Ahi−1, где, как и
выше,

A =
3

4
(1 + λ)− 1

4

√

(1 + λ)(1 + 9λ).

Тогда при hi−1 < hi вполне аналогично доказательству (2.1) получим

1

6

hi+1

hi
< ψ(t2)−RN,1(t2, ψ) <

1

2

hi−1

hi
,

что доказывает (2.7).
Пусть теперь hi 6 hi−1, и докажем неравенство (2.8). В этом случае gi−1 = xi + λhi, и из

(2.10) находим t2 = xi−1 −B2, где

B2 =
1

4

√

9(gi−1 − xi−1)2 + 8(gi−1 − xi−1)(xi−1 − xi−2)−
3

4
(gi−1 − xi−1);

при этом аналогично (2.8) получим неравенство

1

4
(xi − xi−1) <

√
17− 3

4
(xi − xi−1) < xi−1 − t2 <

1

3
(xi−1 − xi−2).

Отсюда и из (2.9) при x = t2 аналогично (2.2) имеем
4

81
λ < ψ(t2)−RN,1(t2, ψ) < 2λ.

Лемма 3 доказана.

Рассмотрим теперь случай, когда точка разрыва функции ψ(x) = sign (x− t0) совпадает с
некоторым узлом сетки ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xN = b (N > 2), скажем, t0 = xi при некотором
i = 1, 2, . . . , N − 1.

Тогда ψ(xj) = −1 при j < i, ψ(xi) = 0, ψ(xj) = 1 при j > i. Поэтому при x ∈ [xi−1, xi+1]
имеем

Ri(x, ψ) = ai + bi(x− xi) +Ai
(x− xi)(x− xi+1)

x− gi
,

ai = ψ(xi) = 0, bi = ψ(xi, xi+1) =
1

xi+1 − xi
,

Ai = ψ(xi−1, xi, xi+1)(xi−1 − gi) =
(2xi − xi−1 − xi+1)(xi−1 − gi)

(xi+1 − xi)(xi − xi−1)(xi+1 − xi−1)
;
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R′′
i (x, ψ) = 2ψ(xi−1, xi, xi+1)

(xi−1 − gi)(xi − gi)(xi+1 − gi)

(x− gi)3
.

Здесь gi 6∈ [xi−1, xi+1], поэтому при x ∈ [xi−1, xi+1] имеем R′′
i (x, ψ)ψ(xi−1, xi, xi+1) > 0,

причем

ψ(xi−1, xi, xi+1) =
2xi − xi−1 − xi+1

(xi − xi−1)(xi+1 − xi)(xi+1 − xi−1)
.

Значит, уcловие выпуклости вверх функции Ri(x, ψ) на отрезке [xi−1, xi+1] равносильно
выполнению неравенства xi − xi−1 < xi+1 − xi, выпуклости вниз — выполнению неравенства
xi+1 − xi < xi − xi−1, линейности — выполнению равенства xi − xi−1 = xi+1 − xi.

Для сетки узлов ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xN = b (N > 2) и числа λ > 0 полагаем, как и
выше, gi = xi+1 + λhi+1 при hi+1 6 hi и gi = xi−1 − λhi при hi < hi+1.

Из (1.1) ясно, что при x ∈ [xj−1, xj ] (j = 1, 2, . . . , N) имеем Rj(x, ψ) ≡ −1 для j 6 i − 2
и Rj(x, ψ) ≡ 1 для j > i + 2. Поэтому из (1.2) следует, что разность RN,1(x, ψ) − ψ(x) может
быть отличной от нуля лишь при x ∈ (xi−2, xi+2).

Лемма 4. Если t0 = xi для некоторого i, 1 6 i 6 N−1, то для функции ψ(x) = sign (x−t0)
и соответствующих интерполянтов Rj(x) = Rj(x, ψ) (j = i− 1, i, i + 1) вида (1.1) выполня-

ются неравенства

−1 6 Ri(x) 6 1 при x ∈ [xi−1, xi+1] и 0 < λ 6 1;

−1 6 Ri−1(x) 6 0 при x ∈ [xi−1, xi] и λ > 0;

0 6 Ri+1(x) 6 1 при x ∈ [xi, xi+1] и λ > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть сначала hi < hi+1. Тогда функция Ri(x) выпукла вверх
на [xi−1, xi+1] и при этом график y = Ri(x) проходит через точки (xi−1,−1), (xi, 0) и (xi+1, 1).
Поэтому −1 6 Ri(x) 6 0 при x ∈ [xi−1, xi] и Ri(x) > 0 при x ∈ [xi, xi+1], так как в противном
случае нарушится выпуклость вверх Ri(x) на [xi−1, xi+1].

Остается установить неравенство Ri(x) 6 1 при x ∈ (xi, xi+1) и 0 < λ 6 1, которое равно-
сильно

λ(xi−1 + xi+1 − 2xi)

xi+1 − xi−1

x− xi
x− gi

6 1.

Достаточно доказать, что супремум левой части при x ∈ (xi, xi+1) не превосходит 1, т.е.
доказать неравенство

λ(xi−1 + xi+1 − 2xi)

xi+1 − xi−1

xi+1 − xi
xi+1 − gi

6 1,

которое можно записать в виде очевидного (при 0 < λ 6 1) неравенства

λ
xi+1 − xi − (xi − xi−1)

xi+1 − xi−1 + λ(xi − xi−1)

xi+1 − xi
xi+1 − xi−1

6 1.

Значит, если hi < hi+1 и 0 < λ 6 1, то при x ∈ [xi−1, xi+1] имеем −1 6 Ri(x) 6 1.

Докажем, что последнее двойное неравенство выполняется также в случае hi+1 6 hi и
0 < λ 6 1.

Если x ∈ [xi, xi+1], то имеем 0 6 Ri(x) 6 1 ввиду выпуклости вниз Ri(x) на [xi−1, xi+1]
с учетом принадлежности точек (xi−1,−1), (xi, 0) и (xi+1, 1) графику y = Ri(x). Отсюда, в
частности, следует, что Ri(x) < 0 при x ∈ (xi−1, xi).

Остается показать, что при x ∈ (xi−1, xi) и 0 < λ 6 1 выполняется неравенство Ri(x) > −1,
что равносильно выполнению неравенства

λ
2xi − xi−1 − xi+1

xi+1 − xi−1

xi − x

gi − x
6 1,
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которое вытекает при x ∈ (xi−1, xi) из неравенства

λ
xi − xi−1 − (xi+1 − xi)

xi+1 − xi−1

xi − xi−1

xi+1 − xi−1 + λ(xi+1 − xi)
6 1.

Следовательно, −1 6 Ri(x) 6 1 при x ∈ [xi−1, xi+1] и 0 < λ 6 1.
График y = Ri−1(x) проходит через точки (xi−2,−1), (xi−1,−1), (xi, 0), а функция Ri−1(x)

выпукла вниз на [xi−2, xi]. Поэтому −1 6 Ri−1(x) 6 0 при x ∈ [xi−1, xi].
Аналогично, график y = Ri+1(x) проходит через точки (xi, 0), (xi+1, 1), (xi+2, 1), а функция

Ri+1(x) выпукла вверх на [xi, xi+2]. Поэтому 0 6 Ri+1(x) 6 1 при x ∈ [xi, xi+1].
Лемма 4 доказана.

3. Основные результаты

На отрезке [a, b] с фиксированной точкой t0 ∈ (a, b) рассмотрим функцию ψ(x) = sign (x−t0)
и по последовательностям сеток узлов ∆(n) : a = x

(n)
0 < x

(n)
1 < · · · < x

(n)
Nn

= b (Nn > 2) и

наборов точек g(n) = {g(n)1 , g
(n)
2 , . . . , g

(n)
Nn−1} в соответствии с равенствами (1.1) и (1.2) определим

последовательность сплайн-функций RNn,1(x, ψ) = RNn,1(x, ψ,∆
(n), g(n)).

Для точки разрыва t0 и разбиения ∆(n) при данном номере n через [xℓ−1, xℓ] и [xr, xr+1]
(ℓ = ℓ(n), r = r(n)) обозначим ближайшие соответственно слева и справа к точке t0 част-
ничные отрезки, не содержащие точку t0. При этом hℓ, hℓ+1, hr, hr+1 означают длины частич-
ных отрезков разбиения ∆(n), правые концы которых совпадают соответственно с точками
xℓ, xℓ+1, xr, xr+1. Через gr обозначим полюс дроби Rr(x, ψ) при условии hr < hr+1, а через gℓ —
полюс дроби Rℓ(x, ψ) при условии hℓ+1 6 hℓ.

Ниже для числовых последовательностей запись an = ¯̄o(bn) означает, как обычно, что
существует бесконечно малая последовательность cn → 0, для которой выполняется равенство
an = cnbn.

Тогда справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Для сплайнов RNn,1(x, ψ,∆
(n), g(n)) с ‖∆(n)‖ → 0 явление Гиббса не имеет

места в правой (соответственно, левой) полуокрестности точки t0, если для любой под-

последовательности номеров n = ni и соответствующих r = r(n) (ℓ = ℓ(n)) с условиями

hr+1 < hr и hr < hr+1 (hℓ < hℓ+1 и hℓ+1 < hℓ) выполняются соответственно соотношения

hr+1 = ¯̄o(hr) и xr−1 − gr = ¯̄o(hr) (hℓ = ¯̄o(hℓ+1) и gℓ − xℓ+1 = ¯̄o(hℓ+1)) при n→ ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По ходу доказательства для краткости при рассматриваемом
натуральном n обозначим Nn через N и опустим верхний индекс (n) в обозначениях узлов.

Тогда при t0 ∈ (xi−1, xi) для некоторого i, 1 6 i 6 N − 1, номер r = r(n) совпадает с i и по
лемме 2 (при N = Nn) для величины

Mr(t0) = sup{RN,1(x, ψ)− ψ(x) | x ∈ (t0, b]}

при hr+1 6 hr выполняется неравенство

1

6

hr+1

hr
< Mr(t0) <

1

2

hr+1

hr
, (3.1)

а при hr < hr+1 — неравенство
4

81
λ < Mr(t0) < 2λ, (3.2)

причем λ = (xr−1 − gr)/hr.
По условию теоремы при hr+1 < hr имеем hr+1 = ¯̄o(hr) (r = r(n), n→ ∞), а при hr < hr+1

имеем xr−1 − gr = ¯̄o(hr) (r = r(n), n→ ∞), а значит, λ→ 0.
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Следовательно, в обоих случаях величина Mr(t0) → 0 при n → ∞ и явление Гиббса в
правой полуокрестности точки t0 отсутствует.

Если точка разрыва t0 принадлежит интервалу (xi−1, xi) для некоторого i, 2 6 i 6 N , то
вполне аналогично предыдущему случаю с применением леммы 3 вместо леммы 2 получим,
что величина

Mℓ(t0) = sup{ψ(x) −RN,1(x, ψ)|x ∈ [a, t0)}

(при N = Nn, ℓ = ℓ(n)) стремится к нулю с ростом n. Действительно, по условию теоремы при
hℓ < hℓ+1 выполняется соотношение hℓ = ¯̄o(hℓ+1), а при hℓ+1 < hℓ — соотношение gℓ − xℓ+1 =
¯̄o(hℓ+1).

Пусть теперь точка разрыва t0 функции ψ(x) совпадает с узлом xi при некотором i =
1, 2, . . . , N − 1.

Тогда значения сплайна RN,1(x, ψ) на промежутках [xi−1, xi) и (xi, xi+1] не могут привести
к явлению Гиббса около точки t0 = xi.

Действительно, если t0 = xi (i = 1, 2, . . . , N −1) и 0 < λ 6 1, то при x ∈ [xi−1, xi) и (xi, xi+1]
соответственно выполняются неравенства

−1 6 RN,1(x, ψ) 6 0, 0 6 RN,1(x, ψ) 6 1,

что следует из леммы 4 и равенства (1.2) для i и для i+ 1 соответственно.

Для случая t0 = xi (i = 1, 2, . . . , N − 2) поведение сплайна RN,1(x, ψ) на отрезке [xi+1, xi+2]
можно исследовать по полной аналогии с доказательством леммы 2.

При этом, учитывая ψ(xi) = 0 и ψ(xj) = 1 при j > i, для x ∈ [xi+1, xi+2], имеем

RN,1(x, ψ) − ψ(x) = [Ri+1(x, ψ)− 1]
xi+2 − x

xi+2 − xi+1

=
gi+1 − xi

(xi+1 − xi)(xi+2 − xi+1)(xi+2 − xi)

(x− xi+1)(x− xi+2)
2

gi+1 − x
,

а при x ∈ [xi+2, b] получим RN,1(x, ψ) ≡ 1.

Значит, при hi+2 6 hi+1, gi+1 = xi+2 + λhi+2 и 0 < λ 6 1 в точке t3 = xi+1 + Ahi+2, где A
то же, что и в лемме 2, достигается значение

max{RN,1(x, ψ) − ψ(x)|x ∈ [xi+1, xi+2]} =
hi+2

hi+1

(

1 + λ
hi+2

hi+2 + hi+1

)A(1−A)2

λ+ 1−A
.

Отсюда и из леммы 4 получим

1

12

hi+2

hi+1
< Mr(t0) <

1

4

hi+2

hi+1
, (3.3)

если hi+2 6 hi+1 и 0 < λ 6 1.

Если же hi+1 < hi+2, gi+1 = xi − λhi+1 и 0 < λ 6 1, то получим

2

81
λ < Mr(t0) < λ (3.4)

(с λ = (xi − gi+1)/hi+1).

Заметим, что в данном случае r = r(n) = i + 1. Поэтому при выполнении неравенства
hr+1 < hr по условию теоремы имеем hr+1 = ¯̄o(hr) (r = r(n), n → ∞), а при выполнении
неравенства hr < hr+1 имеем xr−1 − gr = ¯̄o(hr).

Следовательно, в этих случаях из (3.3) и (3.4) соответственно имеем Mr(t0) → 0, а значит,
явление Гиббса в правой полуокрестности точки t0 отсутствует.
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Поведение сплайна RN,1(x, ψ) на отрезке [xi−2, xi−1] для случая t0 = xi (i = 2, 3, . . . , N)
исследуется по полной аналогии с доказательством леммы 3. При этом для x ∈ [xi−2, xi−1]
выполняется равенство

ψ(x) −RN,1(x, ψ) =
−(gi−1 − xi)

(xi − xi−1)(xi−1 − xi−2)(xi − xi−2)

(x− xi−1)(x− xi−2)
2

gi−1 − x
.

В этом случае для 0 < λ 6 1 выполняется равенство

Mℓ(t0) = max{ψ(x) −RN,1(x, ψ)|x ∈ [xi−2, xi−1]}.

Отсюда при hi−1 < hi и gi−1 = xi−2 − λhi−1 получим

1

12

hi−1

hi
< Mℓ(t0) <

1

4

hi−1

hi
, (3.5)

а при hi 6 hi−1 и gi−1 = xi + λhi (а значит, λ = (gi−1 − xi)/hi) имеем

2

81
λ < Mℓ(t0) < λ . (3.6)

Остается заметить, что в данном случае ℓ = ℓ(n) = i − 1, поэтому из (3.5) и (3.6) имеем
Mℓ(t0) → 0 при n → ∞, когда выполнены условия теоремы: hℓ = ¯̄o(hℓ+1) при hℓ < hℓ+1 и
gℓ − xℓ+1 = ¯̄o(hℓ+1) при hℓ+1 < hℓ.

Теорема 1 доказана.

Следующее утверждение показывает существенность условий теоремы 1 для отсутствия
явления Гиббса соответственно в правой или в левой окрестности точки разрыва t0 для функ-
ции ψ(x) = sign (x− t0).

Теорема 2. Для сплайнов RNn,1(x, ψ,∆
(n), g(n)) с ‖∆(n)‖ → 0 имеет место явление Гибб-

са в правой (соответственно, левой) полуокрестности точки t0, если при некотором ε > 0 су-

ществует подпоследовательность номеров n = ni, для которой и соответствующих r = r(n)
(ℓ = ℓ(n)) выполняется хотя бы одно из двух условий

1) hr > hr+1 > εhr (соответственно, hℓ+1 > hℓ > εhℓ+1);
2) hr < hr+1 и xr−1 − gr > εhr (соответственно, hℓ+1 < hℓ и gℓ − xℓ+1 > εhℓ+1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть для сетки узлов ∆(n) : a = x
(n)
0 < x

(n)
1 < · · · < x

(n)
Nn

= b
(Nn > 2) при данном натуральном n отрезок [xr, xr+1] (r = r(n)) является ближайшим справа
к точке разрыва t0 ∈ (a, b) частичным отрезком, не содержащим точки t0. Для краткости снова
обозначим N = Nn.

Тогда при hr+1 6 hr из неравенств (3.1) и (3.3) вытекает неравенство

1

12

hr+1

hr
< Mr(t0) <

1

2

hr+1

hr
, (3.7)

а при hr < hr+1 из неравенств (3.2) и (3.4) имеем

2

81
λ < Mr(t0) < 2λ, (3.8)

где λ = (xr−1 − gr)/hr.
Пусть теперь при некотором ε > 0 в соответствии с условием теоремы существует подпо-

следовательность номеров n = ni, для которых и r = r(n) выполняется хотя бы одно из двух
условий

1) hr > hr+1 > εhr;
2) hr < hr+1 и xr−1 − gr > εhr.
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Заметим, что последнее неравенство эквивалентно неравенству λ > ε. Отсюда и из нера-
венств (3.7) и (3.8) вытекает, что существует подпоследовательность номеров n = ni, для
которых выполняется неравенство

2

81
ε < Mr(t0) < max

{1

2

hr+1

hr
, 2λ

}

.

Следовательно, выполняется строгое неравенство lim
n→∞

Mr(n)(t0) > 0, что означает наличие

явления Гиббса в правой полуокрестности точки разрыва t0.

Вполне аналогично рассматривается случай левой полуокрестности точки разрыва t0.

Теорема 2 доказана.

З а м е ч а н и е. Можно показать, что в случае равномерных сеток узлов ∆(n) и λ = 1
значение предела

lim
n→∞

x→t0+0

RNn,1(x, ψ,∆
(n), g(n)) равно 1 +

3

4
(5
√
5− 11) = 1.13525 . . . ,

если при всех достаточно больших n точка разрыва t0 совпадает с одним из узлов ∆(n), и оно

равно 1+
3

2
(5
√
5−11), если t0 не совпадает с узлами ∆(n) при сколь угодно больших номерах n.

Аналогично обстоит дело с соответствующим нижним пределом в левой полуокрестности
точки t0.
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