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ВЕРОЯТНОСТНЫЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ УСЛОВНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Г. А.Тимофеева

Традиционный подход к решению задач оптимизации со случайными параметрами состоит в нахожде-
нии детерминированного решения, удовлетворяющего тому или иному критерию: оптимизации среднего
ожидаемого значения целевой функции, оптимизации вероятности достижения определенного уровня или
оптимизации квантили. В данной обзорной работе рассматривается решение задачи стохастической опти-
мизации в форме случайного вектора (или случайного множества). Это относительно новый класс задач,
который называют вероятностными задачами оптимизации. Отмечается, что применение вероятностных
решений в задачах со случайными параметрами обосновано в тех случаях, когда лиц, принимающих
решения, много. В числе прочих задачи вероятностной оптимизации возникают при анализе многокри-
териальных задач; в этом случае весовые коэффициенты важности критериев рассматриваются как слу-
чайный вектор. В статье представлены важные примеры экономико-математических моделей — задач
оптимизации с большим числом принимающих решение лиц: задача об оптимальном выборе на основе
функции предпочтения потребителей; задача о выборе маршрута на основе оптимизации обобщенной сто-
имости поездки; задача о портфеле ценных бумаг с учетом распределения склонности инвесторов к риску.
Приведены математические формулировки этих задач в форме задач вероятностной оптимизации. Изу-
чаются некоторые свойства построенных моделей, в том числе анализируется математическое ожидание
вероятностного решения задачи оптимизации.
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Optimization problems with random parameters are studied. The traditional approach to their solution
consists in finding a deterministic solution satisfying a certain criterion: optimization of the expected value
of the objective function, optimization of the probability of attaining a certain level, or optimization of the
quantile. In this review paper, we consider a solution of a stochastic optimization problem in the form of a
random vector (or a random set). This is a relatively new class of problems, which is called “probabilistic
optimization problems.” It is noted that the application of probabilistic solutions in problems with random
parameters is justified in the cases of multiple decision makers. Probabilistic optimization problems arise, for
example, in the analysis of multicriteria problems; in this case, the weight coefficients of the importance of
criteria are regarded as a random vector. We consider important examples of economic–mathematical models,
which are optimization problems with a large number of decision makers: the problem of optimal choice based on
the consumer’s preference function, the route selection problem based on the optimization of the generalized cost
of the trip, and the securities portfolio problem with a distribution of the investors’ risk tolerance. Mathematical
statements of these problems are given in the form of problems of probabilistic optimization. Some properties
of the constructed models are studied; in particular, the expected value of the probabilistic solution of an
optimization problem is analyzed.
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Введение

Исследованию задач стохастической оптимизации посвящено значительное число работ; в
настоящее время это сформировавшая область математики [1]. Под задачей стохастической
оптимизации понимается задача оптимизации, целевая функция или ограничения в которой
зависят от случайных параметров. Традиционно под решением задачи оптимизации понима-
ется детерминированное решение, удовлетворяющее тем или иным вероятностным критериям,
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таким как оптимизирующее среднее значение, вероятность достижения определенного уровня
целевой функции и оптимизирующее квантиль целевой функции. Однако в ряде прикладных
задач (в том числе экономических) имеет смысл обратиться к вероятностному решению зада-
чи оптимизации со случайными параметрами. Термин “вероятностное решение” используется
в работах О.А. Поповой [2;3], в которых сформулирована постановка задачи вероятностной оп-
тимизации и рассмотрен вопрос о нахождении плотности распределения вероятностного реше-
ния для простейшей задачи. К решению вспомогательных задач вероятностной оптимизации
(random optimization) прибегают при моделировании сложных систем методом Монте-Кар-
ло [4] или при рандомизации неопределенности [5;6] и, как правило, эти задачи не исследуют
отдельно.

Предлагаемая модель — вероятностное решение задачи оптимизации со случайными па-
раметрами — имеет широкое применение в условиях, когда оптимальный вариант выбирается
многократно, многими агентами и относительно независимо. Ярким примером такой задачи
является задача рационального выбора при заданном распределении доходов потребителей.

Среди задач со случайным параметром отметим класс моделей, которые возникают при
изучении задач оптимизации с несколькими критериями. Многокритериальные задачи опти-
мизации исследуются в различных постановках: это задачи дискретного выбора из множества
альтернатив [7], задачи выбора оптимального решения в R

n, многокритериальные задачи с
неопределенностью [8], задачи выбора оптимального (в смысле нескольких критериев) управ-
ления динамической системой [9]. К числу важных приемов решения задачи с несколькими
критериями относятся использование линейной свертки критериев и переход к параметриче-
ской задаче оптимизации с одним критерием [7;8]. Значимость критериев является субъектив-
ным векторным параметром; он зависит от лица, принимающего решение (ЛПР). В случае,
когда лиц, принимающих решение, много, этот вектор может рассматриваться как случайный,
а задача выбора оптимального решения — как задача вероятностной оптимизации с целевой
функцией, зависящей от случайного вектора.

Вероятностный подход к моделированию предпочтений пассажиров был предложен в ста-
тье [10] для описания предпочтений пассажиров при выборе типа транспорта и прогнозирова-
ния изменения пассажиропотоков при введении нового маршрута. Предлагается распростра-
нить вероятностный подход на широкий круг многокритериальных задач, в которых выбор
решения производится многими ЛПР. Рассмотрена модель выбора портфеля ценных бумаг
со случайной склонностью инвестора к риску. В последнем случае критериями выступают
средняя доходность и риск (среднее квадратичное отклонение) доходности портфеля.

В статье приведен обзор основных критериев выбора детерминированных решений в зада-
чах стохастической оптимизации, обоснована актуальность исследования вероятностных ре-
шений задач оптимизации со случайными параметрами, показано, что такие решения имеют
широкое применение при анализе различных экономических моделей, в том числе модели
рационального выбора, модели предпочтений пассажиров, модели портфеля ценных бумаг.
Исследованы некоторые свойства вероятностных решений для соответствующих задач стоха-
стической оптимизации.

1. Постановки задач стохастической оптимизации

Под задачей стохастической оптимизации обычно понимаются задачи оптимизации, в ко-
торых целевая функция и(ли) ограничения зависят от случайных параметров. Хотя в к этому
типу задач относятся также многошаговые стохастические задачи выбора решений, задачи
дискретного выбора и оптимизации на марковских цепях и некоторые другие (см. обзор [11]),
в данной статье мы ограничимся анализом одношаговой задачи оптимизации в конечномер-
ном пространстве при наличии ограничений. Будем рассматривать два основных типа задач
стохастической оптимизации:

1) с целевой функцией, зависящей от случайного параметра;
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2) с ограничениями, зависящими от случайного параметра.
Некоторые авторы изучают также задачи, содержащие случайные параметры и в целевой

функции, и в ограничениях, но в большинстве работ многие прикладные задачи относятся к
задачам стохастической оптимизации первого либо второго типов.

Задача первого типа имеет вид

{

f(x, ξ) → min,
x ∈ X.

(1.1)

Здесь и далее ξ = {ξ1, . . . , ξm} — случайный вектор со значениями в B, f(x, b) — непрерывная
функция X × B 7→ R

1, X ⊂ R
n — замкнутое множество, B ⊂ R

m — замкнутое связное
множество.

Задача второго типа записывается в форме







f(x) → min,
gj(x, ξj) ≤ 0, j = 1,m,
x ∈ X.

(1.2)

Здесь f(x), g1(x, b), . . . , gm(x, b) — непрерывные функции.
С математической точки зрения постановки задач (1.1) и (1.2) не являются корректны-

ми, пока не указано, в каком смысле понимается их решение. Изучение задач стохастической
оптимизации начиналось с анализа задач типа (1.1), где в качестве критерия выбирается ма-
тематическое ожидание целевой функции:

{

Ef(x, ξ) → min,
x ∈ X.

(1.3)

Полученная задача является классической задачей оптимизации в конечномерном простран-
стве. Ее исследование облегчает тот факт, что взятие математического ожидания сохраняет
свойство выпуклости по x целевой функции и при непрерывном распределении случайного
вектора, F (x) = Ef(x, ξ) является более гладкой функцией, чем исходная [12].

С учетом того что функцию F (x), как правило, не удается записать аналитически, для чис-
ленного решения задачи (1.3) были разработаны алгоритмы стохастического программирова-
ния, такие как метод стохастического градиента, метод случайного поиска, метод квазигради-
ента для условной оптимизации и др., в которых используются значения лишь функции f(x, ξ)
или ее градиента. Первоначально метод стохастического градиента предложен в работе [13];
исследование сходимости и развитие численных методов стохастического программирования
активно проводились в 1960-80-х гг. (см. [12;14] и др.) и продолжаются до настоящего времени
[15;16].

Начиная с 1990-х гг. акцент в исследовании задач стохастической оптимизации смещается
в сторону использования вероятностного и квантильного критериев выбора решения. В случае
линейной целевой функции задача оптимизация квантили связана с двухкритериальной зада-
чей оптимизации, т. е. максимизацией математического ожидания и минимизацией дисперсии.
Такой подход широко применяется при исследовании задачи о портфеле ценных бумаг [17;18].
Однако оказалось, что задачи оптимизации вероятностного и квантильного критериев имеют
специальные свойства и требуют отдельного глубокого теоретического исследования.

Сформулируем задачу выбора оптимального решения по вероятностному критерию в за-
даче стохастической оптимизации (1.1). Зафиксируем некоторый уровень значений целевой
функции d и будем максимизировать вероятность непревышения этого уровня:

{

P{f(x, ξ) ≤ d} → max,
x ∈ X.

(1.4)

Обозначим ее решение через X̂d, а максимальное значение функции вероятности через p̂(d).
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При использовании квантильного критерия фиксируют уровень вероятности β (обычно
близкий к единице, например 0.95) и максимизируют квантиль целевой функции этого уров-
ня qβ(x):







qβ(x) → min,
qβ(x) = {min q : P{f(x, ξ) ≤ q} ≥ β},
x ∈ X.

(1.5)

Решение задачи (1.5) обозначим через X̃β, а оптимальное значение целевой функции че-
рез q̃(β).

Так как выбор желаемого уровня d для значений целевой функции в задаче (1.4) и уровня
вероятности β в задаче квантильной оптимизации (1.5) зависит от исследователя, то эти задачи
можно рассматривать как задачи с параметрами. Изучалась взаимосвязь оптимальных реше-
ний и оптимальных значений целевых функций p̂(d) и q̃(β) в задачах (1.4) и (1.5), получены
условия, при выполнении которых эти функции непрерывны и взаимно обратны, проанализи-
рованы свойства функций вероятности и квантили и методы их аппроксимации [19].

Исследование задач стохастической оптимизации второго типа развивалось параллельно,
обзор основных результатов этого направления приведен в [20]. Наиболее распространенный
способ решения задачи стохастической оптимизации второго типа — это переход к задаче с
вероятностными ограничениями:

{

min f(x),
P{gj(x, ξ) ≤ 0, j = 1,m} ≥ β.

(1.6)

Доказано следующее утверждение [1]: если функции gj(x, b) вогнутые по x, b, а функция
распределения вектора ξ квазивыпукла, то функция вероятности P (x) = P{gj(x, ξ) ≤ 0, j =
1,m} квазивогнута.

Из квазивогнутости функции P (x) вытекает, что ограничение в задаче (1.6) задает выпук-
лое множество.

Среди задач с вероятностными ограничениями наиболее исследованными являются задачи
стохастического линейного программирования:

{

min cTx,
P{Ax ≤ ξ} ≥ β.

(1.7)

В работах [21–23] и других изучались вопросы вычисления и аппроксимации функции F (x) =
P{Ax ≤ ξ} в случае непрерывного, в том числе нормального, распределения случайных воз-
мущений ξ, применения численных методов и имитационного моделирования для решения
задачи (1.7).

2. Вероятностные решения в задачах стохастической оптимизации

Перейдем к анализу вероятностных решений задач стохастической оптимизации. Введем
базовые определения. Рассмотрим вспомогательную задачу оптимизации в R

n, в которой це-
левая функция зависит от параметра b ∈ R

m:

min
x∈X

f(x, b). (2.1)

Будем предполагать, что X — компактное множество, X ⊂ R
n, а функция f(x, b) определена

и непрерывна на X × R
m. Множество решений для фиксированного b ∈ R

m обозначим через

X(b) = Argmin
x∈X

f(x, b).

В данных условиях минимум в задаче (2.1) достигается, множество X(b) является не пустым
компактом для всех b, в частности оно может состоять из одной точки.
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Далее считаем, что параметр b носит случайный характер, т. е. b = ξ, где ξ — случайный
вектор. Получим задачу вероятностной оптимизации

min
x∈X

f(x, ξ),

ее решение определим как X(ξ), где

X(ξ) = Argmin
x∈X

f(x, ξ).

В рассматриваемых условиях вероятностное решение X(ξ) является случайным компактным
множеством в смысле [24]. Во многих прикладных задачах решение задачи оптимизации при
допустимых значениях параметра определяется однозначно, в этом случае можно исследовать
распределение случайного вектора X(ξ).

Вторым типом задач вероятностной оптимизации являются задачи с вероятностными огра-
ничениями, например задачи со случайными параметрами в правых частях ограничений типа
неравенство (или равенство):

{

min
x∈X

f(x),

gj(x) ≤ bj, j = 1,m,
(2.2)

где правые части ограничений b = {b1, . . . , bm} = ξ являются случайным вектором.
Предполагаем, что f(x), g1(x), . . . , gm(x) — непрерывные функции, X ⊂ R

n — компакт-
ное множество. Решение X(b) задачи (2.2) существует, вообще говоря, не при всех b ∈ R

m,
так как множество допустимых значений может быть пустым при некоторых значениях па-
раметра. Обозначим через B ⊂ R

m множество значений параметра b, для которых решение
задачи (2.2) не пусто. Если случайный вектор ξ принимает значения из B, то получаем задачу
вероятностной оптимизации, множество решений которой X(ξ) — случайное множество.

Как уже упоминалось, рассматривать вероятностное решение задачи оптимизации имеет
смысл, когда решение принимается независимо значительным числом лиц. Приведем пример
такой задачи. Сформулируем известную задачу рационального выбора [25] как задачу веро-
ятностной оптимизации со случайным ограничением.

Пусть f(x) : Rn 7→ (0;+∞) — функция полезности благ, p = {p1, . . . , pn} — вектор цен,
p ∈ K+,

K+ = {x ∈ R
n : xi > 0, i = 1, n},

параметр b – доход потребителя (ЛПР). Задача об оптимальном выборе при бюджетном огра-
ничении имеет вид











f(x) → max
x

,

pTx ≤ b,
x ≥ 0.

(2.3)

Неравенство x ≥ 0 здесь и далее означает, что все координаты вектора x неотрицательны.

Предположение 1. Будем считать, что функция полезности f(x) удовлетворяет стан-

дартным предположениям:
1) функция f(x) непрерывна и дважды дифференцируема на множестве K+;
2) все частные производные первого порядка f ′

xi
(x) положительны внутри K+;

3) матрица Гессе (вторых производных ) является отрицательно определенной внут-

ри K+.

Эти условия обеспечивают монотонное возрастание функции полезности по каждой из
переменных и вогнутость функции внутри K+ [25].

При выполнении условий предположения 1 решение задачи (2.3) X(b) существует и един-
ственно, X(b) ∈ K+ для любых положительных b ∈ (0,+∞). Решением задачи (2.3) при
фиксированных ценах p будет распределение потребления благ потребителя с доходом b.
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Обозначим через X∗ объединение всех возможных решений при различных значениях па-
раметра:

X∗ =
⋃

b>0

X(b).

Отметим, что X(b) непрерывно зависит от параметра b. В прикладных макроэкономических
исследованиях часто используются функции полезности, обладающие свойством α-однород-
ности:

f(kx) = kαf(x) для всех k > 0. (2.4)

В теории рационального потребления решение x∗ , X(1) задачи при b = 1 называет-
ся репрезентативным потребителем, решение задачи при произвольном b > 0 имеет вид [26]
X(b) = bx∗.

В этом случае объединение множества решений X∗ представляет луч

X∗ = {kX(1), k > 0}.

Если функция полезности не однородна, то множество решений представляет кривую, рас-
положенную в K+.

Рассмотрим теперь модель, в которой доход (случайно выбранного) потребителя описыва-
ется случайной величиной b = ξ, распределение ξ можно оценить на основании статистических
данных.

Имеют место следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть для функции f(x) выполняются условия предположения 1, а ξ — слу-

чайная величина, принимающая значение из интервала (0;+∞), тогда отображение X =
X(ξ), где X(b) — решение задачи оптимизации (2.3) при ξ = b, является случайным векто-

ром, принимающим значения из множества X∗.

Утверждение следует из существования и единственности решения задачи (2.3) при вы-
полнении условий предположения 1, а также из непрерывной зависимости решения задачи
оптимизации от параметра b.

Утверждение 1. Пусть выполняются следующие условия:
1) ξ — случайная величина, принимающая лишь положительные значения, и ее матема-

тическое ожидание и дисперсия существуют и равны соответственно

E(ξ) = b̄, σ2(ξ) = s2;

2) функция f(x) — положительно однородная функция с коэффициентом α > 0, т.е.

выполняется условие (2.4).
Тогда моменты распределения вероятностного решение задачи (2.3) определяются как

E(X(ξ)) = X(E(ξ)) = b̄x∗, Cov(X(ξ)) = s2x∗ (x∗)T .

Утверждение следует из равенства X(ξ) = ξx∗ в случае α-однородной функции полезно-
сти f(x).

Как известно [25; 27], реально функция полезности преимущественно неоднородна. При
неоднородной функции полезности множество X∗ невыпукло, операция усреднения выводит
точку за границы этого множества и E(X(ξ)) 6= X(E(ξ)). В этом случае усредненные дан-
ные о расходах на те или иные группы товаров не дают оснований для прогноза расходов,
единый “репрезентативный потребитель” не существует. В макроэкономике такую ситуацию
моделируют с использованием нескольких репрезентативных потребителей. Другим подходом
является использование предлагаемой модели, основанной на вероятностном решении задачи
рационального потребления.
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С прикладной точки зрения важен вопрос о том, как изменится распределение потребления
при изменении распределения доходов, т. е. при изменении функции распределения случайной
величины ξ. При более детальном анализе рынка можно учесть тот факт, что цены на большин-
ство ресурсов не фиксированы, более корректно их считать также случайными величинами,
имеющими некоторый разброс вокруг средних значений. Анализ распределения оптимальных
решений задачи рационального потребления со случайными ценами выходит за рамки данного
исследования.

3. Вероятностные решения задач многокритериальной оптимизации

Вероятностные решения естественно возникают в задачах с несколькими критериями. Если
лиц, принимающих решение, много, то выбор отдельного лица можно считать зависящим от
случайного вектора θ, описывающего индивидуальные предпочтения ЛПР. Приведем общую
постановку задачи.

Рассмотрим задачу многокритериальной оптимизации — задачу оптимального выбора x
из множества альтернатив X, максимизирующего m критериев:











f1(x) → max
x∈X

,

. . .
fm(x) → max

x∈X
.

(3.1)

Здесь X ⊂ R
n, функции fj(x) : X 7→ R

1. Через X∗ будем обозначать множество Парето-
оптимальных решений задачи (3.1).

Обратимся к задаче вероятностной оптимизации, связанной с многокритериальной зада-
чей. Пусть θ = θ(ω) = {θ1, . . . , θm} — вектор случайных параметров, принимающих неотрица-
тельные значения и отражающих важность критериев для случайно выбранного ЛПР. Введем
целевую функцию для случайного ЛПР как

F (x, θ) = θ1f1(x) + . . . + θmfm(x).

Получим задачу вероятностной оптимизации со случайным критерием:

F (x, θ) → max
x∈X

. (3.2)

Обозначим ее решение через X(θ). Как известно [8], для любого b ∈ R
m
+ = {b ∈ R

m : bj > 0, j =
1,m} решение X(b) задачи (3.2) при θ = b принадлежит множеству Парето-оптимальных
решений, т. е. X(b) ⊂ X∗.

З а м е ч а н и е. Если критериальные функции fj(x) нормированы, т. е. принимают зна-
чения из интервала [0; 1], то θi являются весовыми коэффициентами и вектор случайных па-
раметров θ принимает значения из симплекса

B = {b ∈ R
m : b1 + . . .+ bm = 1, bj ≥ 0, j = 1,m}.

Приведем пример задачи дискретной вероятностной оптимизации, в которой множество
возможных решений X состоит из набора альтернатив.

3.1. Выбор маршрута пассажиром

Пусть у потребителя (пассажира) есть выбор между n возможными альтернативами (марш-
рутами). Определим множество альтернатив как A0 = {e1, . . . . . . , en}, где ei — базисные век-
торы в R

n. Обозначим через ci стоимости проезда i-м маршрутом, ti — время проезда. Предпо-
лагается, что совпадающих значений параметров нет, т. е. точки {ci, ti}, i = 1, n, на плоскости
критериев различны.
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Задача о выборе маршрута рассматривается как задача минимизации двух критериев: вре-
мени перевозки T (x) и ее стоимости C(x). Под вектором x ∈ A0 будем понимать индикатор
выбора маршрута (элемента множества альтернатив), т. е. x = ei при выборе i-го маршрута,
T (x) = t1x1 + . . . + tnxn, C(x) = c1x1 + . . . + cnxn.

Для математического описания вероятностного характера предпочтений пассажиров ис-
следуем следующую модель. В качестве критерия будем использовать “обобщенную цену пе-
ревозки”, которая представляет сумму двух критериев:

f(x; θ) = C(x) + θT (x),

где θ ≥ 0 — индивидуальная “ценность” единицы затраченного времени. Этот параметр счита-
ется зависящим от “случайно выбранного” пассажира, т. е. случайным. Получаем следующую
задачу вероятностной оптимизации, зависящую от случайного параметра θ ∈ [0,∞):

{

x1 + . . . + xn = 1, xi ∈ {0; 1}

f(x; θ) = C(x) + θT (x) → min
x

.
(3.3)

Вероятностное решение этой задачи обозначим через X0(θ).

Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 2 [28]. Если случайная величина θ имеет непрерывное распределение на

интервале [t1, t2] ⊆ [0,+∞), то решение задачи (3.3) X0(θ) состоит из единственной точки

с вероятностью 1.

В статье [10] были получены соотношения для вероятностей альтернатив

q
(j)
i = Pr{X0(θ) = ei}.

Рассмотрим важный вопрос: как изменится распределение решения задачи оптимизации,
т. е. вероятности выбора того или иного решения, если множество альтернатив расширится?
Пусть A1 = A0∪en+1, где en+1 — новый маршрут (альтернатива), а распределение случайного
параметра θ не изменилось. Обозначим решение задачи оптимизации для нового множества
альтернатив через X1(θ). Предпочтения случайно выбранного пассажира до и после введе-
ния нового маршрута описываются случайным вектором {X0(θ),X1(θ)}, где Xi — зависимые
между собой дискретные случайные величины, принимающие значения Xi ∈ Ai, i = 0, 1.

Получена следующая теорема о свойствах решений задачи вероятностной оптимизации.

Теорема 2 [28, теорема 1]. Переходные вероятности

pik = Pr{X1(θ) = ei|X0(θ) = ej} = 0 для всех i = 1, n, k = 1, n, k 6= i.

По заданному распределению θ можно рассчитать переходные вероятности pi,n+1. Суще-
ственный интерес имеет вопрос о восстановлении распределения θ по заданным вероятностям

альтернатив q
(j)
i , j = 0, 1, исследование которого начато в [28].

3.2. Портфель ценных бумаг

Задача о выборе портфеля ценных бумаг (ПЦБ) является классическим примером зада-
чи стохастической оптимизации, т. е. задачи о выборе детерминированного решения в задаче
оптимизации со случайными параметрами [18].

Пусть имеется n активов, доходность которых в фиксированный период описывается как
случайный вектор ξ, x = {x1, . . . , xn} — вложения в n рисковых активов, r — безрисковая
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процентная ставка, x0 — доля вложений в безрисковый актив, W — капитал, который инве-
стируется. Задача о ПЦБ может рассматриваться в следующих постановках, связанных друг
с другом [5; 17; 18; 29]:

◦ бикритериальная задача максимизации ожидаемой доходности и минимизации риска,
описываемого средним квадратичным отклонением;

◦ задача минимизации риска при фиксированном уровне доходности;
◦ задача максимизации квантили, т.е. дохода, гарантированного с заданной вероятностью.
Обозначим через m = {m1, . . . ,mn} = E(ξ) ∈ R

n вектор математических ожиданий вектора
случайных доходностей активов, а через V = cov(ξ) ковариационную матрицу. Здесь и далее
предполагать, что матрица V невырождена.

Ожидаемая доходность портфеля описывается функцией

f1(x) = E(xT ξ + rx0) = r + (m− rl)Tx,

где l = {1, . . . , 1}T ∈ R
n, вложение в безрисковый актив составляет x0 = 1− lTx.

Риск инвестиций описывается средним квадратичным отклонением доходности портфеля
или задача минимизации риска сводится к задаче минимума дисперсии доходности портфеля

f2(x) = σ2(xT ξ) = xTV x.

Так как решение задачи о выборе ПЦБ пропорционально объему вкладываемого капитала, то
далее без ограничения общности будем полагать W = 1.

Запишем задачу выбора портфеля с заданным уровнем доходности d, d ≥ r:










xTV x → min
x

,

r + (m− rl)Tx ≥ d,
lTx ≤ 1.

(3.4)

Утверждение 3 [18]. В случае невырожденной матрицы ковариации V оптимальные ре-

шения задачи (3.4) пропорциональны эффективному рыночному портфелю x∗ и для любого

d ≥ r имеют вид

X(d) =
d− r

f2(x∗)
x∗, x∗ = V −1(m− rl). (3.5)

Рассмотрим задачу вероятностной оптимизации, связанную с исходной постановкой. Уро-
вень желаемой доходности d отражает склонность инвестора к риску (чем он выше, тем больше
риск) и зависит от конкретного (случайно выбранного) инвестора. Таким образом, планиру-
емая доходность инвестиционного портфеля может рассматриваться как случайная величина
d = µ, где µ — случайная величина, распределенная на [r,+∞). Отметим, что случайными
являются и склонность к риску µ, и объем вкладываемого капитала W , причем эти величины
статистически взаимосвязаны. В данной статье эта взаимосвязь не исследуется.

Будем рассматривать распределение параметра µ на некотором интервале

[m1,m2] ⊂ [r; +∞).

Получим задачу оптимизации квадратичного критерия со случайным линейным ограничени-
ем (3.4).

Для каждого значения d случайной величины µ решение задачи X(d) определяется одно-
значно соотношениями (3.5), поэтому X(µ) есть случайный вектор.

Утверждение 4. Пусть µ — случайная величина, принимающая значения из [r,+∞), ее

математическое ожидание E(µ) = µ̄ и среднее квадратичное отклонение σ(µ) существуют,

тогда вероятностное решение задачи (3.4) X(µ) удовлетворяет условиям

E(X(µ)) = X(µ̄), (3.6)

cov(X(µ)) =
σ2(µ)

f2
2 (x

∗)
x∗ (x∗)T .
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Утверждение 4 непосредственно следует из формулы (3.5), которая отражает линейную
зависимость решения задачи условной оптимизации от параметра. Отметим, что (3.6) — это
формулировка известного свойства рыночных портфелей [18] в терминах свойств вероятност-
ных решений задачи стохастической оптимизации.

Рассмотрим ту же задачу со случайным параметром при наличии естественных ограни-
чений неотрицательности, которым, как правило, должны удовлетворять инвестиции. При
фиксированном значении параметра µ = d задача имеет вид



















f2(x) = xTV x → min
x

,

f1(x) = r + (m− rl)Tx ≥ d,
x ≥ 0,
lTx ≤ 1.

(3.7)

Обозначим через X1(d) решение задачи (3.7) при заданном d ≥ r.
Из определения недоминируемого решения следует, что любое оптимальное по Парето ре-

шение x∗ в задаче с двумя критериями


















f2(x) = xTV x → min
x

,

f1(x) = r + (m− rl)Tx → max
x

,

x ≥ 0,
lTx ≤ 1,

(3.8)

является решением задачи параметрической задачи оптимизации (3.7) при некотором d, при-
чем на этом решении параметрическое ограничение является активным (подробное обоснова-
ние приведено в [30], теорема 1), т. е. выполняется равенство

r + (m− rl)Tx∗ = d.

Утверждение 5. Множество X∗

1 оптимальных по Парето решений в задаче с двумя

критериями (3.8) совпадает с объединением

X∗

1 =
⋃

d∈[r;m+]

X1(d),

где m+ = max{m1, . . . ,mn} и представляет из себя ломаную, состоящую из конечного числа

отрезков.

Отметим, что m+ является максимальным значением параметрического ограничения (це-
левой функции f1(x)) на множестве допустимых значений

{

m+ = max
x

f1(x),

lTx ≤ 1, x ≥ 0,

а r = f1(x−), где x− = {0, 0, 0} — решение задачи минимизации выпуклой квадратичной
функции

{

min
x

f2(x),

lTx ≤ 1, x ≥ 0.

Запишем стандартные необходимые условия оптимальности в задаче выпуклого програм-
мирования (3.7) (см. например, [12]). Учитываем, что ограничение r+(m− rl)Tx = d является
активным (выполняется как равенство на множестве недоминируемых решений):



























2V x− z1(m− rl) + z0l −
∑

j∈J

yjej = 0,

(m− rl)Tx = d, z1 ≥ 0,
lTx− 1 = 0, z0 ≥ 0 или lTx ≤ 1, z0 = 0,
xj ≥ 0, yj = 0, j /∈ J,
xj = 0, yj ≥ 0, j ∈ J.

(3.9)
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Система (3.9) содержит 2n+2 линейных уравнения, из которых можно найти векторы x ∈ R
n,

y ∈ R
n, z = {z0, z1}. Пусть для некоторого набора активных индексов J и значения парамет-

ра d = d1 существует решение системы уравнений и неравенств (3.9). Правые части уравнений
зависят от параметра d линейно, следовательно, для этого набора активных индексов решение
задачи параметрической оптимизации x∗(d), y∗(d), z∗(d) в окрестности точки d1 зависит от па-
раметра линейно и составляет отрезок (возможно, вырожденный в точку). Так как возможных
наборов активных индексов конечное число, то множество эффективных состоит из конечного
числа отрезков и, возможно, отдельных точек.

В работе [30] (следствие 1 и свойство 2) для случая линейных ограничений общего вида и
квадратичной целевой функции доказано, что множество эффективных решений представляет
непрерывную ломаную, состоящую из конечного числа отрезков.

Рассмотрим распределение оптимальных портфелей X1(µ) предполагая, что параметр за-
дан как d = µ и является случайной величиной. Свойство сохранения среднего значения для
задачи (3.7) со случайным параметром не выполняется в отличие от задачи без условий неот-
рицательности:

E(X1(µ)) 6= X1(µ̄), µ̄ = E(µ).

Более того, в этом случае среднее значение оптимальных портфелей (“рыночный портфель”)
не принадлежит множеству эффективных решений: E(X1(µ)) /∈ X∗

1 .

В качестве примера исследуем задачу вероятностной оптимизации (3.7) для трех активов
и равномерного распределения параметра d = µ на интервале [r;m+]. Пусть

r = 1, m = {1.5, 2, 2.2}, V =





0.1 0 0
0 0.2 0
0 0 0.4



 .

С помощью алгоритма построения множества Парето-оптимальных решений в линейно-
квадратичной задаче, предложенного в [30], получено следующее решение задачи. Множе-
ство X∗

1 представляет собой ломаную, соединяющую точки {X(m), m = 0, . . . , 3}; каждая
точка является решением задачи параметрической оптимизации (3.7) при соответствующем
значении d. Ниже приведены значения параметра и координаты и значение критериальной
функции для каждой вершины:

d0 = 1, X(0) = {0, 0, 0},

d1 = 1.853, X(1) = {0.385, 0.385, 0.230},

d2 = 2.083, X(2) = {0, 0.585, 0.415},

d3 = 2.2, X(3) = {0, 0, 1}.

Решение X(0) соответствует вложению всего капитала в безрисковый актив, ребро X(0)X(1)

состоит из портфелей, которые пропорциональны эффективному рыночному портфелю x∗ и
вычисляются по формуле (3.5), X(3) — наиболее рисковое вложение (с учетом ограничений
неотрицательности); весь капитал вкладывается в 3-й актив, который характеризуется макси-
мальной ожидаемой доходностью и максимальным риском.

Случайный вектор X1(µ) распределен непрерывно на ломаной X∗

1 = [X(0)X(1)X(2)X(3)].
Расчеты показывают, что E(X1(µ)) = {0.173, 0.257, 0.214} = X̄ , для точки X̄ не выполняются
условия Парето-оптимальности, и, следовательно, E(X1(µ)) /∈ X∗

1 .
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