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Получены утверждения о существовании решений уравнений специального типа в пространствах с
расстоянием и в пространствах с бинарным отношением. Полученные результаты обобщают известные
теоремы о точках совпадения накрывающего и липшицева отображений, о липшицевых возмущениях
накрывающих отображений в метрических пространствах, а также теоремы о точках совпадения накры-
вающего и изотонного отображений, об антитонных возмущениях накрывающих отображений в частично
упорядоченных пространствах. В первой части работы рассматривается отображение F : X × X → Y,

где X — метрическое пространство, а в Y задано расстояние, удовлетворяющее лишь аксиоме тождества.
Определены “ослабленные аналоги” понятий накрывания и липшицевости отображений из X в Y. В пред-
положении, что F по первому аргументу является накрывающим, а по второму — липшицевым (в смысле
данных в работе определений этих свойств), установлено существование решения x уравнения F (x, x) = y.

Показано, что из этого утверждения выводятся условия существования точки совпадения накрывающего
и липшицева отображений, действующих из X в Y. Во второй части работы аналогичные результаты
получены в случае, когда X — частично упорядоченное пространство, а на Y задано рефлексивное би-
нарное отношение (не являющееся ни транзитивным, ни антисимметричным). Определены “ослабленные
аналоги” понятий упорядоченного накрывания и монотонности отображений из X в Y. В предположении,
что F по первому аргументу является накрывающим, а по второму — антитонным (в смысле данных в
работе определений этих свойств), установлено существование решения x уравнения F (x, x) = y. Из этого
утверждения выведены условия существования точки совпадения накрывающего и изотонного отобра-
жений, действующих из X в Y. В третьей части установлена взаимосвязь полученных утверждений. А
именно, доказано, что из теоремы о разрешимости операторного уравнения в пространствах с бинарным
отношением следует аналогичная теорема в пространствах с расстоянием и соответственно утверждения
о точках совпадения.

Ключевые слова: метрическое пространство, упорядоченное пространство, накрывающее отображение,
липшицево отображение, монотонное отображение.
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Statements on the existence of solutions of special-type equations in spaces with a distance and in spaces
with a binary relation are derived. The results obtained generalize the well-known theorems on coincidence
points of a covering and a Lipschitz mappings and on Lipschitz perturbations of covering mappings in metric
spaces as well as the theorems on coincidence points of a covering and an isotonic mappings and on antitone
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Under the assumption that F is covering in the first argument and Lipschitz in the second argument (in the
sense of the definitions of these properties given in the paper), the existence of a solution x to the equation
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Введение

Утверждения о накрывающих отображениях позволяют исследовать разрешимость и по-
лучать оценки решений уравнений. Так, теорему Милютина [6] о липшицевых возмущениях
накрывающих отображений можно трактовать как утверждение о решениях уравнения

ψ(x) − ϕ(x) = y,

в котором отображения ψ,ϕ действуют из метрического пространства X в линейное мет-
рическое пространство Y, отображение ψ является α-накрывающим, а отображение ϕ — β-
липшицевым, α > β. Теорема Арутюнова [2] о точке совпадения α-накрывающего и β-липши-
цева отображений ψ,ϕ, действующих в метрических пространствах, установливает разреши-
мость уравнения

ψ(x) = ϕ(x). (0.1)

В работе [1] получена теорема о липшицевом возмущении накрывающего отображения, поз-
воляющая исследовать уравнение

G(x) := F (x, x) = ŷ (0.2)

в случае, когда отображение F : X×X → Y по первому аргументу является α-накрывающим,
а по второму — β-липшицевым. В [12] определено понятие накрывания для отображений, дей-
ствующих в частично упорядоченных пространствах и доказаны утверждения о точках совпа-
дения упорядоченно накрывающего и изотонного отображений. В этой статье также показано,
что результаты о точках совпадения в упорядоченных пространствах являются более общими,
чем соответствующие теоремы в метрических пространствах. Для исследования точек совпаде-
ния отображений метрических пространств можно в этих пространствах определить порядок
Бишопа — Фелпса, а затем по заданным накрывающему и липшицеву отображениям опреде-
лить соответствующие упорядоченно накрывающее и изотонное отображения, действующие в
полученных упорядоченных пространствах. В [7] доказана теорема об антитонном возмуще-
нии упорядоченно накрывающего отображения, позволившая исследовать уравнение (0.2) в
частично упорядоченных пространствах.

В последнее время исследователей заинтересовала возможность распространения на про-
странства с обобщенными метриками теорем о накрывающих отображениях. Эта проблема
имеет не только чисто теоретическое значение, ее решение востребовано также в приложени-
ях. Подобные результаты позволяют, в частности, исследовать некоторые модели биологии,
задачи математической физики, сводящиеся к сингулярным системам, импульсным системам
и др., которые удобнее формализовать в виде уравнений в пространствах, наделенных не
метрикой, а расстоянием (например, принимающим значения в конусе некоторого банахова
пространства, являющимся несимметричным или не удовлетворяющим неравенству треуголь-
ника). В [3] рассмотрена задача о точке совпадения в (q1, q2)-квазиметрических пространствах.
На векторные метрические пространства теоремы о точках совпадения распространены в ра-
боте [8], теоремы о липшицевых возмущениях накрывающих отображений — в [9]. В [10] были
получены утверждения о точках совпадения отображений, действующих из метрического про-
странства в пространство с расстоянием, удовлетворяющим только аксиоме тождества. В [4]
рассмотрены точки совпадения отображений, определенных на упорядоченном пространстве,
со значениями в пространстве с рефлексивным бинарным отношением.

Здесь мы докажем теоремы о возмущениях накрывающих отображений, действующих из
метрического пространства в пространство с расстоянием, и теоремы о возмущениях накрыва-
ющих отображений, действующих из частично упорядоченного пространства в пространство
с рефлексивным бинарным отношением. Эти утверждения были анонсированы в [5]. Также
будет доказано, что из теоремы о разрешимости уравнения (0.2) в пространствах с бинар-
ным отношением следуют аналогичная теорема о пространствах с расстоянием и утверждения
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о точках совпадения. Эти результаты авторы планируют в дальнейшем применить к иссле-
дованию некоторых классов дифференциальных уравнений (в том числе с несуммируемыми
особенностями), которые могут быть записаны в виде (0.2), где оператор F действует из про-
изведения Лебеговых пространств в пространство измеримых функций и, если в пространстве
измеримых функций определить специальное расстояние, оператор F оказывается по первому
аргументу накрывающим, а по второму — липшицевым.

1. Теорема о липшицевом возмущении накрывающего отображения

в пространствах с расстоянием

Пусть X = (X, ρ) — метрическое пространство, Y 6= ∅, d : Y × Y → R+ — расстояние в
Y, т. е. для y1, y2 ∈ Y равенства d(y1, y2) = 0 и y1 = y2 равносильны (важно, что отображе-
ние d не обязано быть симметричным и удовлетворять неравенству треугольника). Обозначим
BX(x0, r) := {x ∈ X| ρ(x0, x) ≤ r}, BY (y0, R) := {y ∈ Y | d(y0, y) ≤ R} (здесь x0 ∈ X, y0 ∈ Y,
r,R ≥ 0). В Y определим сходимость, полагая yi → y, если d(y, yi) → 0. Отметим, что при
этом d(yi, y) может не сходиться к 0, а предел y может быть не единственным.

Приведем вначале предложенные в [10] распространения некоторых определений, ранее
известных для отображений метрических пространств, на отображения, действующие из (X, ρ)
в (Y, d). Отображение f : X → Y называется
замкнутым, если

∀x ∈ X ∀y ∈ Y ∀{xn} ⊂ X xn → x, f(xn) → y ⇒ f(x) = y;

α-накрывающим, α > 0, если

∀u ∈ X ∀y ∈ Y ∃x ∈ X f(x) = y, ρ(x, u) ≤
1

α
d(y, f(u));

β-липшицевым, β ≥ 0, если

∀u, x ∈ X ∀y ∈ Y f(x) = y ⇒ d(y, f(u)) ≤ βρ(x, u).

Если оба пространства X,Y метрические, то приведенные определения совпадают с класси-
ческими определениями замкнутости, накрывания и липшицевости (см. [2]).

В [10] получены условия существования точки совпадения отображений ψ,ϕ : X → Y —
решения уравнения (0.1).

Теорема 1 [10, теорема 2.1]. Пусть α > β ≥ 0, метрическое пространство X являет-

ся полным и выполнены следующие условия: отображение ψ является α-накрывающим и

замкнутым; отображение ϕ является β-липшицевым. Тогда множество точек совпадения

отображений ψ,ϕ непусто и, кроме того,

∀x0 ∈ X ∃x̂ ∈ X ψ(x̂) = ϕ(x̂), ρ(x̂, x0) ≤
1

α− β
d(ψ(x0), ϕ(x0)).

В случае, если расстояние d является “обычной метрикой” в Y, приведенное утверждение
совпадает с теоремой Арутюнова [2].

Отметим, что для используемого в теореме 1 свойства замкнутости f необходимо выполне-
ние следующего условия: для любой сходящейся последовательности аргументов xn → x, если
последовательность их образов тоже сходится: f(xn) → y, то ее предел y ∈ Y должен быть
единственным. Таким образом, предположение о замкнутости f накладывает еще и ограниче-
ния на пространство Y.Используемые ниже в теореме о разрешимости операторного уравнения
предположения менее обременительны, чем в теореме 1, в частности, единственность предела
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в пространстве Y не требуется. Мы также ослабляем предположения о накрывании и липши-
цевости соответствующих отображений. А именно, для отображения f : X → Y определим
следующие множества:

Cl[f ] :=
{
(x, y) ∈ X × Y | ∀{xn} ⊂ X xn → x, f(xn) → y ⇒ f(x) = y

}
;

Covα[f ] :=
{
(u, y) ∈ X × Y | ∃x ∈ X f(x) = y, ρ(x, u) ≤ α−1d(y, f(u))

}
;

Lipβ[f ] :=
{
(u, y) ∈ X × Y | ∀x ∈ X f(x) = y ⇒ d(y, f(u)) ≤ βρ(x, u)

}
.

Очевидно, соотношение Cl[f ] = X×Y равносильно тому, что отображение f замкнуто, соотно-
шение Covα[f ] = X×Y означает, что отображение f является α-накрывающим, а соотношение
Lipβ[f ] = X × Y справедливо тогда и только тогда, когда f липшицево с коэффициентом β.

Рассматриваемое здесь множество Covα[f ] аналогично определенному в [11] множеству

метрической регулярности отображений, действующих в пространствах с векторной метри-
кой (частным случаем которых являются “обычные метрические” пространства).

Пусть заданы элемент ŷ ∈ Y и отображение F : X ×X → Y. Это отображение как отоб-
ражение первого аргумента при фиксированном втором аргументе x ∈ X обозначаем симво-
лом F (·, x); аналогично через F (x, ·) обозначаем отображение второго аргумента. Сформули-
руем условия разрешимости уравнения (0.2).

Теорема 2. Пусть метрическое пространство X является полным, x0 ∈ X, α > β ≥ 0.
Предположим, что для любого x ∈ BX(x0, R), где R = (α − β)−1d(ŷ, F (x0, x0)), выполнены

включения

(x, ŷ) ∈ Covα[F (·, x)], (x, ŷ) ∈ Lipβ[F (x, ·)], (x, ŷ) ∈ Cl[G].

Тогда существует решение x̂ ∈ BX(x0, R) уравнения (0.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если x0 является решением уравнения (0.2), то утверждение
теоремы справедливо. Поэтому будем предполагать, что x0 не удовлетворяет уравнению (0.2).
Докажем, что существует последовательность {xn}, для которой при всех n = 1, 2, . . . выпол-
нены условия

F (xn, xn−1) = ŷ, ρ(xn, x0) ≤
αn − βn

αn(α− β)
d(ŷ, F (x0, x0)), d(ŷ, F (xn, xn)) ≤ βρ(xn, xn−1). (1.3)

Для доказательства используем метод математической индукции.
Сначала проверим соотношения (1.3) при n = 1. Очевидно, x0 ∈ BX(x0, R̂), поэтому со-

гласно условиям теоремы справедливо включение (x0, ŷ) ∈ Covα[F (·, x0)]. Это означает суще-
ствование элемента x1 ∈ X такого, что

F (x1, x0) = ŷ и ρ(x1, x0) ≤
1

α
d(ŷ, F (x0, x0)) < R.

Так как x1 ∈ BX(x0, R), имеем (x1, ŷ) ∈ Lipβ[F (x1, ·)]; таким образом, справедливо неравенство

d(ŷ, F (x1, x1)) ≤ βρ(x1, x0).

Итак, для n = 1 соотношения (1.3) выполнены.
Предположим, что соотношения (1.3) справедливы для всех натуральных n ≤ k. Докажем,

что соотношения (1.3) верны при n = k + 1. Поскольку

ρ(xk, x0) ≤
αk − βk

αk(α− β)
d(ŷ, F (x0, x0)) < R,

в силу предположений теоремы имеем (xk, ŷ) ∈ Covα[F (·, xk)] и (xk, ŷ) ∈ Lipβ[F (xk, ·)]. Следо-
вательно, существует элемент xk+1, для которого F (xk+1, xk) = ŷ и

ρ(xk+1, xk) ≤
1

α
d
(
ŷ, F (xk, xk)

)
=

1

α
d
(
F (xk, xk−1), F (xk, xk)

)
≤
β

α
ρ
(
xk, xk−1

)
.
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Так как аналогичное соотношение ρ(xn+1, xn) ≤ α−1βρ
(
xn, xn−1

)
справедливо при любом на-

туральном n < k, получаем

ρ(xk+1, xk) ≤
βk

αk
ρ(x1, x0) ≤

βk

αk+1
d
(
ŷ, F (x0, x0)

)
.

Теперь в силу предположения индукции заключаем

ρ(x0, xk+1) ≤ ρ(x0, xk) + ρ(xk, xk+1) ≤
αk − βk

αk(α− β)
d(ŷ, F (x0, x0)) +

βk

αk+1
d
(
ŷ, F (x0, x0)

)

=
αk+1 − βk+1

αk+1(α− β)
d
(
ŷ, F (x0, x0)

)
.

Очевидно, xk+1 ∈ BX(x0, R), и поэтому выполнено включение (xk+1, ŷ) ∈ Lipβ [F (xk+1, ·)],
которое гарантирует, что

d(ŷ, F (xk+1, xk+1)) ≤ βρ(xk+1, xk).

Итак, для n = k + 1 все соотношения (1.3) выполнены.

Покажем, что последовательность {xn} является фундаментальной. При любых натураль-
ных n,m, n < m имеем

ρ(xn, xm) ≤ ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + · · · + ρ(xm−1, xm)

≤
1

α

m−1∑

i=n

βi

αi
d
(
ŷ, F (x0, x0)

)
≤
βn

αn

1

α− β
d
(
ŷ, F (x0, x0)

)
.

Таким образом, для любого ε > 0, если определить

N = log β

α

ε(α − β)

d
(
ŷ, F (x0, x0)

) ,

то при всех n,m, m > n > N будет выполнено неравенство ρ(xn, xm) < ε.

Фундаментальная последовательность {xn} ⊂ BX(x0, R) в полном пространстве X схо-
дится к некоторой точке x̂ ∈ BX(x0, R). Из последнего в (1.3) неравенства d

(
ŷ, F (xn, xn)

)
≤

βρ(xn+1, xn) следует сходимость d
(
ŷ, F (xn, xn)

)
→ 0, т. е. G(xn) → ŷ. А так как имеет место

включение (xn, ŷ) ∈ Cl[G], получим G(x̂) = ŷ. �

Важно, что из теоремы 2 может быть выведена теорема 1. Для этого следует определить
отображение F : X ×X → R, F (x, u) := d

(
ψ(x), ϕ(u)

)
, x, u ∈ X, и рассмотреть уравнение

F (x, x) := d
(
ψ(x), ϕ(x)

)
= 0. (1.4)

Легко проверить, что из α-накрывания отображения ψ следует, что при любом x ∈ X вы-
полнено включение (x, 0) ∈ Covα[F (·, x)], а из β–липшицевости отображения ϕ — включение
(x, 0) ∈ Lipβ[F (x, ·)]. Поэтому в условиях теоремы 1 для уравнения (1.4) при любом x0 ∈ X
выполнены предположения теоремы 2.

Конечно, теорема 2 применима к исследованию точек совпадения отображений, определен-
ных на метрическом пространстве и действующих не только в пространство с расстоянием,
но и в пространство с “обычной” метрикой; таким образом из теоремы 2 может быть вы-
ведена теорема Арутюнова [2]. Отметим, что связь между уравнениями (0.1) и (0.2) до сих
пор оставалась незамеченной, утверждения о точках совпадения накрывающего и липшицева
отображений и утверждения о липшицевом возмущении накрывающего отображения счита-
лись независимыми.
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2. Теорема об антитонном возмущении накрывающего отображения

в пространствах с бинарным отношением

Пусть теперь X = (X,≤) — частично упорядоченное пространство, а на множестве Y 6= ∅

определено бинарное отношение ω, являющееся рефлексивным (т. е. для любого y ∈ Y выпол-
нено (y, y) ∈ ω). Для элементов u, v ∈ X определим множества OX(u) := {x ∈ X : x ≤ u},
[v, u]X := {x ∈ X : v ≤ x ≤ u}.

На отображения, действующие из (X,≤) в (Y, ω), в работе [4] были распространены опре-
деления, используемые для отображений частично упорядоченных пространств, в том числе
предложенное в [12] определение свойства упорядоченного накрывания. Приведем эти опре-
деления. Отображение f : X → Y называется
(упорядоченно) накрывающим, если

∀u ∈ X ∀y ∈ Y (y, f(u)) ∈ ω ⇒ ∃x ∈ X f(x) = y, x ≤ u;

изотонным, если
∀u, x ∈ X u ≤ x ⇒ (f(u), f(x)) ∈ ω;

антитонным, если
∀u, x ∈ X u ≤ x ⇒ (f(x), f(u)) ∈ ω.

Если оба пространства X,Y частично упорядочены (т. е. отношение ω есть частичный поря-
док), то приведенные определения совпадают с классическими определениями свойств накры-
вания, изотонности и антитонности (см. [12]).

В [4] получены следующие условия существования решения уравнения (0.1) — точки сов-
падения отображений ψ,ϕ : X → Y.

Определим совокупность Π:= Π(ψ,ϕ) всех цепей S ⊂ X, удовлетворяющих условию

∀x ∈ S
(
ϕ(x), ψ(x)

)
∈ ω и ∀x, u ∈ S x < u ⇒

(
ψ(x), ϕ(u)

)
∈ ω. (2.1)

Теорема 3 [4, теорема 1.1]. Пусть для некоторого элемента x0 ∈ X имеет место со-

отношение
(
ϕ(x0), ψ(x0)

)
∈ ω и любая цепь S ⊂ Π, содержащая x0, имеет нижнюю грани-

цу v ∈ X, для которой
(
ϕ(v), ψ(v)

)
∈ ω. Предположим также, что отображение ψ явля-

ется накрывающим, а отображение ϕ — изотонным. Тогда существует точка совпадения

x̂ ∈ OX(x0) отображений ψ,ϕ.

В случае, если отношение ω является еще и антисимметричным и транзитивным, т. е. Y —
частично упорядоченное пространство, теорема 3 совпадает с теоремой о точках совпадения,
полученной в [12].

Далее мы покажем, что утверждения о разрешимости операторных уравнений, в том числе
о существовании точек совпадения, могут быть получены при более слабых предположениях.
С этой целью для произвольного отображения f : X → Y определим множества

CovP[f ] :=
{
(u, y) ∈ X × Y | (y, f(u)) ∈ ω ⇒ ∃x ∈ X f(x) = y, x ≤ u

}
;

DcrP[f ] :=
{
(u, y) ∈ X × Y | ∀x ∈ X f(x) = y, u ≤ x ⇒ (y, f(u)) ∈ ω

}
.

Множеству CovP[f ] принадлежат, например, все пары (u, y) такие, что (y, f(u)) /∈ ω. Отметим,
что соотношение CovP[f ] = X × Y равносильно упорядоченному накрыванию отображения f,
а соотношение DcrP[f ] = X × Y — антитонности отображения f.

Приведенное определение множества CovP[f ] аналогично данному в [7] определению мно-

жества упорядоченного накрывания отображений, действующих из частично упорядоченного
пространства в частично упорядоченное пространство.

Пусть заданы ŷ ∈ Y и отображение F : X ×X → Y. Определим совокупность Ξ:= Ξ(F, ŷ)
всех цепей S ⊂ X, удовлетворяющих условию

∀x ∈ S
(
ŷ, F (x, x)

)
∈ ω,

∀x, u ∈ S x < u ⇒ ∃ζ ∈ [x, u]X
(
ŷ, F (ζ, ζ)

)
∈ ω, F (x, ζ) = ŷ.

(2.2)



58 С.Бенараб, Е.С.Жуковский, В.Мерчела

Теорема 4. Пусть существует элемент x0 ∈ X такой, что
(
ŷ, F (x0, x0)

)
∈ ω, и любая

цепь S ⊂ Ξ, содержащая x0, имеет нижнюю границу v ∈ X, для которой
(
ŷ, F (v, v)

)
∈ ω.

Предположим также, что для любого x ∈ OX(x0) справедливы включения

(x, ŷ) ∈ CovP[F (·, x)], (x, ŷ) ∈ DcrP[F (x, ·)].

Тогда существует решение x̂ ∈ OX(x0) уравнения (0.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим множество

U = {x ∈ OX(x0)|
(
ŷ, F (x, x)

)
∈ ω}.

Это множество непусто, поскольку x0 ∈ U. На множестве U определим бинарное отношение �
следующим соотношением

∀x, u ∈ U x � u ⇔ x ≤ u и
(
x < u ⇒ ∃ζ ∈ [x, u]U F (x, ζ) = ŷ

)

(естественно, в случае x � u, x 6= u будем писать x ≺ u). Очевидно, что отношение � является
порядком и обладает следующим свойством, более “сильным”, чем транзитивность:

z ≺ x, x ≤ u ⇒ z ≺ u. (2.3)

Из определения пространства (U,�) следует, что цепь относительно порядка � является
также цепью относительно порядка ≤, более того, удовлетворяет соотношениям (2.2). В про-
странстве (U,�) согласно принципу максимума Хаусдорфа существует максимальная цепь S,
содержащая точку x0. Поскольку S ∈ Ξ, в силу предположений теоремы цепь S относительно
первоначального порядка ≤ имеет нижнюю границу v ∈ OX(x0), для которой выполнено соот-
ношение

(
ŷ, F (v, v)

)
∈ ω, т. е. v ∈ U. Покажем, что эта нижняя граница v является решением

уравнения (0.2). Предположим противное: F (v, v) 6= ŷ.
В силу соотношения (v, ŷ) ∈ CovP[F (·, v)] существует элемент x̂ ∈ OX(v) такой, что выпол-

нено равенство

F (x̂, v) = ŷ. (2.4)

В этом равенстве x̂ 6= v (так как F (v, v) 6= ŷ), поэтому x̂ < v. Из (2.4) в силу соотношения
(x̂, ŷ) ∈ DcrP[F (x̂, ·)] получаем

(
ŷ, F (x̂, x̂)

)
∈ ω. Таким образом, доказано, что x̂ ∈ U и x̂ ≺ v.

Поэтому согласно свойству (2.3) для любого x ∈ S имеет место неравенство x̂ ≺ x. Так как
цепь S является максимальной в U относительно порядка �, элемент x̂ должен принадлежать
этой цепи. Но тогда неравенство x̂ ≺ v противоречит тому, что v — нижняя граница этой цепи.

Итак, предположение F (v, v) 6= ŷ неверно, т. е. элемент x̂ = v является решением уравне-
ния (0.2). �

Продемонстрируем, каким образом из теоремы 4 выводится теорема 3 о точках совпаде-

ния. С этой целью зададим на трехэлементном множестве Z = {0,−1, 1} бинарное отношение

ωZ :=
{
(0, 0), (−1,−1), (1, 1), (0, 1)

}

и определим отображение η : Y × Y → Z формулой

(y, v) ∈ Y × Y 7→ η(y, v) =





0, если y = v,
1, если (v, y) ∈ ω, v 6= y,

−1, если (v, y) /∈ ω.

Теперь определим отображение F : X×X → Z, F (x, u) := η
(
ψ(x), ϕ(u)

)
, x, u ∈ X, и рассмотрим

уравнение

F (x, x) := η
(
ψ(x), ϕ(x)

)
= 0. (2.5)
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Очевидно, что решение уравнения (2.5) является точкой совпадения отображений ψ,ϕ. Пока-
жем, что если для отображений ψ,ϕ выполнены условия теоремы 3, то существование решения
уравнения (2.5) следует из теоремы 4.

Итак, предположения теоремы 3 считаем выполненными. Проверяем справедливость усло-
вий теоремы 4.

Во-первых, пусть
(
ϕ(x0), ψ(x0)

)
∈ ω, тогда η

(
ψ(x0), ϕ(x0)

)
равно 1 или 0, следовательно,

(
0, η

(
ψ(x0), ϕ(x0)

)
∈ ωZ .

Во-вторых, пусть любая цепь S ⊂ Π, содержащая x0, имеет нижнюю границу v ∈ X такую,
что

(
ϕ(v), ψ(v)

)
∈ ω. Выберем произвольную цепь C ∈ Ξ, ее любой элемент x ∈ C удовлетворяет

условию
(
0, η

(
ψ(x), ϕ(x)

))
∈ ωZ . Это условие означает, что η

(
ψ(x), ϕ(x)

)
равно 0 или 1, т. е.

это условие равносильно соотношению
(
ϕ(x), ψ(x)

)
∈ ω. Далее, для любых двух элементов

x, u ∈ C таких, что x < u, существует элемент ζ ∈ [x, u]X , удовлетворяющий условиям
(
0, η(ψ(ζ), ϕ(ζ))

)
∈ ωZ , η

(
ψ(x), ϕ(ζ)

)
= 0.

Отсюда ψ(x) = ϕ(ζ), и вследствие изотонности отображения ϕ получаем
(
ψ(x), ϕ(u)

)
∈ ω.

Таким образом, цепь C удовлетворяет условиям (2.1), поэтому цепь C ∈ Π имеет нижнюю
границу v ∈ X, для которой

(
ϕ(v), ψ(v)

)
∈ ω. Следовательно,

(
0, η(ϕ(v), ψ(v))

)
∈ ωZ .

Заключая проверку условий теоремы 4, замечаем, что если отображение ψ накрывающее,
то при любом x ∈ OX(x0) для отображения η(ψ(·), ϕ(x)) : X → Z выполнено включение(
0, x) ∈ CovP

[
η(ψ(·), ϕ(x))

]
, а если отображение ϕ изотонное, то при любом x ∈ OX(x0) для

отображения η(ψ(x), ϕ(·)) : X → Z справедливо
(
0, x) ∈ DcrP

[
η((ψ·), ϕ(x))

]
.

Итак, теорема 4 позволяет исследовать задачу о точках совпадения отображений, действу-
ющих из (X,≤) в (Y, ω), где ω — произвольное бинарное отношение, а в частном случае —
отношение порядка. Таким образом, из теоремы 4 может быть получена не только [4, теоре-
ма 1.1], но и [12, Theorem 1].

3. Связь между теоремами о возмущениях в пространствах с расстоянием

и в пространствах с бинарным отношением

Как показано выше, теоремы 2, 4 позволяют исследовать не только разрешимость урав-
нения (0.2), но и устанавливать существование точки совпадения отображений, действующих
соответственно в пространствах с расстоянием и в пространствах с бинарным отношением.
Здесь мы докажем, что теорема 2 является следствием теоремы 4. Таким образом, из ре-
зультатов, касающихся уравнения (0.2) в пространствах с бинарным отношением, следуют
утверждения и об этом уравнении, и о точках совпадения в случае пространств с расстоянием.
Отметим, что в работе [12] было доказано, что из теоремы о точках совпадения упорядочен-
но накрывающего и изотонного отображений, действующих в частично упорядоченных про-
странствах, выводится теорема о точке совпадения накрывающего и липшицева отображений,
действующих в метрических пространствах. Доказательство этого результата основывалось на
введении в метрических пространствах порядка Бишопа — Фелпса и определении по задан-
ным действующим в метрических пространствах двум отображениям — α-накрывающему и β-
липшицеву — двух новых отображений, действующих в полученных частично упорядоченных
пространствах соответственно упорядоченно накрывающего и изотонного. Здесь используется
такой же подход — в пространстве с расстоянием вводится бинарное отношение, аналогичное
порядку Бишопа — Фелпса.

Итак, пусть выполнены условия теоремы 2. В декартовом произведении X метрического
пространства X = (X, ρ) и множества R+ неотрицательных чисел определим порядок Бишо-
па — Фелпса (см. [13;14]), полагая для произвольных (u, r), (x,R) ∈ X выполненным неравен-
ство (u, r) ≤ (x,R) тогда и только тогда, когда

ρ(u, x) ≤ R− r.
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Согласно [12, Lemma 3] из полноты метрического пространства X следует, что пространство X
является упорядоченно полным, т. е. всякая цепь в нем имеет точную нижнюю границу.

Аналогично в декартовом произведении Y пространства Y = (Y, d) и пространства R опре-
делим бинарное отношение ω следующим образом:

∀(z, r), (y,R) ∈ Y
(
(z, r), (y,R)

)
∈ ω ⇔ d(z, y) ≤ R− r

(напомним, что расстояние d не обязано быть симметричным, т. е. при выполнении этого со-
отношения “симметричное неравенство” d(y, z) ≤ R− r может не выполняться).

Теперь по заданному отображению F : X ×X → Y построим отображение

F : X ×X → Y , F
(
(x,R), (u, r)

)
:=

(
F (x, u), αR − βr

)

и рассмотрим уравнение
F (x, x) = (ŷ, 0) (3.1)

относительно неизвестного x = (x, r) ∈ X. Легко видеть, что пара (x̂, r̂) является решением
этого уравнения тогда и только тогда, когда ее вторая компонента r̂ = 0, а ее первая компо-
нента есть решение уравнения (0.2).

Установим разрешимость уравнения (3.1) на основании теоремы 4.
Для заданных в теореме 2 элемента x0 ∈ X и числа R = (α−β)−1d(ŷ, F (x0, x0)) обозначим

x0 = (x0, R) ∈ X. Имеем

F (x0, x0) =
(
F (x0, x0), (α− β)R

)
=

(
F (x0, x0), d(ŷ, F (x0, x0))

)
,

следовательно, (
(ŷ, 0), F (x0, x0)

)
∈ ω.

Рассмотрим цепь S ⊂ X, содержащую точку x0 (поэтому без ограничения общности можем
полагать, что цепь S вложена в множество OX(x0) := {(x, r)| ρ(x, x0) ≤ R−r}). Пусть для этой
цепи выполнено S ∈ Ξ(F, (ŷ, 0)). Любой элемент x = (x, r) ∈ S удовлетворяет соотношению

(
(ŷ, 0),

(
(α− β)r, F (x, x)

))
∈ ω ⇔ d

(
ŷ, F (x, x)

)
≤ (α− β)r. (3.2)

Вследствие упорядоченной полноты пространства X существует v = (v, τ) = inf S. Если v ∈ S,
то

(
(ŷ, 0),

(
(α − β)τ, F (v, v)

))
∈ ω. Пусть v /∈ S. Согласно [12, Lemma 3] существует такая

невозрастающая последовательность элементов xi = (xi, ri) ∈ S, что τ = inf ri, v = limi→∞ xi.
Согласно определению совокупности Ξ(F, (ŷ, 0)) для этой последовательности имеем

∃ζi = (ζi, ti) ∈ X xi+1 ≤ ζ i ≤ xi, F (xi+1, ζ i) = (ŷ, 0).

Из полученных соотношений следует, что αri+1−βti = 0 и ti ≤ ri. Поэтому справедлива оценка

ri+1 =
β

α
ti ≤

β

α
ri.

Таким образом, последовательность {ri} сходится к нулю, т. е. τ = 0. Теперь из соотноше-
ния (3.2) получаем d

(
ŷ, F (xi, xi)

)
≤ (α − β)ri → 0. А из этого соотношения и сходимости

xi → v следует F (v, v) = ŷ, так как (xi, ŷ) ∈ Cl[G]. Итак, для нижней границы v = (v, 0) цепи
S ∈ Ξ(F, (ŷ, 0)) выполнено

(
(ŷ, 0), F (v, v)

)
∈ ω. Здесь F (v, v) =

(
F (v, v), 0

)
.

Теперь покажем, что для произвольного элемента u = (u, r) ∈ OX(x0) (т. е. удовлетворя-
ющего неравенству ρ(x0, u) ≤ R − r) выполнено включение (u, (ŷ, 0)) ∈ CovP[F (·, u)]. Пусть(
(ŷ, 0),

(
(α − β)r, F (u, u)

))
∈ ω, т. е. выполнено неравенство d(ŷ, F (u, u)) ≤ (α − β)r. Так как

(u, ŷ) ∈ Covα[F (·, u)], существует x ∈ X такой, что

F (x, u) = ŷ, ρ(x, u) ≤
1

α
d(ŷ, F (u, u)) ≤

α− β

α
r.
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Положим x = (x, α−1βr). Для этого элемента, очевидно, выполнено

F (x, u) = (ŷ, 0), x ≤ u,

и таким образом включение (u, (ŷ, 0)) ∈ CovP[F (·, u)] доказано.
Остается проверить справедливость включения (u, (ŷ, 0)) ∈ DcrP[F (u, ·)] при всех u =

(u, r) ∈ OX(x0). Пусть для x = (x, t) ∈ X выполнено F (u, x) = (ŷ, 0) и u ≤ x, т. е.

F (u, x) = ŷ, αr − βt = 0, ρ(u, x) ≤ t− r.

Так как (u, ŷ) ∈ Lipβ[F (u, ·)], получаем

d(ŷ, F (u, u)) ≤ βρ(x, u) ≤ β(t− r) = (α− β)r,

а это означает, что выполнено соотношение
(
(ŷ, 0), F (u, u)

)
∈ ω. Таким образом, включение

(u, (ŷ, 0)) ∈ DcrP[F (u, ·)] доказано.
Итак, согласно теореме 4 уравнение (3.1) имеет решение (x̂, 0), первая компонента которого

x̂ ∈ BX(x0, R) является решением уравнения (0.2). Таким образом, утверждение теоремы 2
действительно следует из теоремы 4.
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